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Sth mhtèra mou.



Given free will but within certain limitations,

I cannot will myself to limitless mutations,

I cannot know what I would be if I were not me,
I can only guess me. .

Robert Wyatt
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Per�lhyhTo antike�meno th ergas�a aut  e�nai h apar�jmhsh twn kl�sewn isoduna-m�a meikt¸n keli¸n mia oikogèneia sunìlwn shme�wn kai o upologismì toupolutìpou tou NeÔtwna th apale�fousa enì sust mato poluwnÔmwn.Up�rqei mia 1-1 kai ep� antistoiq�a twn kl�sewn aut¸n, me ti korufètou polutìpou tou NeÔtwna th apale�fousa tou sust mato poluwnÔmwnme sÔnola st rixh sthn oikogèneia aut . H antistoiq�a aut  ma epitrèpei naupolog�soume ta akra�a mon¸numa (extreme monomials) th apale�fousa.Mèsw tou teqn�smato Cayley, h apar�jmhsh ìlwn twn kl�sewn isoduna-m�a meikt¸n keli¸n, an�getai sthn apar�jmhsh ìlwn twn kl�sewn isodunam�atwn kanonik¸n trigwnopoi sewn enì nèou sunìlou. H apar�jmhsh twn te-leuta�wn mpore� na g�nei me efarmog  diadoqik¸n topik¸n metasqhmatism¸n(bistellar flips) se kat�llhla uposÔnola xekin¸nta apì mia arqik  trigwno-po�hsh.Prote�netai h tropopo�hsh enì apotelesmatikoÔ algor�jmou ant�strofhanaz thsh [14℄, ¸ste autì na upolog�zei mìno ti kl�sei isodunam�a twnkanonik¸n trigwnopoi sewn.Tèlo, d�netai mia efarmog  twn parap�nw mejìdwn me thn perigraf  enìalgor�jmou algebrikopo�hsh [7℄, o opo�o upolog�zei èna upersÔnolo twn mo-nwnÔmwn th algebrik  ex�swsh mia parametrik� dosmènh (uper)epif�neia.
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Eisagwg To kÔrio antike�meno melèth sthn ergas�a aut  e�nai to polÔtopo tou NeÔtw-na th torik    arai� apalo�fousa enì uperprosdiorismènou sust matopoluwnÔmwn me sumbolikoÔ suntelestè kai h an�ptuxh algor�jmwn gia tonupologismì tou. Perigr�fontai basik� stoiqe�a th jewr�a arai� apaloif kaj¸ kai ta ergale�a apì th sunduastik  gewmetr�a pou aut  qrhsimopoie�.H jewr�a arai� apaloif  xek�nhse apì thn ergas�a twn Gelfand, Kapra-
nov kai Zelevinsky [9℄ to 1994, ìpou eis gagan thn melèth diakrinous¸n kaiapaloifous¸n me sunduastik� ergale�a. Apì tìte to ped�o èqei melethje� kaianaptuqje� èntona kai efarmìzetai sthn ep�lush poluwnumik¸n susthm�twn,sthn apaloif  metablht¸n, sthn algebrikopo�hsh kai alloÔ. 'Ena par�deigmaefarmog  sthn algebrikopo�hsh d�noume sto kef�laio 5 me thn perigraf  toualgor�jmou IPSOS [7℄, tropopoihmènou ¸ste na qrhsimopoie� ta apotelèsmatath ergas�a aut . Sugkekrimèna o algìrijmo qrhsimopoie� mia ulopo�hshtou J. De Loera [5℄, h opo�a upolog�zei ìle ti kanonikè trigwnopoi seienì sunìlou shme�wn. AntikajistoÔme aut  thn ulopo�hsh me mia nèa poubas�zetai sthn ant�strofh anaz thsh kai upolog�zei kl�sei isodunam�a ka-nonik¸n trigwnopoi sewn. Autì èqei w apotèlesma thn drastik  me�wsh thpoluplokìthta q¸rou tou algor�jmou algebrikopo�hsh.H klasik    probolik  apalo�fousa enì sust mato n poluwnÔmwn f1,

. . . , fn se n metablhtè me sumbolikoÔ suntelestè, e�nai èna polu¸numome akèraiou suntelestè kai metablhtè tou suntelestè twn poluwnÔmwn,to opo�o ma parèqei mia sunj kh gia thn epilusimìthta tou sust mato twn
fi. Sugkekrimèna h probolik  apalo�fousa mhden�zetai an kai mìno an tapolu¸numa pou antistoiqoÔn se mia an�jesh tim¸n stou sumbolikoÔ sunte-lestè, èqoun koin  r�za. Me �lla lìgia gia sust mata sugkekrimènh dom h opo�a kajor�zetai apì tou bajmoÔ twn poluwnÔmwn, h probolik  apalo�-fousa apotele� èna krit rio gia ti timè twn suntelest¸n pou antistoiqoÔnse sust mata ta opo�a èqoun lÔsh. Gia ton upologismì th probolik  apa-lo�fousa kataskeu�zontai p�nake h or�zousa twn opo�wn isoÔtai me thnapalo�fousa   me èna pollapl�siì th. Oi p�nake auto� en dun�mei mporoÔnna perièqoun opoiod pote mon¸numo bajmoÔ mikrìterou   �sou tou bajmoÔk�je poluwnÔmou kai autì aux�nei shmantik� to mègejì tou. Epiplèon hor�zousa twn pin�kwn aut¸n mpore� na mhden�zetai tautotik� me apotèlesma namhn or�zetai h probolik  apalo�fousa. Se k�poie apì autè ti peript¸sei7



e�nai dunatìn na oriste� h torik  apalo�fousa.H torik    arai� apalo�fousa exet�zei thn Ôparxh riz¸n ston q¸ro (C∗)n.GenikeÔei ta apotelèsmata th klasik  jewr�a apaloif  me thn ènnoia ìtitaut�zetai me thn probolik  apalo�fousa gia sust mata pukn¸n poluwnÔmwn.Se ant�jesh me ton qarakthrismì twn poluwnÔmwn mèsw tou bajmoÔ tou,h jewr�a arai� apaloif  ekmetalleÔetai thn dom  tou jewr¸nta ta wajro�smata monwnÔmwn. H dom  aut  antanakl�tai gewmetrik� apì to po-lÔtopo tou NeÔtwna. An antistoiq soume k�je mon¸numo me mh mhdenikìsuntelest  enì poluwnÔmou f , me to di�nusma twn ekjet¸n tou, tìte topolÔtopo tou NeÔtwna N(f) tou poluwnÔmou e�nai to kurtì per�blhma twndianusm�twn aut¸n. To polÔtopo autì parèqei pollè plhrofor�e sqetik�me thn gewmetrik  dom  th uperepif�neia f = 0. Sugkekrimèna h asumptw-tik  sumperifor� th uperepif�neia aut  kajor�zetai apì ti korufè toupolutìpou N(f). Epiplèon to polÔtopo tou NeÔtwna ekfr�zei thn araiìth-ta tou poluwnÔmou. H ekmet�lleush th dom  twn poluwnÔmwn odhge� semikrìterou p�nake th apalo�fousa kai epomènw se belt�wsh th polu-plokìthta upologismoÔ th.Mia apì ti pio entupwsiakè efarmogè twn polutìpwn tou NeÔtwna sealgebrik� probl mata ofe�letai stou Bernstein, Kouchnirenko kai Khovan-
sky oi opo�oi èdwsan fr�gmata ston pl jo twn lÔsewn poluwnumik¸n su-sthm�twn qrhsimopoi¸nta meiktoÔ ìgkou. To apotèlesma autì genikeÔeièna klasikì apotèlesma tou Bézout to opo�o parèqei fr�gmata sto pl jotwn lÔsewn pou ekfr�zontai apì to ginìmeno twn bajm¸n twn poluwnÔmwn.O bajmì th torik  apalo�fousa sqet�zetai ep�sh me to fr�gma tou Bern-
stein.EpalhjeÔonta thn sten  sqèsh th jewr�a arai� apaloif  me th sun-duastik  gewmetr�a, èna shmantikì apotèlesma [9, 18℄ e�nai h perigraf  toupolutìpou tou NeÔtwna N(R), th torik  apalo�fousaR, mèsw twn trigw-nopoi sewn enì sunìlou shme�wn. Sugkekrimèna mporoÔme na upolog�soumeti korufè tou polutìpou N(R) upolog�zonta merikè mìno apì ti tri-gwnopoi sei tou polutìpou tou NeÔtwna enì bohjhtikoÔ poluwnÔmou. TopolÔtopo tou NeÔtwna autoÔ tou bohjhtikoÔ poluwnÔmou mpore� na kata-skeuaste� kai mèsw th apeikìnish Cayley ìpw perigr�fetai sthn enìthta3.1. To apotèlesma autì ekmetalleuìmaste sto kef�laio 4, tropopoi¸ntaènan algìrijmo apar�jmhsh kanonik¸n trigwnopoi sewn [12℄, ¸ste na apa-rijme� mìno kl�sei isodunam�a twn kanonik¸n trigwnopoi sewn mèsw twnopo�wn mporoÔme na anakt soume ti korufè tou N(R).
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Kef�laio 1Jewr�a Algebrik Apaloif Sto kef�laio autì perigr�fontai sunoptik� ta basik� stoiqe�a th jewr�aalgebrik  apaloif  (elimination theory).1.1 Klasik  (probolik ) Apalo�fousaH apalo�fousa   Sylvester resultant R = Res(f, g, x), enì sust mato duopoluwnÔmwn f, g ∈ C[x], me
f = a0x

n + . . . + an, a0 6= 0, n > 0,

g = b0x
m + . . . + bm, b0 6= 0, m > 0,or�zetai w h or�zousa tou (n + m) × (n + m) p�naka Sylvester:

S =





a0 b0

a1 a0 b1 b0

a2 a1
. . . b2 b1

. . .... a2
. . . a0

... b2
. . . b0

an

... . . . a1 bm

... . . . b1

an a2 bm b2. . . ... . . . ...
an bm



O p�naka Sylvester emfan�zetai sth bibliograf�a kai w o an�strofo touparap�nw p�naka.Ja lème ìti to G e�nai èna polu¸numo stou suntelestè twn f0, f1, . . . , fnan gia k�je suntelest  cij twn fi up�rqei mia metablht  uij sto G. Me
G(f0, f1, . . . , fn) sumbol�zoume ton arijmì pou pa�rnoume antikajist¸nta k�-je metablht  uij me ton ant�stoiqo suntelest  cij tou fi.9



H apalo�fousa R = Res(f, g, x) e�nai èna polu¸numo me akèraiou sunte-lestè, me metablhtè tou (sumbolikoÔ) suntelestè twn f, g , pou mhden�-zetai ìpote ta f, g èqoun koin  r�za. To ìnom� th ofe�letai sto gegonì ìti h
Res(f, g, x) apale�fei th metablht  x apì to sÔsthma twn f, g. Ta parap�nwsumfwnoÔn me tou orismoÔ 1.1.2 kai 1.2.6, pou d�noume sth sunèqeia.H apale�fousa R = Res(f, g, x) mpore� na ekfraste� me polloÔ trì-pou. Gia par�deigma an x1, . . . , xm e�nai oi r�ze tou poluwnÔmou g, tìte hapale�fousa d�netai apì ton tÔpo

R = Res(f, g, x) = am
0

m∏

i=1

g(xi). (1.1)MporoÔme na epekte�noume thn ènnoia th apalo�fousa kai gia polu¸numame perissìtere apì mia metablhtè.Orismì 1.1.1. O probolikì q¸ro P
n e�nai to sÔnolo twn kl�sewn iso-dunam�a twn dianusm�twn sto C

n + 1 me toul�qiston mia mh mhdenik  sunte-tagmènh, ìpou taut�zoume ta pollapl�sia me èna mh mhdenikì stajerì arijmì
l ∈ C

∗. Dhlad :
P

n :={(c1, c2, . . . , cn+1)∈C
n+1|∃i ci 6= 0&(c1, c2, . . . , cn+1) ≡ l(c1, c2, . . . , cn+1), l∈C

∗}.'Estw F0, F1, . . . , Fn, n + 1 omogen  polu¸numa me sumbolikoÔ sunte-lestè uij , sunolikoÔ bajmoÔ d0, . . . , dn ant�stoiqa, ston C[x], ìpou x =
x0, . . . , xn. To sÔsthma twn n + 1 exis¸sewn se n + 1 agn¸stou

F0(x) = F1(x) = · · · = Fn(x) = 0 (1.2)èqei p�nta th mhdenik  lÔsh (x0, . . . , xn) = (0, . . . , 0). Ma endiafèrei nagnwr�zoume pìte èqei kai �lle lÔsei ektì th mhdenik . Thn ap�nthshsto er¸thma autì ma thn d�nei h apalo�fousa tou sust mato (1.2):Orismì 1.1.2. H probolik  apalo�fousa R = Res(F0, F1, . . . , Fn) e�naièna polu¸numo me akèraiou suntelestè, me metablhtè tou (sumbolikoÔ)suntelestè uij twn F0, F1, . . . , Fn , gia to opo�o isqÔei R = 0 an kai mìnoan to sÔsthma (1.2) èqei mh mhdenik  koin  lÔsh sto P
n.Je¸rhma 1.1.1. [9℄ H apalo�fousa R = Res(F0, F1, . . . , Fn) tou sust -mato (1.2) e�nai to monadikì an�gwgo polu¸numo ston Z[uij ], gia to opo�oisqÔei R = 0 ann to sÔsthma (1.2) èqei mh mhdenik  koin  lÔsh sto P

n.Par�deigma 1.1.1. 'Estw to sÔsthma grammik¸n exis¸sewn
F0 = c00x0 + · · · + c0nxn = 0... (1.3)
Fn = cn0x0 + · · · + cnnxn = 0.10



To sÔsthma (1.3) èqei monadik  lÔsh an kai mìno an h or�zousa tou p�nakatwn suntelest¸n tou e�nai �sh me mhdèn. H or�zousa aut  e�nai èna polu¸numostou suntelestè twn Fi kai taut�zetai me thn apalo�fousa tou sust mato.O tÔpo 1.1 mpore� na genikeute� kai sthn per�ptwsh omogen¸n poluwnÔ-mwn F0, F1, . . . , Fn ∈ C[x0, x1, . . . , xn], bajm¸n d0, . . . , dn ant�stoiqa, me thnupìjesh ìti Res(F 0, F 1, . . . , Fn−1) 6= 0:
R = Res(F0, F1, . . . , Fn) = Res(F 0, F 1, . . . , Fn−1)

dn
∏

p∈V

fn(p)m(p), (1.4)ìpou
fi(x0, . . . , xn−1) = Fi(x0, . . . , xn−1, 1),

F i(x0, . . . , xn−1) = Fi(x0, . . . , xn−1, 0),

V = V (f0, . . . , fn−1), to sÔnolo lÔsewn twn poluwnÔmwn f0, . . . , fn−1 (dh-lad  to omoparallhlikì (affine) tm ma tou probolikoÔ algebrikoÔ sunìlou
V (F0, . . . , Fn−1)) kai m(p) h pollaplìthta th r�za p ∈ V .H apalo�fousa enì sust mato omogen¸n poluwnÔmwn upolog�zetai e�tew to phl�ko th or�zousa enì kat�llhlou tetragwnikoÔ p�naka pro thnor�zousa enì upopinak� tou [13℄, e�te w o mègisto koinì diairèth enì su-nìlou orizous¸n kat�llhlwn pin�kwn. Stìqo e�nai h kataskeu  tetragwni-k¸n pin�kwn el�qisth di�stash, opìte h apalo�fousa e�nai h orizous� tou.Genik� den up�rqei tÔpo gia ton upologismì th apalo�fousa se sun�rthshtwn suntelest¸n tou sust mato. Se merikè peript¸sei e�nai dunatì oupologismì th w or�zousa enì mìno p�naka kai tìte lème ìti o tÔpo e�nai
determinental. Sti upìloipe peript¸sei epidi¸ketai h kataskeu  pin�kwnme to mikrìtero dunatì mègejo.1.2 Torik  (toric) Apalo�fousaUp�rqoun sust mata twn opo�wn h klasik  apalo�fousa e�nai tautotik� mh-denik . Autì sumba�nei ìtan up�rqei èna sÔnolo riz¸n sto �peiro tou opo�ouh di�stash e�nai jetik . Se autè ti peript¸sei mia diaforetik  apale�fou-sa mpore� na oriste�, h opo�a kai ja parèqei èna krit rio gia thn Ôparxh   mhlÔsewn tou sust mato.H klasik  apalo�fousa pou or�same sthn prohgoÔmenh enìthta, afor�se pukn� (dense) polu¸numa, ta opo�a perièqoun ìla ta mon¸numa sunolikoÔbajmoÔ �sou me to sunolikì bajmì tou poluwnÔmou 1 kai parèqei plhrofor�e1Akribèstera, èna polu¸numo se n metablhtè e�nai puknì ìtan èqei polÔtopo touNeÔtwna pou e�nai Minkowski pollapl�sio tou monadia�ou aplìkou ston R

n, bl. OrismoÔ1.2.2 kai 1.2.3. 11



gia thn Ôparxh probolik¸n riz¸n. Sth pr�xh ìmw, suqn� sunant�me po-lu¸numa pollo� apì tou suntelestè twn opo�wn e�nai mhdeniko�. Tìte e�naishmantikì na oriste� mia torik  (toric)   arai� (sparse) apalo�fousa, h opo�-a ekmetalleÔetai th dom  twn sugkekrimènwn poluwnÔmwn. En¸ h klasik apalo�fousa ekfr�zei thn Ôparxh probolik¸n riz¸n (dhlad  riz¸n sto P
n),h torik  apalo�fousa ekfr�zei thn Ôparxh torik¸n riz¸n, dhlad  riz¸n semia torik  pollaplìthta (manifold) T th opo�a o tìro (C∗)n e�nai puknìuposÔnolo, (C∗)n ⊆ T ⊆ P

m, ìpou m e�nai to pl jo twn monwnÔmwn ìlwntwn poluwnÔmwn.1.2.1 PolÔtopa, ajro�smata Minkowski kai meiktì ìg-koOrismì 1.2.1. To sÔnolo st rixh (support) A ⊂ Z
n enì poluwnÔmou

f ∈ C[x1, . . . , xn], e�nai to sÔnolo twn dianusm�twn twn ekjet¸n twn mo-nwnÔmwn me mh mhdenikì suntelest  tou f . An A = {a1, a2, . . . , ak}, tìte
f =

∑k
i=1 cix

ai , ìpou ci 6= 0,∀i = 1, . . . , k.'Ena polÔtopo e�nai to kurtì per�blhma enì peperasmènou sunìlou sh-me�wn.Orismì 1.2.2. 'Estw èna polu¸numo f ∈ C[x1, . . . , xn] me sÔnolo st -rixh A ⊂ Z
n. To polÔtopo tou NeÔtwna N(f) tou poluwnÔmou f e�nai tokurtì per�blhma conv(A) tou sunìlou st rix  tou.To polÔtopo tou NeÔtwna enì poluwnÔmou antikatoptr�zei gewmetrik�thn dom  tou kai apotele� to ergale�o gia thn melèth algebrik¸n idiot twnmèsw th sunduastik  gewmetr�a.Par�deigma 1.2.1. 'Estw to puknì deuterob�jmio polu¸numo g(x, y) =

c0 + c1x + c2y + c3x
2 + c4xy + c5y

2 kai to araiì polu¸numo ep�sh deutèroubajmoÔ, f(x, y) = a1x − a2y − a3xy. Sto Sq ma 1.1 blèpoume ta polÔtopatou NeÔtwna twn poluwnÔmwn f, g. E�nai fanerì pw to polu¸numo f èqeipolÔ mikrìtero polÔtopo tou NeÔtwna apì to polu¸numo g.
N(f)

N(g)

Sq ma 1.1: Ta polÔtopa tou NeÔtwna gia to par�deigma 1.2.1.Akolouj¸nta mia ant�strofh diadikas�a, dojènto enì sunìlou A =
{a1, a2, . . . , ak} ⊂ Z

n, mporoÔme na or�soume to sÔnolo twn poluwnÔmwn,twn opo�wn ta mon¸numa èqoun ekjète sto A:12



L(A) = {c1x
a1 + · · · + ckx

ak | ci ∈ C}.To sÔnolo L(A) e�nai èna dianusmatikì q¸ro ep� tou C di�stash k.Efìson to sÔnolo A mpore� na perièqei kai dianÔsmata me arnhtikè sun-tetagmène, prèpei na epekte�noume tou orismoÔ twn monwnÔmwn kai poluw-nÔmwn ¸ste na èqoume kai ta ant�stoiqa algebrik� antike�mena. Autì odhge�sthn ènnoia twn Laurent monwnÔmwn kai poluwnÔmwn:'Estw a = (a1, . . . , an) ∈ Z
n, èna di�nusma me akèraie suntetagmène. To an-t�stoiqo Laurent mon¸numo sti metablhtè x1, . . . , xn e�nai to xa = xa1

1 . . . xan
n .Ta Laurent polu¸numa e�nai peperasmènoi grammiko� sunduasmo� Laurent mo-nwnÔmwn. To sÔnolo twn Laurent poluwnÔmwn e�nai èna metajetikì daktÔ-lio me ti sun jei pr�xei th prìsjesh kai tou pollaplasiasmoÔ poluw-nÔmwn kai sumbol�zetai C[x±1

1 , . . . , x±1
n ].Gia th sunèqeia ja qreiastoÔme merikè gewmetrikè ènnoie.Orismì 1.2.3. 'Estw A, B ⊂ R

n kai λ ≥ 0 pragmatikì arijmì.a. To �jroisma Minkowksi A + B twn duo sunìlwn e�nai
A + B = {a + b | a ∈ A & b ∈ B} ⊂ R

n.b. To bajmwtì ginìmeno tou A me to λ e�nai
λA = {λa | a ∈ A} ⊂ R

n.An ta A, B e�nai polÔtopa, tìte kai to A + B e�nai polÔtopo kai epiplèonmpore� na upologiste� w h kurt  j kh tou sunìlou {a+b | a ∈ V ert(A), b ∈
V ert(B)}, ìpou me V ert(P ) sumbol�zoume to sÔnolo twn koruf¸n tou polu-tìpou P .

+ =A1
A2

A +A1 2

Sq ma 1.2: 'Ajroisma Minkowski enì trig¸nou kai enì tetrag¸nou.MporoÔme na epekte�noume tou parap�nw orismoÔ kai gia opoiod pote(peperasmèno) pl jo sunìlwn   polutìpwn.To �jroisma Minkowski twn polutìpwn tou NeÔtwna duo poluwnÔmwn f, gantistoiqe� sto polÔtopo tou NeÔtwna tou ginomènou f · g, dhlad  N(f) +
N(g) = N(f · g).Mia apì ti pr¸te efarmogè twn polutìpwn tou NeÔtwna  tan sthneÔresh tou arijmoÔ twn koin¸n riz¸n enì sust mato poluwnumik¸n exis¸-sewn. 13



'Estw Vol(P) o eukle�dio ìgko tou polutìpou P ⊂ R
n orismèno ètsi¸ste o monadia�o kÔbo ston R

n na èqei monadia�o ìgko. Gia tuqa�a polÔtopa
P1, . . . , Pn kai λ1, . . . , λn ∈ R+, h èkfrash Vol(λ1P1 + · · · + λnPn) e�nai ènaomogenè polu¸numo sti metablhtè λ1, . . . , λn, bajmoÔ n, [10℄.Orismì 1.2.4. O meiktì ìgkoMV (P1, . . . , Pn) twn polutìpwn P1, . . . , Pn ⊂
R

n e�nai o suntelest  tou grammikoÔ ìrou, dhlad  tou ìrou λ1 . . . λn, toupoluwnÔmou V ol(λ1P1 + · · · + λnPn), jewroÔmeno w polu¸numo sti meta-blhtè λ1, . . . , λn.'Ena isodÔnamo orismì tou meiktoÔ ìgkou twn polutìpwn P1, . . . , Pne�nai o epìmeno.Orismì 1.2.5. 'Estw P1, . . . , Pn ⊂ R
n polÔtopa kai λ1, . . . , λn ∈ R+.Up�rqei mia monadik  pragmatik  sun�rthsh MV (P1, . . . , Pn) gia thn opo�aisqÔoun ta ex :a. H MV (P1, . . . , Pn) e�nai grammik  w pro k�je metablht , dhlad 

MV (P1, . . . , λkPk+µP
′

k, . . . , Pn) = λMV (P1, . . . , Pk, . . . , Pn)+µMV (P1, . . . , P
′

k, . . . , Pn),b. MV (P1, . . . , Pn) = n! · Vol(P ), an P1 = · · · = Pn = P .Pìrisma 1.2.1. MV (P1, . . . , Pn) ≥ 0. Isìthta isqÔei an to ∑Pi èqeimhdenikì ìgko (isodÔnama di�stash mikrìterh tou n)   an up�rqei k�poio Pitètoio pou dim(Pi) = 0.Pìrisma 1.2.2. H MV (P1, . . . , Pn) mpore� na upologiste� apì ton tÔpo(egkleismoÔ - apokleismoÔ):
MV (P1, . . . , Pn) =

∑

I⊂{1,...,n}

(−1)n−|I|Vol

(
∑

i∈I

Pi

)
. (1.5)Sth sunèqeia ja exet�soume fr�gmata ston arijmì twn koin¸n riz¸n ka-l� orismènwn (tetr�gwnwn) susthm�twn poluwnÔmwn. 'Estw èna sÔsthmapoluwnÔmwn

f1 = f2 = · · · = fn = 0, fi ∈ C[x±1
1 , . . . , x±1

n ], (1.6)kai Pi = N(fi), i = 1, . . . , n, ta polÔtopa tou NeÔtwna twn poluwnÔmwn fi.An ta sÔnola st rixh twn poluwnÔmwn fi taut�zontai, to sÔsthma kale�taimh meiktì, diaforetik� kale�tai meiktì.To pr¸to fr�gma pou ja exet�soume d�netai apì to je¸rhma tou Bézoutkai afor� sti koinè r�ze twn poluwnÔmwn ston C
n   ston P

n.Je¸rhma 1.2.3. (Bézout)[4℄ An to sÔsthma (1.6) èqei peperasmèno arijmìlÔsewn kai kam�a lÔsh sto �peiro, tìte èqei to polÔ d = d1 · d2 . . . dn lÔseiston C
n, ìpou di o bajmì tou poluwnÔmou fi. Epiplèon an ta polu¸numa fie�nai genik� (generic), tìte to fr�gma e�nai akribè.14



To epìmeno je¸rhma pou apode�qjhke apì ton D. Bernstein to 1975 geni-keÔei to je¸rhma tou Bézout. H per�ptwsh duo poluwnÔmwn se duo metablh-tè e�qe  dh apodeiqje� apì ton Minding to 1841, prin o Minkowski eis�geithn ènnoia twn meikt¸n ìgkwn.Je¸rhma 1.2.4. (Bernstein   BKK)[4, 9℄ An to sÔsthma (1.6) èqei pepe-rasmèno arijmì lÔsewn, tìte èqei to polÔ d = MV (P1, . . . , Pn) lÔsei ston
(C∗)n. Epiplèon an ta polu¸numa fi e�nai genik� (generic), tìte to fr�gmae�nai akribè.1.2.2 Orismì kai idiìthte th torik  apalo�fousaH arai    torik  apale�fousa, or�zetai gia uperprosdiorismèna sust mata thmorf 

f0 = f1 = · · · = fn = 0 ∈ C[x±1
1 , . . . , x±1

n ]. (1.7)Sth per�ptwsh aut  den or�zetai o meiktì ìgko tou sust mato. Mpo-roÔme ìmw na ex�goume èna �nw fr�gma ston arijmì twn koin¸n riz¸n tousust mato qrhsimopoi¸nta meiktoÔ ìgkou.Parat rhsh 1.2.1. An to sÔsthma (1.7) èqei peperasmèno arijmì lÔsewn,tìte èqei to polÔ d = MV−i(P0, . . . , Pi−1, Pi+1, . . . , Pn) lÔsei ston (C∗)n.Epiplèon an ta polu¸numa fi e�nai genik� (generic), tìte to fr�gma e�naiakribè.'Estw A0, A1, . . . , An ⊂ Z
n tètoia pou to ∑n

i=0 Ai na par�gei ton Z
n kai

fi ∈ L(Ai), Laurent polu¸numa me sÔnola st rixh ta Ai. K�je fi e�nai thmorf  fi =
∑

aij∈Ai
cijx

aij . Taut�zoume k�je polu¸numo fi me to di�nusmatwn suntelest¸n tou, ci = (ci0, ci1, . . . , cin) kai to sÔsthma twn fi me todi�nusma c = (c0, c1, . . . , cn).JewroÔme to sÔnolo Z0 twn dianusm�twn c pou antistoiqoÔn se sust -mata poluwnÔmwn th morf  (1.7) me fi ∈ L(Ai), kai ta opo�a èqoun koin r�za. 'Estw Z h Zariski kleistìthta tou sunìlou Z0. To sÔnolo Z e�nai ènaan�gwgo algebrikì sÔnolo. H torik  apale�fousa tou sust mato twn fie�nai to monadikì an�gwgo polu¸numo pou or�zei thn Z.Orismì 1.2.6. H arai    torik  apale�fousa R = Res(A0, A1, . . . , An)twn poluwnÔmwn f0, f1, . . . , fn e�nai to monadikì (mèqri pros mou) polu¸numome akèraiou suntelestè kai metablhtè tou sumbolikoÔ suntelestè twn
fi, dhlad  R ∈ Z[c], me ti akìlouje idiìthte:a) an codim(Z) = 1, tìte h R e�nai to monadikì an�gwgo polu¸numo pouor�zei thn uperepif�neia Z,b) an codim(Z) > 1, tìte R := 1.Pìrisma 1.2.5. To R e�nai omogenè polu¸numo w pro tou sumbolikoÔsuntelestè k�je poluwnÔmou fi, bajmoÔ �sou me MV−i(f0, . . . , fi−1, fi+1, . . . , fn).An ta polu¸numa fi èqoun koin  r�za ston (C∗)n, tìte R = 0.15



An ta polu¸numa fi e�nai pl rh, (isodÔnama ta sÔnola Pi = conv(Ai)e�nai Minkowski pollapl�sia tou monadia�ou aplìkou ston Z
n), tìte h arai apale�fousa taut�zetai me thn klasik  apale�fousa.Orismì 1.2.7. H oikogèneia twn sunìlwn st rixh Ai twn poluwnÔmwn

fi, i = 0, . . . , n, ja kale�tai ousi¸dh (essential) an gia to omoparallhlikìplègma (affine lattice)
L :=

{
n∑

i=0

λiai | ai ∈ Ai, λi ∈ Z,

n∑

i=0

λi = 1

}pou par�getai apì ta Ai isqÔei rank(L) = n kai rank(L′) ≥ |J | gia k�je
J ⊂ {0, 1, . . . , n}, ìpou L′ e�nai to omoparallhlikì plègma pou par�getai apìthn oikogèneia sunìlwn st rixh {Aj |j ∈ J}. .An k�je sÔnolo Ai èqei kurt  j kh di�stash n, tìte h oikogèneia twnsunìlwn st rixh Ai e�nai ousi¸dh.Pìrisma 1.2.6. [19℄ 'Estw h oikogèneia sunìlwn st rixh {Ai}i∈I . Gia toalgebrikì sÔnolo Z (bl. Orismì 1.2.6) isqÔei codim(Z) = 1 an kai mìno anup�rqei mia monadik  upooikogèneia sunìlwn st rixh {Ai}i∈J h opo�a e�naiousi¸dh. Tìte h torik  apalo�fousa tou sust mato poluwnÔmwn me sÔnolast rixh ta {Ai}i∈I taut�zetai me thn torik  apalo�fousa tou sust matopoluwnÔmwn me sÔnola st rixh {Ai}i∈J .O upologismì twn torik¸n apaleifous¸n bas�zetai sthn kataskeu  enìtetragwnikoÔ p�naka M tou opo�ou h or�zousa e�te isoÔtai me thn apale�fousae�te e�nai èna mh tetrimmèno pollapl�sio th. To basikì ergale�o gia thkataskeu  tou p�naka M e�nai oi meiktè upodiairèsei [Canny-Emiris℄.Orismì 1.2.8. Mia poluedrik  upodia�resh enì polutìpou Q e�nai miasullog  apì pl rou di�stash polÔtopa Qi ta opo�a diamer�zoun to Q kaian� dÔo tèmnontai se mia koin  tou ìyh (pijan¸ ken ).Orismì 1.2.9. 'Estw èna polÔtopo P = P1 + · · · + Pm ⊂ R

n di�sta-sh n. Mia meikt  upodia�resh S tou P e�nai mia sullog  apì polÔtopa
Ri, i = 1, . . . , k, di�stash n, ta keli� mègisth di�stash th upodia�resh,pou ikanopoioÔn ti parak�tw idiìthte:1. Gia k�je i 6= j, h Ri∩Rj e�nai mia koin  èdra (pijan¸ ken ) twn Ri, Rj ,2. Ta Ri apoteloÔn mia diamèrish tou P , dhlad  P = R1 ∪ · · · ∪ Rk,3. K�je kel� Ri gr�fetai w Minkowski �jroisma uposunìlwn twn Pj :

Ri = Fi1 + · · · + Fim, Fij ⊂ Pj kai isqÔei n = dim(P ) = dim(Ri) ≤
dim(Fi1) + · · · + dim(Fim).An sthn prohgoÔmenh sqèsh isqÔei isìthta, tìte h meikt  upodia�resh kale�tailept  (fine, tight). IsodÔnama, mia meikt  upodia�resh kale�tai lept  an k�jemeiktì kel� th den perièqei w gn sio uposÔnolo tou èna �llo meiktì kel�.16



An S, S′ e�nai duo meiktè upodiairèsei enì polutìpou P = P1 + · · · +
Pm ⊂ R

n, ja lème ìti h S eklepta�nei (refines) thn S′ kai ja gr�foume S ≤ S′,an gia k�je meiktì kel� R =
∑

Fi th S, up�rqei èna meiktì kel� R′ =
∑

F ′
ith S′, ¸ste Fi ⊆ F ′

i gia k�je i. To sÔnolo twn meikt¸n upodiairèsewn toupolutìpou R me th sqèsh eklèptunsh (≤), e�nai èna merik¸ diatetagmènosÔnolo (poset). Ta elaqistik� stoiqe�a tou sunìlou autoÔ e�nai oi leptèmeiktè upodiairèsei kai gi' autè isqÔei ìti k�je kel� tou e�nai Minkowski�jroisma aplìkwn. To monadikì megistikì stoiqe�o e�nai h tetrimmènh meikt upodia�resh P . Oi leptè meiktè upodiairèsei e�nai gia ti meiktè upodiai-rèsei to an�logo twn trigwnopoi sewn gia ti poluedrikè upodiairèsei.Mia meikt  upodia�resh S tou polutìpou P = P1+ · · ·+Pn, e�nai kanonik (regular), an up�rqei mia sun�rthsh anÔywsh (lifting function) ω : P → R,tètoia pou h S na e�nai h probol  twn ìyewn tou k�tw (isodÔnama tou �nw)peribl mato tou sunìlou ∑ P̂i, ìpou P̂i = {(a, ω(a))|a ∈ Pi}. To di�nusma
w me suntetagmène ta ω(a), kale�tai di�nusma bar¸n (weight vector) thupodia�resh. An h sun�rthsh anÔywsh ω e�nai genik  (generic), tìte hepagìmenh kanonik  meikt  upodia�resh e�nai lept .Sth sunèqeia ja gr�foume meikt  upodia�resh enno¸nta kanonik  lept meikt  upodia�resh.

(a) (b)Sq ma 1.3: Kataskeu  mia kanonik  (a) kai mia ìqi kanonik  (b) meikt upodia�resh mèsw mia sun�rthsh anÔywsh.Orismèna keli� mia meikt  upodia�resh èqoun idia�terh shmas�a.Orismì 1.2.10. 'Ena kel� R = F1 + · · · + Fm, Fi ⊂ Pi, mia meikt upodia�resh tou polutìpou P = P1 + · · ·+ Pm ⊂ R
n kale�tai meiktì kel� an

dim(Fi) ≤ 1 gia k�je i = 1, . . . , m.Epomènw, an m = n, dhlad  P = P1 + · · · + Pn, tìte k�je meiktìkel� Ri gr�fetai w Minkowski �jroisma akm¸n twn Pi (dim(Fi) = 1). Sthnper�ptwsh pou ta Pi e�nai ta polÔtopa tou NeÔtwna n+1 Laurent poluwnÔmwn
f0, f1, . . . , fn se n metablhtè, k�je meiktì kel� ja e�nai th morf  R =
F0 + · · · + Fi + · · · + Fn, ìpou dim(Fi) = 0 kai dim(Fj) = 1, j 6= i, kaikale�tai meiktì tÔpou i.To epìmeno je¸rhma de�qnei th qrhsimìthta twn meikt¸n upodiairèsewn.17



Je¸rhma 1.2.7. [4℄ 'Estw P1, . . . , Pn polÔtopa ston R
n kai S mia meikt upodia�resh tou ajro�smato Minkowski P = P1 + · · · + Pn. Tìte o meiktììgko MV (P1, . . . , Pn) upolog�zetai apì ton tÔpo

MV (P1, . . . , Pn) =
∑

R

Vol(R), (1.8)ìpou to �jroisma e�nai p�nw se ìla ta meikt� keli� R th S.
+ =A1

A2

Sq ma 1.4: Meiktè kai mh meiktè upodiairèsei.Mia �llh efarmog  twn meikt¸n upodiairèsewn tou ajro�smato Minkow-
ski n + 1 polutìpwn, e�nai ston upologismì th torik  apalo�fousa touant�stoiqou sust mato poluwnÔmwn, ìpw anafèrjhke kai parap�nw.Profan¸, gia k�je polÔtopo P = P0 + . . . + Pn up�rqoun pollè mei-ktè upodiairèsei oi opo�e kataskeu�zontai apì diaforetikè sunart seianÔywsh. Arketè apì autè èqoun ta �dia meikt� keli�. Ja qwr�soume tosÔnolo twn meikt¸n upodiairèsewn tou P se kl�sei isodunam�a pou kaloÔn-tai diamorf¸sei meikt¸n keli¸n (mixed-cell configurations) [15, 18℄. K�jediamìrfwsh meikt¸n keli¸n perièqei ìle ti meiktè upodiairèsei oi opo�eèqoun ta �dia meikt� keli�, epomènw an endiaferìmaste mìno gia ta meikt�keli� mia upodia�resh, arke� na melet soume mìno ti diamorf¸sei meikt¸nkeli¸n.Up�rqei mia sten  sqèsh metaxÔ twn diamorf¸sewn meikt¸n keli¸n toupolutìpou P = P0 + · · · + Pn kai merik¸n monwnÔmwn. 'Estw h apale�fousa
R tou sust mato twn poluwnÔmwn

fi =
∑

aj∈Ai

cijx
aj , i = 0, . . . , n, j = 1, . . . , |Ai|, (1.9)ìpou N(fi) = Pi = conv(Ai).Ta mon¸numa th apale�fousa ta opo�a antistoiqoÔn se korufè toupolutìpou tou NeÔtwna N(R), kaloÔntai akra�a (extreme monomials).H apalo�fousa R tou sust mato (1.9) e�nai èna polu¸numo stou sum-bolikoÔ suntelestè cij twn fi. Epomènw k�je mon¸numo th R, e�nai thmorf  ∏ c

vi,a

i,a . MporoÔme na taut�soume to mon¸numo autì me to di�nusmatwn ekjet¸n tou (. . . , vi,a, . . .). Gia k�je sun�rthsh sun�rthsh anÔywsh18



ω, upolog�zoume thn tim  th sto di�nusma twn ekjet¸n tou monwnÔmou. Htim  aut  e�nai to b�ro (weight) tou monwnÔmou w pro thn ω. H arqik morf  (initial form), initω(R), th R e�nai to �jroisma twn monwnÔmwn thme mègisto b�ro w pro thn ω [18℄.To epìmeno je¸rhma or�zei mia apeikìnish tou sunìlou twn meikt¸n upo-diairèsewn ep� tou sunìlou twn monwnÔmwn th arqik  morf  th apale�-fousa. H apeikìnish aut  g�netai 1-1 kai ep� an thn perior�soume sto sÔnolotwn diamorf¸sewn meikt¸n keli¸n.Je¸rhma 1.2.8. [18℄ 'Estw ìti ta sÔnola st rixh A0, A1, . . . , An twnpoluwnÔmwn f0, . . . , fn e�nai ousi¸dh (essential). Tìte h arqik  morf  thtorik  apalo�fousa R, w pro thn genik  (generic) sun�rthsh anÔywsh
ω, e�nai �sh me

initω(R) = const ·
n∏

i=0

∏

R

c
Vol(R)
i,Fi

,ìpou to deÔtero ginìmeno e�nai p�nw se ìla ta meikt� keli� R, tÔpou i, thmeikt  upodia�resh pou ep�getai apì thn ω kai ci,Fi
e�nai o suntelest  toumonwnÔmou me ekjèth to shme�o Fi ∈ Ai. H stajer� const e�nai +1   -1.Gia k�je genik  sun�rthsh anÔywsh ω, h arqik  morf  initω(R) e�naièna akra�o mon¸numo th R. To mon¸numo autì antistoiqe� sthn koruf  toupolutìpou N(R) h opo�a èqei uperep�pedo st rixh (support hyperplane) mek�jeto di�nusma (normal vector) to ω. An h ω den e�nai genik  sun�rthsh,tìte h arqik  morf  initω(R) antistoiqe� se èna polu¸numo to opo�o e�naiginìmeno apaloifous¸n susthm�twn me sÔnola st rixh, uposÔnola twn Ai(Je¸rhma 4.1 [18℄). H ω, sth per�ptwsh aut  e�nai to k�jeto di�nusma se ènauperep�pedo st rixh k�poia èdra tou polutìpou N(R).E�nai fanerì pw gia k�je genik  (generic) sun�rthsh anÔywsh ω, upo-log�zoume kai mia koruf  (ìqi apara�thta diaforetik ) tou polutìpou touNeÔtwna th apalo�fousa, h opo�a èqei k�jeto di�nusma to ω. 'Etsi toje¸rhma 1.2.8 ma parèqei ènan algìrijmo gia ton upologismì tou polutì-pou tou NeÔtwna N(R), th apalo�fousa: kataskeÔase ìle ti meiktèupodiairèsei tou ajro�smato Minkowski twn polutìpwn tou NeÔtwna twnpoluwnÔmwn tou sust mato kai qrhsimopoi¸nta to je¸rhma 1.2.8, upolì-gise ta akra�a mon¸numa th apale�fousa. To N(R) e�nai h kurt  j kh twnshme�wn aut¸n.K�je koruf  tou N(R) pou antistoiqe� se èna akra�o mon¸numo th R,èqei poll� k�jeta dianÔsmata ω. Qrhsimopoi¸nta k�poia aut� w sunart -sei anÔywsh gia th kataskeu  mia meikt  upodia�resh, ja upolog�zoumemèsw tou jewr mato 1.2.8 p�nta to �dio akra�o mon¸numo. Epomènw o pa-rap�nw algìrijmo e�nai anapotelesmatikì afoÔ bas�zetai sthn apeikìnishtwn meikt¸n upodiairèsewn sta akra�a mon¸numa th R, h opo�a ìmw den e�nai1-1. Qrhsimopoi¸nta thn 1-1 kai ep� antistoiq�a twn diamorf¸sewn meikt¸n19



keli¸n kai twn akra�wn monwnÔmwn mporoÔme na tropopoi soume ton algì-rijmo ¸ste na upolog�zei mìno kl�sei isodunam�a meikt¸n upodiairèsewn. Hkataskeu  aut  anaptÔssetai sto kef�laio 4.Kle�noume to kef�laio autì me èna je¸rhma pou afor� sth di�stash toupolutìpou N(R).Je¸rhma 1.2.9. [18℄ H di�stash tou polutìpou tou NeÔtwna N(R) thapalo�fousa twn poluwnÔmwn fi, i = 0, . . . , n, e�nai m − 2n − 1, ìpou m =∑n
i=0 |Ai|.
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Kef�laio 2Trigwnopoi sei2.1 Eisagwg 'Estw A, èna peperasmèno sÔnolo shme�wn1 ston R
n kai P = conv(A), hkurt  j kh tou. 'Ena �ploko (simplex) ston R

n e�nai h kurt  j kh enìomoparallhlik� anex�rthtou (affinely independent) sunìlou, plhjikìthta
n+1, p.q. èna eujÔgrammo tm ma ston R, èna tr�gwno ston R

2, èna tetr�edroston R
3 k.t.l.Orismì 2.1.1. Mia trigwnopo�hsh T tou A e�nai mia peperasmènh sullog apì �ploka T1, . . . , Tk ⊂ P , ta keli� th trigwnopo�hsh, tètoia pou1. dim(Ti) = n, gia k�je i = 1, . . . , k,2. ∪n
i=1Ti = P ,3. Gia k�je i 6= j, h Ti ∩ Tj e�nai mia koin  èdra (pijan¸ ken ) twn Ti, Tj .Mia trigwnopo�hsh T tou sunìlou A, e�nai kanonik  (regular), an up�r-qei mia genik  (generic) sun�rthsh anÔywsh (lifting function) ω : A → R,tètoia pou h T na e�nai h probol  twn ìyewn tou k�tw (isodÔnama tou �nw)peribl mato tou sunìlou Â = {(a, ω(a))|a ∈ A} sto conv(A). To di�nusma

w me suntetagmène ta ω(a), kale�tai di�nusma bar¸n (weight vector) thtrigwnopo�hsh.Parat rhsh 2.1.1. Mia trigwnopo�hsh enì sunìlou A den e�nai apara�thtona qrhsimopoie� ìla ta shme�a tou A. Gia par�deigma an A ⊂ R, up�rqei miatrigwnopo�hsh tou A pou apotele�tai apì èna mìno �ploko, to eujÔgrammotm ma conv(A), kai qrhsimopoie� mìno ta shme�a pou or�zoun ta �kra tou. Anmia trigwnopo�hsh qrhsimopoie� ìla ta shme�a sto A ja kale�tai epikalÔptou-sa (spanning).Mia trigwnopo�hsh enì polutìpou P , e�nai mia trigwnopo�hsh tou sunì-lou twn koruf¸n tou. An to polÔtopo P e�nai èna n−gwno, tìte o arijmì1Ta shme�a tou sunìlou A den e�nai apara�thta ìla diakekrimèna.21



tn twn trigwnopoi sewn tou e�nai �so me ton (n − 2)−ostì Catalan arijmì
tn = Cn−2 =

1

n − 1

(
2n − 4
n − 2

)
.To sÔnolo ìlwn twn trigwnopoi sewn enì n−g¸nou qarakthr�zetai apìsqèsei pou sundèoun ta mèlh tou. K�je eswterik  akm  mia trigwnopo�hsh

Ti tou n−g¸nou, e�nai mia diag¸nio enì tetrapleÔrou pou sqhmat�zetai apìduo tr�gwna (keli�) th Ti. MporoÔme all�zonta thn diag¸nio aut  me thndeÔterh diag¸nio tou tetrapleÔrou, na kataskeu�soume mia trigwnopo�hsh
Tj pou diafèrei to ligìtero dunatì apì thn Ti. H diadikas�a aut  kale�taiantistrof  akm  (edge flip).MporoÔme epomènw na jewr soume ton gr�fo pou èqei w korufè titrigwnopoi sei tou n−g¸nou kai w akmè ti antistrofè akm¸n. O gr�-fo kale�tai gr�fo antistrof¸n akm¸n (flip graph) twn trigwnopoi sewntou n−g¸nou. Efìson gia k�je eswterik  diag¸nio tou n−g¸nou up�rqeikai mia antistrof  akm , èpetai ìti o bajmì tou gr�fou e�nai n− 3, dhlad k�je trigwnopo�hsh èqei akrib¸ n−3 antistrofè akm¸n. ApodeiknÔetai eÔ-kola ìti o gr�fo e�nai sundedemèno, dhlad  apì opoiad pote trigwnopo�hshup�rqei mia akolouj�a apì antistrofè akm¸n h opo�a odhge� se opoiad pote�llh: mia trigwnopo�hsh tou n−g¸nou kale�tai i-tupik  (i-th standard) ank�je tr�gwno th èqei koruf  thn i. Gia k�je �llh trigwnopo�hsh ektì th
i-tupik , up�rqei mia antistrof  akm  h opo�a aux�nei ton bajmì th koru-f  i. Se k�je tr�gwno ijk antistrèfoume thn diag¸nio jk, ìpou oi j, k dene�nai diadoqikè korufè. 'Ena par�deigma fa�netai sto sq ma 2.1.

i ii iSq ma 2.1: Antistrofè akm¸n pou odhgoÔn sthn i-tupik  trigwnopo�hsh.O gr�fo twn trigwnopoi sewn tou n−g¸nou e�nai èna polÔtopo di�sta-sh n−3 kai onom�zetai associahedron. E�nai eidik  per�ptwsh mia kathgor�agr�fwn pou or�zontai gia k�je sÔnolo shme�wn A kai kaloÔntai deutereÔon-ta polÔtopa (secondary polytopes). Ja or�soume austhr� ta deutereÔontapolÔtopa sth sunèqeia.Oi trigwnopoi sei enì sunìlou shme�wn A sto ep�pedo èqoun orismènekalè idiìthte pou dieukolÔnoun th melèth tou. Gia par�deigma antistoiqoÔnse èna sundedemèno gr�fo, to deutereÔon polÔtopo. Gia sÔnola shme�wn seq¸rou megalÔterwn diast�sewn, akìma kai ston R
3, tètoia apotelèsmata denisqÔoun. An ìmw perioristoÔme sto sÔnolo twn kanonik¸n trigwnopoi sewn,mporoÔme na ex�goume an�loga apotelèsmata.Gia sÔnola shme�wn se q¸rou tuqa�a di�stash, h ènnoia th antistro-f  akm  th diagwn�ou enì polug¸nou, genikeÔetai se mia ant�stoiqh ènnoia22



topikoÔ metasqhmatismoÔ pou odhge� apì mia trigwnopo�hsh T se mia �llh T ′,¸ste oi duo trigwnopoi sei na diafèroun to ligìtero dunatì.2.2 Kukl¸mataTo kat�llhlo sunduastikì ergale�o gia na or�soume tou topikoÔ metasqh-matismoÔ mia trigwnopo�hsh enì sunìlou shme�wn A ⊂ R
n e�nai to kÔklw-ma (circuit). 'Ena kÔklwma Z e�nai èna el�qisto omoparallhlik� exarthmèno(minimal affinely dependent) uposÔnolo tou A. Epomènw k�je gn sio upo-sÔnolo tou Z e�nai èna �ploko k�poia di�stash mikrìterh   �sh tou n.Gia par�deigma èna kÔklwma pl rou di�stash ston R e�nai èna sÔnolo tri¸nsuneujeiak¸n shme�wn, ston R

2 èna sÔnolo apì tr�a shme�a kai èna pou denbr�sketai sti pleurè tou trig¸nou pou or�zoun ta upìloipa, ston R
3 ènasÔnolo tess�rwn shme�wn pou sqhmat�zoun èna tetr�edro kai èna shme�o toopo�o den an kei se k�poia apì ti ìyei tou k.t.l. (bl. Sq ma 2.2). An tashme�a tou A e�nai se genik  jèsh2, tìte èna kÔklwma e�nai èna uposÔnolotou A plhjikìthta n + 2.

dim(Z)=2

dim(Z)=1

dim(Z)=3

Sq ma 2.2: Kukl¸mata pl rou di�stash ston R, R
2 kai R

3 kai oi ant�stoi-qe trigwnopoi sei tou.Up�rqei mia monadik  (mèqri pollaplasiasmoÔ me jetikì pragmatikì arij-mì) omoparallhlik  sqèsh metaxÔ twn stoiqe�wn tou Z :

∑

z∈Z

γzz = 0 µε
∑

z∈Z

γz = 0 και γz 6= 0, ∀z ∈ Z.2'Ena sÔnolo shme�wn ston R
n e�nai se genik  jèsh an k�je n + 1 shme�a tou e�naiomoparallhlik� anex�rthta (isodÔnama, an èqoun kurt  j kh di�stash n).23



Prìtash 2.2.1. [9℄ K�je kÔklwma Z èqei akrib¸ duo trigwnopoi sei
T+ = {conv(Z \ {z}) | γz > 0} kai T− = {conv(Z \ {z}) | γz < 0}.Epiplèon kai oi duo e�nai kanonikè.Par�deigma 2.2.1. 'Estw to kÔklwma Z = {(0, 0), (1, 3), (2, 2), (3,−1)}me ant�stoiqo di�nusma γ = (−1, +4,−5, +2). Oi trigwnopoi sei tou e�nai oi

T+ = {conv(Z \ (1, 3)), conv(Z \ (3,−1))},

T− = {conv(Z \ (0, 0)), conv(Z \ (2, 2))}ìpw fa�netai kai sto sq ma 2.3.
1

3

2

1

-1

2 3

+

+

_

_Sq ma 2.3: Oi trigwnopoi sei tou kukl¸mato Z tou parade�gmato 2.2.1.Ja qrhsimopoi soume ta kukl¸mata gia na or�soume tou topikoÔ me-tasqhmatismoÔ se mia trigwnopo�hsh tou sunìlou shme�wn A, genikeÔontathn diadikas�a pou akolouj same sti trigwnopoi sei polug¸nwn. H basi-k  idèa e�nai ìti mporoÔme na metasqhmat�soume topik� mia trigwnopo�hsh Ttou A, epilègonta èna kat�llhlo kÔklwma Z tou A kai antikajist¸nta thntrigwnopo�hsh tou Z pou ep�getai apì thn T , me thn summetrik  th. Meton trìpo autì par�goume mia trigwnopo�hsh T ′ h opo�a diafèrei to ligìterodunatì apì th T (bl. sq ma 2.4).O epìmeno orismì qarakthr�zei ta kukl¸mata pou ma endiafèroun.Orismì 2.2.1. [15℄ 'Estw A ⊂ R
n èna sÔnolo shme�wn, Z ⊂ A èna kÔ-klwma kai T mia trigwnopo�hsh tou A. H T ja sthr�zetai (supported) sto Zan up�rqoun Y1, . . . , Ys, uposÔnola tou A (s ≥ 1) kai mia trigwnopo�hsh T±tou Z (h opo�a ja e�nai h T+   h T−) tètoia pou:1. Gia k�je kel� (dhlad  �ploko mègisth di�stash) I th T± kai gia k�jekel� J th T isqÔei: I ⊂ J ⇒ (∃i ∈ {1, 2, . . . , s} : J = Yi ∪ I),2. Gia k�je i ∈ {1, 2, . . . , s} kai gia k�je kel� I th T±, isqÔei: Yi∪I ∈ T .'Ena isodÔnamo all� pio diaisjhtikì orismì e�nai o epìmeno.24



Orismì 2.2.2. [9℄ 'Estw A ⊂ R
n èna sÔnolo shme�wn, Z ⊂ A èna kÔklwmakai T mia trigwnopo�hsh tou A. H T ja sthr�zetai (supported) sto Z anisqÔoun ta parak�tw:1. Den up�rqoun korufè aplìkwn th T mèsa sto conv(Z) ektì apì tashme�a tou Z,2. To polÔtopo conv(Z) e�nai ènwsh edr¸n twn aplìkwn th T ,3. An conv(I) kai conv(I ′) e�nai duo keli� mia apì ti duo dunatè tri-gwnopoi sei tou conv(Z), tìte gia k�je uposÔnolo Y ⊂ A \ Z, to�ploko conv(I ∪ Y ) emfan�zetai sth T an kai mìno an to conv(I ′ ∪ Y )emfan�zetai sth T .An |Z| = n + 2, dhlad  h di�stash tou Z e�nai n, tìte h sunj kh (3) touOrismoÔ 2.2.2 prokÔptei apì thn (2). H sunj kh (3) e�nai apara�thth sthnper�ptwsh pou ta shme�a tou A den e�nai se genik  jèsh, opìte mporoÔme naèqoume kukl¸mata mikrìterh di�stash apì n. An gia to A isqÔei h upìjeshgenik  jèsh, tìte èna kÔklwma Z e�nai h ènwsh n to polÔ aplìkwn ta opo�atèmnontai an� dÔo se mia koin  tou ìyh. Ta �ploka aut� an koun kai sthnant�stoiqh trigwnopo�hsh tou A.

(a)

(b)

(c)T

T

T T´

T´

T´

T+

T+

T+

T-

T-

T-

Sq ma 2.4: Topiko� metasqhmatismo� mèsw enì kukl¸mato Z pl rou di�-stash (a),(b) kai mikrìterh di�stash (c).An T e�nai mia trigwnopo�hsh tou A pou sthr�zetai se èna kÔklwma Z, tìteh T ep�gei mia trigwnopo�hsh tou Z h opo�a e�nai mia apì ti T+, T−. 'Estwìti e�nai h T+. Ja sumbol�zoume me flipZ(T ) th trigwnopo�hsh pou pa�rnoumeantikajist¸nta ìla ta �ploka th morf  conv(I ∪ Y ), ìpou conv(I) ∈ T+,25



me ta �ploka th morf  conv(I ′ ∪ Y ), ìpou conv(I ′) ∈ T− (bl. sq ma 2.4).Profan¸ kai h nèa trigwnopo�hsh T ′ = flipZ(T ), ikanopoie� ti sunj ke touOrismoÔ 2.2.2, epomènw kai aut  ja sthr�zetai sto Z kai isqÔei flipZ(T ′) =
T . Pio austhr� h parap�nw diadikas�a d�netai apì ton epìmeno orismì.Orismì 2.2.3. 'Estw T trigwnopo�hsh tou A, Z ⊂ A èna kÔklwma stoopo�o sthr�zetai h T kai Y1, . . . , Ys ìpw ston Orismì 2.2.1. An h T ep�geithn trigwnopo�hsh T+ sto Z, tìte h antistrof  akm  (bistellar flip) th Tsto Z e�nai o metasqhmatismì pou or�zetai w:
flipZ(T ) = (T \ {Yi ∪ I|1 ≤ i ≤ s, I ∈ T+}) ∪ {Yi ∪ I|1 ≤ i ≤ s, I ∈ T−}.Orismì 2.2.4. An J ∈ T , e�nai èna kel� th T , ja lème ìti to Z sqet�zetaime to (involves) J an J 6∈ flipZ(T ).An to Z sqet�zetai me to J , tìte o flipZ katastrèfei to J kai d�nei takeli� th flipZ(T ) pou den up�rqoun sthn T . H efarmog  tou flipZ sthntrigwnopo�hsh T tou A ja ma d¸sei mia nèa trigwnopo�hsh tou A. 'Omw anh T e�nai kanonik  (regular), den isqÔei p�nta ìti kai h flipZ(T ) e�nai kanonik .'Etsi met� apì k�je efarmog  tou telest  flipZ prèpei na elègqoume thnkanonikìthta th trigwnopo�hsh.2.3 DeutereÔon PolÔtopoT¸ra mporoÔme na or�soume to deutereÔon polÔtopo enì peperasmènou su-nìlou shme�wn A ston R

n.Se k�je trigwnopo�hsh T tou A antistoiqoÔme èna di�nusma φT , to di�-nusma ìgkwn (volume vector), pou or�zetai w:
φT = (ϕ1, . . . , ϕ|A|), ϕi =

∑

σ∈T , vi∈σ

Vol(σ), (2.1)ìpou to ϕi isoÔtai me to �jroisma twn ìgkwn ìlwn twn aplìkwn mègisthdi�stash σ th T pou èqoun to vi w koruf .Parat rhsh 2.3.1. Apì ton prohgoÔmeno orismì prokÔptei ìti ∑|A|
i=1 ϕi =

(n + 1)Vol(P ), ìpou P = conv(A).Orismì 2.3.1. To deutereÔon polÔtopo (secondary polytope) Σ(A), tousunìlou shme�wn A ⊂ R
n, e�nai to kurtì per�blhma3 twn dianusm�twn ìgkwn

φT , ìlwn twn trigwnopoi sewn tou A.3Ston q¸ro R
A twn pragmatik¸n sunart sewn me ped�o orismoÔ to A.

26



Parat rhsh 2.3.2. O parap�nw orismì tou deutereÔonto polutìpou Σ(A)dìjhke apì tou Gel’fand, Kapranov kai Zelevinskii kai gia k�je trigwno-po�hsh T tou A d�nei ti suntetagmène th ant�stoiqh koruf  vT tou Σ(A)mèsw twn dianusm�twn ìgkwn. 'Ena diaforetikì all� isodÔnamo orismìdìjhke apì tou Billera kai Sturmfels sto [2℄ kai perigr�fei to polÔtopo Σ(A)w olokl rwma twn stoib�dwn (fibers) th probol  π : ∆A → conv(A), ìpou
∆A e�nai èna �ploko me |A| korufè kai h π e�nai h 1-1 kai ep� apeikìnish twnkoruf¸n tou ∆A sto A.To sÔnolo twn kanonik¸n trigwnopoi sewn enì sunìlou shme�wn A ⊂ R

nsundèetai mèsw mia 1-1 kai ep� antistoiq�a me ti korufè tou deutereÔontopolutìpou Σ(A). Sqetik� èqoume to epìmeno Je¸rhma:Je¸rhma 2.3.1. [9℄ Gia k�je sÔnolo shme�wn A up�rqei èna polÔtopo Σ(A)tètoio pou:1. H di�stash tou Σ(A) e�nai |A| − n − 1.2. Oi korufè tou Σ(A) e�nai se 1-1 kai ep� antistoiq�a me ti kanonikètrigwnopoi sei tou A.3. Duo korufè k1, k2 tou Σ(A) me ant�stoiqe trigwnopoi sei T1 kai T2,sundèontai me mia akm  an kai mìno an up�rqei èna kÔklwma Z ⊂ A stoopo�o sthr�zetai h T1 kai T2 = flipZ(T1).Ta dianÔsmata ìgkwn mh kanonik¸n trigwnopoi sewn   kanonik¸n upo-diairèsewn, antistoiqoÔn se shme�a sto eswterikì tou Σ(A)   se shme�a stoeswterikì k�poia èdra tou.

Sq ma 2.5: DeutereÔonta polÔtopa enì pentag¸nou kai enì tetrapleÔrou.
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Kef�laio 3Apar�jmhsh twn kanonik¸ntrigwnopoi sewn3.1 Tèqnasma Cayley'Opw anafèretai sto kef�laio 1, o upologismì tou polutìpou tou NeÔtwnath apalo�fousa enì sust mato poluwnÔmwn f0, . . . , fn ∈ C[x1, . . . , xn],me sÔnola st rixh A0, A1, . . . , An ⊂ Z
n, an�getai ston upologismì ìlwntwn kanonik¸n lept¸n meikt¸n upodiairèsewn tou ajro�smato Minkowski

P = P0 + · · · + Pn, ìpou Pi = conv(Ai).Mèsw mia antisto�qish, gnwst  w tèqnasma Cayley (Cayley trick), oupologismì ìlwn twn kanonik¸n lept¸n meikt¸n upodiairèsewn tou P an�ge-tai ston upologismì ìlwn twn kanonik¸n trigwnopoi sewn enì nèou sunìlou
C.Orismì 3.1.1. H emfÔteush Cayley κ, twn polutìpwn P0, . . . , Pn, or�zetaiw

C := κ (P0, P1, . . . , Pn) = conv

(
n⋃

i=0

(Pi × {ei})

)
⊂ R

2n+1,ìpou ta ei e�nai mia omoparallhlik  b�sh tou R
n. H di�stash tou sunìlou

κ (P0, P1, . . . , Pn) e�nai 2n.Gia na kataskeu�soume to sÔnolo C, mporoÔme na qrhsimopoi soume womoparallhlik  b�sh tou R
n ta dianÔsmata e0 = (0, . . . , 0), e1 = (1, 0, . . . , 0),

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1) ∈ R
n, opìte C ⊂ R

2n   ta dianÔ-smata ei, i = 0, . . . , n th orjokanonik  b�sh tou R
n+1, opìte C ⊂ R

2n+1.H emfÔteush Cayley mpore� na oriste� genikìtera gia sÔnola shme�wn
A1, . . . , Ak ⊂ R

n, w ex 
C := κ (A1, . . . , Ak) =

k⋃

i=0

(Ai × {ei}) ⊂ R
n × R

k−128



To epìmeno je¸rhma egkajist� ènan isomorfismì metaxÔ twn merik� dia-tetagmènwn sunìlwn twn poluedrik¸n upodiairèsewn tou C kai twn meikt¸nupodiairèsewn tou sunìlou P .Je¸rhma 3.1.1. (Tèqnasma Cayley)[9℄ Up�rqei mia èna pro èna kai ep�antistoiq�a metaxÔ twn meikt¸n upodiairèsewn tou ajro�smato Minkowski
P = P0 + · · · + Pn kai twn poluedrik¸n upodiairèsewn tou polutìpou C =
κ(P0, . . . , Pn). H antistoiq�a aut  perior�zetai se mia antistoiq�a twn kano-nik¸n lept¸n meikt¸n upodiairèsewn tou P me ti kanonikè trigwnopoi seitou C.H idèa tou teqn�smato Cayley e�nai ìti pa�rnoume èna �ploko ston R

nkai topojetoÔme k�je Pi p�nw apì k�je koruf  tou, se èna q¸ro orjog¸niopro ton q¸ro ston opo�o an kei to �ploko, ìpw fa�netai kai sto sq ma 3.1gia ti peript¸sei n = 1, 2. Me ton trìpo autì oi eikìne twn Pi br�skontaise par�llhla uperep�peda se ènan q¸ro di�stash 2n.
P e1 1x

P e0 0x

n=1

e1

e0

P e0 0x

P e1 1xP e2 2x

e0

e1e2

n=2

Sq ma 3.1: H idèa tou teqn�smato Cayley gia n = 1, 2.An èqoume mia kanonik  trigwnopo�hsh T tou sunìlou C, mporoÔme nabroÔme thn ant�stoiqh kanonik  lept  meikt  upodia�resh tou ajro�smato
Minkowski P , tèmnonta to C me ton omoparallhlikì upìqwro R

n×{
∑ 1

n+1ei}  me opoiod pote �llo uperep�pedo tou R
2n pou den e�nai uperep�pedo st ri-xh k�poiou apì ta k(Pi). Akribèstera, sth pr¸th per�ptwsh br�skoume miakanonik  lept  meikt  upodia�resh tou upì kl�maka ajro�smato Minkowski

1
n+1

∑
Pi [11, 17℄.Ta uposÔnola th trigwnopo�hsh T tou C pou antistoiqoÔn se keli�th ant�stoiqh meikt  upodia�resh S tou P , e�nai sÔmfwna me to epìmenoL mma, ta �ploka pl rou di�stash. 'Ena tètoio �ploko prèpei na perièqeitoul�qiston èna shme�o apì k�je sÔnolo Pi × ei gia na tèmnetai apì tonomoparallhlikì upìqwro R

n × {
∑ 1

n+1ei}.L mma 3.1.2. [11, L mma 3.2℄ To R e�nai kel� di�stash n mia meikt upodia�resh S, tou upì kl�maka ajro�smato Minkowski
∑n

i=0
1

n+1Pi an kaimìno an e�nai h tom  enì aplìkou di�stash 2n mia trigwnopo�hsh T tou
C, to opo�o perièqei toul�qiston èna shme�o (aj , ei) apì k�je sÔnolo Ai × ei.To sq ma 3.2 apotele� èna par�deigma efarmog  tou teqn�smato Cayleygia èna tetr�gwno kai èna tr�gwno. 29



g f

e

d c

ba

ê({a,b,c,d},{e,f,g})

(d,0)

(g,1)

(c,0)

(b,0)(a,0

(f,1)

(e,1)

Sq ma 3.2: H efarmog  tou teqn�smato Cayley sta sÔnola {a, b, c, d} kai
{e, f, g}.To tèqnasma Cayley ermhneÔetai algebrik� w ex : jewroÔme ti n + 1nèe metablhtè y0, . . . , yn kai kataskeu�zoume to polu¸numo

f = y0f0 + y1f1 + · · · + ynfn.To sÔnolo st rixh tou f e�nai to
A :=

n⋃

i=0

Pi × {ei} ⊂ Z
2n+1.H di�stash tou sunìlou autoÔ e�nai 2n. Jètoume z = (x, y), N = 2n+1, m =

|A0| + · · · + |An| kai jewroÔme thn A-diakr�nousa DA [9℄. Tìte isqÔei toepìmeno.Prìtash 3.1.3. [9, Prìtash 1.3.1℄ H torik  apalo�fousa R twn poluwnÔ-mwn f0, . . . , fn isoÔtai me thn A-diakr�nousa ∆A.3.2 O algìrijmo apar�jmhshTo tèqnasma Cayley ma epitrèpei na upolog�soume to polÔtopo tou NeÔtw-na th apalo�fousa aparijm¸nta ìle ti kanonikè trigwnopoi sei enìnèou sunìlou. Gia to skopì autì up�rqoun arketè ulopoi sei ìpw oi
PUNTOS [5℄, TOPCOM [16℄ k.a. QrhsimopoioÔme ènan apotelesmatikì al-gìrijmo apar�jmhsh twn kanonik¸n trigwnopoi sewn enì sunìlou shme�wn
C pou ofe�letai stou T. Masada, H. Imai, K. Imai [14℄,[12℄.30



O algìrijmo autì qrhsimopoie� mia teqnik  apar�jmhsh pou kale�tai an-t�strofh anaz thsh (reverse search) kai prot�jhke apì tou Avis kai Fukuda[1℄.3.2.1 O algìrijmo th ant�strofh anaz thshH ant�strofh anaz thsh e�nai mia teqnik  apar�jmhsh (kataskeu ) sunìlwnmeg�lou pl jou diakrit¸n antikeimènwn h opo�a mei¸nei thn katan�lwsh mn -mh. Sth genik  th morf , mpore� na jewrhje� w h exereÔnhsh enì dèntrouepik�luyh, tou dèntrou ant�strofh anaz thsh, enì gr�fou G = (V, E)tou opo�ou ti korufè jèloume na aparijm soume. Oi akmè tou gr�fou ka-jor�zontai apì mia sqèsh geitn�ash Adj. Oi akmè tou dèntrou ant�strofhanaz thsh, kajor�zontai apì mia bohjhtik  sun�rthsh. H sun�rthsh aut mpore� na jewrhje� w mia topik  sun�rthsh anaz thsh f se èna prìblhmabeltistopo�hsh pou or�zetai sto sÔnolo twn koruf¸n tou G. Up�rqei ètsimia koruf  v∗ tou G h opo�a e�nai bèltisth. Diadoqikè efarmogè th su-n�rthsh f se k�je �llh koruf  v, par�goun èna monadikì monop�ti apì thn
v sth v∗.IsodÔnama, oi akmè tou dèntrou ant�strofh anaz thsh kajor�zontaior�zonta mia olik  sqèsh di�taxh < twn koruf¸n tou gr�fou. Gia k�jekoruf  v, epilègoume apì ìle ti geitonikè th, thn koruf  v′ pou e�nai
<-mègisth. 'Etsi par�getai èna monop�ti apì th v sth v∗.To sÔnolo ìlwn aut¸n twn monopati¸n or�zei kai to dèntro ant�strofhanaz thsh.H sun�rthsh f (h di�taxh <) or�zei sto sÔnolo twn koruf¸n tou G miasqèsh gonèa - paidioÔ (epiplèon th sqèsh geitn�ash), h opo�a belti¸neith qwrik  poluplokìthta sugkritik� me �lle mejìdou apar�jmhsh ìpw hanaz thsh kat� b�jo kai kat� pl�to (Depth-search-first (DFS), Breadth-
search-first (BFS)).H ant�strofh anaz thsh xekin� apì th bèltisth koruf  v∗ kai kat� thndi�rkei� th mìno oi akmè tou dèntrou ant�strofh anaz thsh diatrèqon-tai. K�je for� pou aparijme�tai mia koruf , aut  d�netai sthn èxodo kai denapojhkeÔetai giat� h koruf  aut  mpore� na anakthje� mèsw th f (mèsw th
<) kai epiplèon mporoÔme na ft�soume se aut  mèsw enì mìno monopatioÔ.Autì èqei shmantik� ofèlh sth qwrik  poluplokìthta tou algìrijmou.Gia thn efarmog  th ant�strofh anaz thsh, prèpei o gr�fo ti koru-fè tou opo�ou ja aparijm soume, na e�nai sundedemèno kai na gnwr�zoume èna�nw fr�gma δ sto mègisto bajmì twn koruf¸n tou. H sqèsh geitn�ash prèpeina par�gei seiriak� ìlou tou ge�tone k�je koruf  qwr� epanal yei.O epìmeno orismì kajor�zei pìte mporoÔme na efarmìsoume thn ant�-strofh anaz thsh.Orismì 3.2.1. To (S, d, Adj, f) e�nai mia dom  ant�strofh anaz thsh anikanopoie� ta epìmena: 31



1. To S e�nai èna peperasmèno sÔnolo kai to δ e�nai èna fusikì arijmì,2. Adj : S × {1, . . . , δ} → S ∪ {0}3. Gia k�je koruf  v tou gr�fou kai gia k�je i = 1, . . . , δ, h Adj(v, i)e�nai mia geitonik  koruf  th v   to mhdèn,4. An gia k�poia koruf  v kai i, j ≤ d isqÔei Adj(v, i) = Adj(v, j) 6= 0,tìte i = j,5. Gia k�je koruf  v, to {Adj(v, i)|Adj(v, i) 6= 0, 1 ≤ i ≤ δ} e�nai tosÔnolo ìlwn twn geitonik¸n koruf¸n th v,6. H f : S → S e�nai h sun�rthsh pou d�nei ton gonèa mia koruf ,
f(v) = v   f(v) = Adj(v, i), gia k�poio i,7. Up�rqei mia monadik  koruf  r (h r�za tou dèntrou), tètoia pou f(r) =
r. Gia k�je �llh koruf  v, up�rqei èna fusikì arijmì k tètoio pou
f (k)(v) = r.Ta pleonekt mata th mejìdou ant�strofh anaz thsh e�nai ta ex : (i)e�nai eua�sjhth exìdou (output sensitive), epomènw h qronik  poluplokìtht�th e�nai an�logh tou megèjou th exìdou ep� èna polu¸numo sto mègejoth eisìdou kai (ii) h qwrik  poluplokìtht� th e�nai poluwnumik  w proto mègejo th eisìdou.Je¸rhma 3.2.1. [1℄ An ikanopoioÔntai oi parap�nw proüpojèsei, tìte hqronik  poluplokìthta th ant�strofh anaz thsh e�nai O(δ · (time(Adj)

+time(f)) · |S|), ìpou time(Adj), time(f) e�nai oi qronikè poluplokìthteth sqèsh Adj kai th sun�rthsh f ant�stoiqa. H mn mh pou apaite�taie�nai dipl�sia tou megèjou enì antikeimènou tou sunìlou S.
a

b d

c

r

a

b d

c

r

a

b d

c

r

(i) (iii)(ii)Sq ma 3.3: Par�deigma efarmog  th ant�strofh anaz thsh sto sÔnoloshme�wn S = {a, b, c, d, r}: (i) o gr�fo geitn�ash twn shme�wn tou S, (ii)oi sqèsei gonèa - paidioÔ pou or�zei h sun�rthsh anaz thsh f kai (iii) todèntro ant�strofh anaz thsh.
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3.2.2 Perigraf  tou algor�jmou apar�jmhsh twn ka-nonik¸n trigwnopoi sewnJa perigr�youme ta basik� shme�a tou algìrijmou apar�jmhsh twn kanonik¸ntrigwnopoi sewn me qr sh ant�strofh anaz thsh pou d�netai sta [14, 12℄.O algìrijmo pou perigr�fetai sto [12℄, qrhsimopoie� mia parallag  thbasik  dom  ant�strofh anaz thsh uiojet¸nta mia olik  sqèsh di�taxhsto sÔnolo S.Orismì 3.2.2. To (S, d, Adj, <) e�nai mia dom  ant�strofh anaz thsh meolik  di�taxh an ikanopoie� ta epìmena:1. To (S, d, Adj) ikanopoie� ti sunj ke (1) - (5) tou orismoÔ 3.2.1,2. h < e�nai mia olik  sqèsh di�taxh sto S,3. To monadikì stoiqe�o r ∈ S pou ikanopoie� thn
max< ({v ∈ S|∃i v = Adj(r, i)} ∪ {r}) = r, e�nai to mègisto w prothn < stoiqe�o tou S.'Estw ta sÔnola st rixh A0, A1, . . . , An ⊂ R

n kai C = {v1, . . . , vm},ìpou m = |A0| + . . . + |An|, to sÔnolo pou pa�rnoume me thn efarmog  touteqn�smato Cayley. H di�stash tou sunìlou C e�nai d := 2n.Se k�je trigwnopo�hsh T tou C antistoiqe� èna di�nusma ìgkwn φT =
(ϕ1, . . . , ϕm), ìpou ϕi =

∑
∈∆, vi∈σ Vol(σ) (bl. sqèsh (2.1), σ.26). Diat�s-soume olik� ta dianÔsmata ìgkwn ìlwn twn trigwnopoi sewn tou C qrhsi-mopoi¸nta th lexikografik  di�taxh1. To deutereÔon polÔtopo Σ(C) tou Ce�nai to kurtì per�blhma twn dianusm�twn aut¸n (bl. enìthta 2.3).Oi akmè tou Σ(C) antistoiqoÔn se antistrofè akm¸n p�nw se k�poiokÔklwma tou C. An isqÔei h upìjesh genik  jèsh, tìte ta kukl¸matae�nai sÔnola apì d + 2 shme�a pou sqhmat�zoun �ploka ta opo�a tèmnontai semia koin  tou ìyh. ParathroÔme ìti ìla ta kukl¸mata èqoun kurt  j khdi�stash d.To epìmeno L mma prokÔptei apì to upper bound theorem (McMullen).L mma 3.2.2. [12, L mma 10℄ An jewr soume stajer  th di�stash d, tìteo arijmì twn aplìkwn di�stash d kai o arijmì twn aplìkwn k�je di�stashse mia trigwnopo�hsh T tou C, e�nai sd = O(m⌊ d+1

2 ⌋) kai s = O(m⌊ d+1

2 ⌋),ant�stoiqa.H dom  ant�strofh anaz thsh gia to prìblhma th apar�jmhsh ìlwntwn kanonik¸n trigwnopoi sewn tou sunìlou C e�nai h (R, δ, Adj, <), ìpou
R e�nai to sÔnolo ìlwn twn kanonik¸n trigwnopoi sewn tou C, δ = O(ds)e�nai o mègisto arijmì geitonik¸n trigwnopoi sewn (isodÔnama, o mègistoarijmì kuklwm�twn sta opo�a mpore� na sthr�zetai mia trigwnopo�hsh, bl.1'Ena di�nusma (x1, . . . , xm) e�nai mikrìtero lexikografik� apì èna di�nusma
(y1, . . . , ym), an gia k�poio i, 1 ≤ i ≤ m isqÔei xi < yi kai xj = yj gia k�je j < i.33



parak�tw), Adj(T , i) =(h i-ost  kanonik  trigwnopo�hsh h opo�a mpore� naparaqje� apì thn T me antistrof  akm  se k�poio kÔklwma) kai < h olik di�taxh twn trigwnopoi sewn pou ep�gei h lexikografik  di�taxh twn ant�-stoiqwn dianusm�twn ìgkwn.Ta apara�thta stoiqe�a mia trigwnopo�hsh anapar�stantai apì ti para-k�tw domè:
• 'Aploka. Ta shme�a tou C e�nai se genik  jèsh. K�je �ploko (kel�)mia trigwnopo�hsh T tou C, e�nai èna sÔnolo apì d + 1 shme�a kaianapar�statai jewrhtik� apì to di�nusma twn deikt¸n twn koruf¸ntou. K�je trigwnopo�hsh anapar�statai apì èna gr�fo me kìmbou ta�plok� th kai akmè ti koinè tou ìyei. Oi koinè ìyei twn aplìkwnanaparistoÔn ti sqèsei prìsptwsh metaxÔ tou.K�je koin  tètoia ìyh e�nai èna �ploko d shme�wn kai thn anaparistoÔmeme ta duo shme�a twn duo temnìmenwn aplìkwn pou den an koun sthnìyh aut . H dom  aut  qrei�zetai O(dsd) q¸ro, ìpou sd = O(m⌊ d+1

2 ⌋)e�nai o mègisto arijmì aplìkwn di�stash d se mia trigwnopo�hsh tou
C.Ta shme�a tou C den e�nai se genik  jèsh. Sth per�ptwsh aut  prèpeina diathroÔme ta �ploka k�je di�stash. Autì g�netai diathr¸ntagia k�je trigwnopo�hsh, to merik¸ diatetagmèno (w pro thn sqèsh
⊆) sÔnolo twn edr¸n th (face poset). O q¸ro pou apaite�tai e�nai
O(ds), ìpou s e�nai o mègisto arijmì aplìkwn k�je di�stash sthntrigwnopo�hsh (to mègejo tou face poset).

• Kukl¸mata. Ta shme�a tou C e�nai se genik  jèsh. DiathroÔme ìlata kukl¸mata pou ikanopoioÔn ti sunj ke (1) kai (2) tou OrismoÔ2.2.2. Apì thn upìjesh genik  jèsh èpetai ìti èna kÔklwma e�naièna sÔnolo apì d + 2 shme�a, ta opo�a jewroÔme diatetagmèna w protou de�kte tou. To sÔnolo ìlwn twn kuklwm�twn anapar�stataijewrhtik� apì mia l�sta twn parap�nw sunìlwn shme�wn diatetagmènhlexikografik�. H kurt  j kh enì kukl¸mato apotele�tai apì to polÔ
d+1 �ploka kai praktik� anaparistoÔme èna kÔklwma me ta �ploka aut�.O arijmì twn kuklwm�twn e�nai O(dsd) kai h parap�nw anapar�stashtou apaite� O(dsd) q¸ro.Ta shme�a tou C den e�nai se genik  jèsh. Gia k�je trigwnopo�hsh
T tou C diathroÔme ìla ta kukl¸mata me di�stash (th kurt  touj kh) k, gia 1 ≤ k ≤ d, sta opo�a sthr�zetai h T . Sthn per�ptwshaut  ta kukl¸mata pou diathroÔme prèpei na ikanopoioÔn epiplèon kaith sunj kh (3) tou OrismoÔ 2.2.2. 'Ena kÔklwma di�stash k e�naièna sÔnolo apì k + 2 shme�a kai h kurt  j kh tou apotele�tai apì topolÔ k + 1 �ploka di�stash k. AnaparistoÔme k�je tètoio kÔklwma34



mèsw twn aplìkwn aut¸n. O arijmì twn kuklwm�twn e�nai O(ds) kaih parap�nw anapar�stash tou apaite� O(ds) q¸ro.
• DianÔsmata ìgkwn. Gia k�je trigwnopo�hsh T tou C, diathroÔmekai to ant�stoiqo di�nusma ìgkwn φT .Met� apì k�je efarmog  mia antistrof  akm  prèpei na g�netai enhmè-rwsh twn dom¸n aut¸n. Autì g�netai analutik� w ex :
• 'Aploka. Ta shme�a tou C e�nai se genik  jèsh. Qrei�zetai na èqoumeto merik¸ diatetagmèno sÔnolo mìno twn d kai d− 1 aplìkwn kai autìg�netai se qrìno O(dsd).Ta shme�a tou C den e�nai se genik  jèsh. Prèpei na enhmer¸noumeto merik¸ diatetagmèno sÔnolo twn edr¸n mia trigwnopo�hsh. Autìg�netai se qrìno O(ds).
• Kukl¸mata. Ta shme�a tou C e�nai se genik  jèsh. To polÔ d2 ku-kl¸mata diagr�fontai   prost�jentai sth l�sta, duo kukl¸mata sugkr�-nontai w pro th lexikografik  di�taxh se qrìno O(d) kai oi sunj ketou OrismoÔ 2.2.2 elègqontai se O(d2) gia k�je kÔklwma elègqontatou ge�tone tou. Epomènw h ananèwsh th dom  pou anaparist� takukl¸mata g�netai se qrìno O(d2sd).Ta shme�a tou C den e�nai se genik  jèsh. Se k�je antistrof  akm ,to polÔ (d+1)s kukl¸mata pou apoteloÔntai apì perissìtera tou enì�ploka diagr�fontai   prost�jentai sth l�sta. O upologismì twnkuklwm�twn aut¸n g�netai se qrìno O(d4s). O èlegqo twn sunjhk¸ntou OrismoÔ 2.2.2 se O(ds) gia k�je kÔklwma. Up�rqoun to polÔ mkukl¸mata pou apoteloÔntai apì èna �ploko kai o upologismì toug�netai se qrìno O(d4sm). Epomènw h dom  gia ta kukl¸mata mpore�na ananewje� se qrìno O(d4s2).
• DianÔsmata ìgkwn. O upologismì tou ìgkou enì aplìkou g�-netai se qrìno O(d3), epomènw o upologismì tou dianÔsmato ìgkwnmia trigwnopo�hsh g�netai se qrìno O(d3s).H trigwnopo�hsh pou upolog�zetai me efarmog  mia antistrof  akm mpore� na mhn e�nai kanonik  �ra den ja antistoiqe� se nèa koruf  tou deute-reÔonto polutìpou. Epomènw prèpei na g�netai èlegqo kanonikìthta giak�je nèa trigwnopo�hsh. Autì mpore� na g�nei me ep�lush enì probl matogrammikoÔ programmatismoÔ se qrìno O(LP (m−d−1, s)) an den isqÔei h upì-jesh genik  jèsh (Prìtash 15, [12℄) kai se qrìno (O(LP (m− d− 1, dsd))an isqÔei (Je¸rhma 3, [14℄), ìpou me LP (p, q) sumbol�zoume to qrìno ep�lu-sh enì probl mato grammikoÔ programmatismoÔ q austhr¸n anis¸sewn se

p metablhtè.O algìrijmo qrei�zetai mia arqik  trigwnopo�hsh gia na xekin sei. Epi-lègoume thn trigwnopo�hsh me to megalÔtero lexikografik� di�nusma ìgkwn.35



Aut  mpore� na upologiste� apì opoiad pote �llh trigwnopo�hsh (h opo�-a kataskeu�zetai qrhsimopoi¸nta kat�llhlh - genik  (generic) sun�rthshanÔywsh) metasqhmat�zont� thn efarmìzonta diadoqikè antistrofè ak-m¸n pou odhgoÔn se trigwnopoi sei me oloèna megalÔtera dianÔsmata ìgkwn.O qrìno pou qrei�zetai gia aut  th kataskeu  e�nai amelhtèo se sÔgkrishme ton sunolikì qrìno tou algìrijmou apar�jmhsh.Sunoy�zonta ta parap�nw, èqoume ta epìmena jewr mata.Je¸rhma 3.2.3. [14, Je¸rhma 4℄ An ta shme�a tou C e�nai se genik jèsh, h dom  pou or�same epitrèpei thn apar�jmhsh twn kanonik¸n trigwno-poi sewn tou sunìlou C me ant�strofh anaz thsh se qrìno O(dsdLP (m −
d − 1, dsd)|R|) kai q¸ro O(dsd).Je¸rhma 3.2.4. [12, Je¸rhma 13℄ An ta shme�a tou C den e�nai se genik jèsh, h dom  pou or�same epitrèpei thn apar�jmhsh twn kanonik¸n trigwno-poi sewn tou sunìlou C me ant�strofh anaz thsh se qrìno O(d2s2LP (m −
d − 1, s)|R|) kai q¸ro O(ds).

36



Kef�laio 4Apar�jmhsh twndiamorf¸sewn meikt¸nkeli¸n4.1 Eisagwg Mèsw tou algìrijmou ant�strofh anaz thsh tou kefala�ou 3 kai tou te-qn�smato Cayley (Je¸rhma 3.1.1), mporoÔme na aparijm soume ìle ti(kanonikè leptè) meiktè upodiairèsei tou ajro�smato Minkowski P =
P0 + . . . + Pn, ìpou Pi = conv(Ai). Epomènw mporoÔme mèsw tou Jewr -mato 1.2.8, na upolog�soume ti korufè tou polutìpou tou NeÔtwna N(R)th apalo�fousa R th ousi¸dou oikogèneia sunìlwn st rixh A0, . . . , An(bl. Orismì 1.2.7).Oi korufè tou polutìpou tou NeÔtwna th apalo�fousa e�nai se 1 − 1antistoiq�a me ti diamorf¸sei meikt¸n keli¸n, dhlad  me ti kl�sei isoduna-m�a twn meikt¸n upodiairèsewn (bl. kai sqìlia met� apì to Je¸rhma 1.2.8).Sthn pr�xh to pl jo twn diamorf¸sewn meikt¸n keli¸n e�nai polÔ mikrìteroapì to pl jo twn meikt¸n upodiairèsewn tou P . Epomènw, an endiaferì-maste gia ton upologismì tou polutìpou tou NeÔtwna th apalo�fousa, japrèpei na upolog�soume mìno ti diamorf¸sei meikt¸n keli¸n. Autì shma�-nei ìti den prèpei na aparijm soume ìle ti kanonikè trigwnopoi sei tousunìlou C = κ(P0, . . . , Pn), all� mìno ìse antistoiqoÔn sti diamorf¸seimeikt¸n keli¸n.Gia to skopì autì prote�noume thn tropopo�hsh tou algìrijmou apar�j-mhsh twn kanonik¸n trigwnopoi sewn tou kefala�ou 3, ¸ste na aparijme�kanonikè trigwnopoi sei pou antistoiqoÔn, mèsw tou teqn�smato Cayley,se diamorf¸sei meikt¸n keli¸n. H tropopo�hsh afor� ston entopismì twnkuklwm�twn mia trigwnopo�hsh T , sta opo�a h efarmog  antistrof  akm ja odhg sei se mia nèa trigwnopo�hsh T ′, h opo�a antistoiqe� se nèa diamìr-fwsh meikt¸n keli¸n. 37



JewroÔme ta polu¸numa f0, . . . fn ∈ C
n me ant�stoiqa polÔtopa tou NeÔ-twna P0, . . . , Pn kai thn eikìna tou C = κ (P0, . . . , Pn) mèsw th emfÔteush

Cayley κ. 'Estw d = 2n h di�stash tou sunìlou autoÔ. Mia meikt  upodia�-resh S tou sunìlou P = P0 + . . .+Pn, ja antistoiqe� mèsw tou teqn�smato
Cayley se k�poia kanonik  trigwnopo�hsh T tou sunìlou C. Efìson h em-fÔteush Cayley e�nai 1-1 kai ep�, ja lème ìti to Z = Z0 + · · · + Zn, Zi ⊂ Pie�nai èna kÔklwma th S, an to κ(Z) = κ(Z0, . . . , Zn), e�nai èna kÔklwmath T . H antistrof  akm  se èna kÔklwma Z ⊂ S, e�nai h antistrof  ak-m  sto kÔklwma κ(Z). Gia eukol�a, an den up�rqei k�nduno sÔgqush, jasumbol�zoume ta Z kai κ(Z) me to �dio di�nusma (Z0, . . . , Zn) kai ta sum-frazìmena ja kajor�zoun an anaferìmaste se uposÔnolo th S   th T .Tèlo, ja anaparistoÔme k�je sÔnolo Zi me to sÔnolo twn koruf¸n tou w
Zi = {zi,1, . . . , zi,|Zi|}, ìpou zj,i ∈ vert(Zi) ⊆ Pi   zj,i ∈ vert(Zi) ⊆ Pi × ei,an�loga an anaferìmaste sto kÔklwma th S   th T ant�stoiqa.Jum�zoume ìti k�je kel� th trigwnopo�hsh T e�nai èna �ploko di�stash
d, to opo�o sÔmfwna me to L mma 3.1.2, antistoiqe� se èna kel� di�stash nth meikt  upodia�resh S tou P .Ja lème ìti to kÔklwma Z th T sqet�zetai me meiktì kel�, an up�rqeikel� I th T kai meiktì kel� R = F0 + · · ·+Fn th S, ¸ste to Z na sqet�zetai(Orismì 2.2.4) me to I kai epiplèon I = κ(F0, . . . , Fn), dhlad  to I e�naieikìna tou R mèsw th emfÔteush Cayley.'Opw kai me ta kukl¸mata, ja sumbol�zoume k�je meiktì kel� R th Skai thn eikìna tou κ(R) th T , me to �dio di�nusma (F0, . . . , Fn).Zht�me ta kukl¸mata Z th T ta opo�a sqet�zontai me meikt� keli�. Hefarmog  antistrof  akm  se èna tètoio kÔklwma ja katastrèfei ta meikt�keli� th S me ta opo�a sqet�zetai kai ja d�nei nèa.4.2 H eidik  per�ptwsh th genik  jèsh'Estw ìti gia ta shme�a tou C isqÔei h upìjesh genik  jèsh, dhlad  k�je
d+1 shme�a tou èqoun kurt  j kh di�stash d. Apì thn upìjesh aut  èpetaiìti k�je kÔklwma mia trigwnopo�hsh T tou C, e�nai h kurt  j kh di�stash
d, d + 2 omoparallhlik� anex�rthtwn shme�wn, dhlad  up�rqoun kukl¸matamìno pl rou di�stash. K�je kÔklwma apotele�tai apì to polÔ d �ploka,to kajèna di�stash d. H tom  k�je zeÔgou apì ta �ploka aut�, e�nai miakoin  ìyh tou, dhlad  èna �ploko di�stash d − 1.JewroÔme to kÔklwma Z th trigwnopo�hsh T tou sunìlou C. Lìgwth upìjesh genik  jèsh kai tou L mmato 3.1.2, to kÔklwma Z e�naiènwsh to polÔ d aplìkwn th T , th morf  k(Ri) = k(Fi,0, . . . , Fi,n), ìpou
Pj ⊇ Fi,j 6= ∅ kai Ri = Fi,0 + · · · + Fi,n, gia i = 1, . . . , d, e�nai èna kel� thant�stoiqh meikt  upodia�resh S.Gia na sqet�zetai to Z me èna meiktì kel�, ja prèpei toul�qiston èna apì38



ta keli� Ri na e�nai meiktì kel� th upodia�resh S. Dhlad  ja prèpei naup�rqoun fusiko� p, q, 0 ≤ p ≤ n kai 0 ≤ q ≤ d, ¸ste na isqÔei
dim(Fq,i) = 1 για i 6= p και dim(Fq,p) = 0, (Σ)kai epomènw to Rq e�nai Minkowski �jroisma n akm¸n kai mia koruf .Apì ta parap�nw prokÔptei ìti gia na aparijme� o algìrijmo tou kefa-la�ou 3, diamorf¸sei meikt¸n keli¸n, prèpei na diathroÔme apì to sÔnolo twnkuklwm�twn mia trigwnopo�hsh, mìno ta kukl¸mata ta opo�a ikanopoioÔn thparap�nw sunj kh. K�je kÔklwma anapar�statai apì th l�sta twn aplìkwnpou to apoteloÔn. Epomènw elègqonta poia apì aut� ta �ploka sqet�zontaime k�poio meiktì kel� kai diagr�fonta ta upìloipa, mporoÔme na diathroÔmeèna upersÔnolo twn kuklwm�twn sta opo�a h antistrof  akm  ja d¸sei miatrigwnopo�hsh pou antistoiqe� se nèa diamìrfwsh meikt¸n keli¸n.Parat rhsh 4.2.1. An gia k�je kÔklwma, o èlegqo an h trigwnopo�hsh sth-r�zetai se autì (Orismì 2.2.2), prohge�tai tou elègqou th sunj kh (Σ),tìte diathroÔme akrib¸ to sÔnolo twn kuklwm�twn, sta opo�a h antistrof akm  odhge� se nèa diamìrfwsh meikt¸n keli¸n. Diaforetik�, an o èleg-qo th sunj kh (Σ) prohge�tai tou elègqou twn sunjhk¸n tou OrismoÔ2.2.2, tìte diathroÔme èna upersÔnolo twn kat�llhlwn kuklwm�twn. Autìsumba�nei giat� mia trigwnopo�hsh mpore� na mhn sthr�zetai se k�poia apì takukl¸mata pou ikanopoioÔn th sunj kh (Σ).Apì th upìjesh genik  jèsh èpetai ìti gia k�je meiktì kel� Rj tÔpou

p, me R =
∑n

i=0 Fj,i, ìpou Fj,i ⊂ Pi, isqÔei |vert(Fj,i)| = 2 gia k�je i 6= p kai
|vert(Fj,p)| = 1. Epomènw o èlegqo th sunj kh (Σ) gia èna kÔklwma Zpou apotele�tai apì ta �ploka k(Rj) = κ(Fj,0, . . . , Fj,n), j ≤ d, sun�stataisthn eÔresh toul�qiston enì aplìkou gia to opo�o ta sÔnola vert(Fj,i)èqoun ti kat�llhle plhjikìthte.Par�deigma 4.2.1. JewroÔme ìti isqÔei h upìjesh genik  jèsh kai n =
1. Tìte èqoume ta polu¸numa f0 = c0,1x

a + c0,2x
b, f1 = c1,1x

c + c1,2x
d ∈

C[x], ìpou oi ci,j e�nai geniko� suntelestè. Ta polÔtopa tou NeÔtwna twnpoluwnÔmwn e�nai ta eujÔgramma tm mata P0 = [a, b], kai P1 = [c, d]. Apìthn upìjesh genik  jèsh, k�je polu¸numo prèpei na perièqei akrib¸ dÔomon¸numa. Ta sÔnola P = P0 + P1 kai C = κ(P0, P1) ⊂ R
2 fa�nontai stosq ma 4.1.To C e�nai èna kÔklwma kai epomènw èqei akrib¸ dÔo trigwnopoi sei

T1, T2 ìpw sto sq ma. Oi ant�stoiqe meiktè upodiairèsei tou ajro�smato
Minkowski P , e�nai oi S1, S2 oi opo�e upolog�zontai w ex :Gia thn trigwnopo�hsh T1:

• To kel� T1,1 = ({(a, 0), (b, 0)}, {(c, 1)}) th T1, antistoiqe� sto kel�
R1,1 = ({a, b}, {c}) = (a, b) + c, to opo�o e�nai meiktì tÔpou 1.

• To kel� T1,2 = ({(b, 0)}, {(c, 1), (d, 1)}) th T1, antistoiqe� sto kel�
R1,2 = ({b}, {c, d}) = b + (c, d), to opo�o e�nai meiktì tÔpou 0.39



Gia thn trigwnopo�hsh T2:
• To kel� T2,1 = ({(a, 0)}, {(c, 1), (d, 0)}) th T2, antistoiqe� sto kel�

R2,1 = ({a}, {c, d}) = a + (c, d), to opo�o e�nai meiktì tÔpou 0.
• To kel� T2,2 = ({(a, 0), (b, 0)}, {(d, 1)}) th T2, antistoiqe� sto kel�

R2,2 = ({a, b}, {d}) = (a, b) + d, to opo�o e�nai meiktì tÔpou 1.To kÔklwma C ikanopoie� th sunj kh (Σ) giat� k�je �ploko pou an kei seopoiad pote apì ti dÔo trigwnopoi sei tou, sqet�zetai me èna meiktì kel� thant�stoiqh meikt  upodia�resh tou P . Epiplèon parathroÔme ìti ta �plokatou kukl¸mato C èqoun dianÔsmata plhjikot twn th morf  (2, 1)   (1, 2)kai epomènw o algìrijmo apar�jmhsh ja efarmìsei antistrof  akm  stokÔklwma autì.'Estw ìti oi ekjète twn poluwnÔmwn f0, f1 èqoun ti timè a = 0, b =
3, c = 5, d = 0. Ja upolog�soume to polÔtopo th apalo�fousa N(R) twnpoluwnÔmwn aut¸n qrhsimopoi¸nta to Je¸rhma 1.2.8.Ta dianÔsmata ìgkwn twn trigwnopoi sewn T1 kai T2 tou sunìlou C e�naita φT1

= (4, 1.5, 4, 2.5) kai φT2
= (1.5, 4, 2.5, 4). To deutereÔon polÔtopoe�nai to eujÔgrammo tm ma me �kra ta shme�a aut�. Ta meikt� keli� twnant�stoiqwn meikt¸n upodiairèsewn S1, S2 tou sunìlou P = P0 + P1, e�nai ta

{0 + (0, 5)}, {5 + (0, 3)} kai {0 + (0, 3)} , {3 + (0, 5)}.Efarmìzonta to Je¸rhma 1.2.8 upolog�zoume ta akra�a mon¸numa thapale�fousa tou sust mato twn dÔo poluwnÔmwn c5
02c

3
12, c5

01c
3
11 pou anti-stoiqoÔn sti duo korufè tou polutìpou tou NeÔtwnaN(R): v1 = (5, 0, 3, 0),

v2 = (0, 5, 0, 3). H apalo�fousa twn f0, f1 e�nai to polu¸numo R = c5
02c

3
12 −

c5
01c

3
11.

P0

P1

a b

c d

P +P0 1

b+da+c

S1

a+c b+c b+d

b+da+c a+d

S2

C=ê(P ,P )0 1

T2

T1

(a,0) (b,0)

(c,1) (d,1)

(a,0) (b,0)

(c,1) (d,1)

T1, 2

T1, 1

T2, 2

T2, 1Sq ma 4.1: H per�ptwsh dÔo poluwnÔmwn se mia metablht  k�tw apì thnupìjesh genik  jèsh. 40



4.3 H genik  per�ptwshSthn enìthta aut  anairoÔme thn upìjesh genik  jèsh. An gia to sÔnolo
C den isqÔei h upìjesh genik  jèsh, tìte se mia trigwnopo�hsh T tou C,mpore� na up�rqoun kukl¸mata k�je di�stash k = 1, . . . , d. Epomènw giak�je tètoio kÔklwma sto opo�o sthr�zetai h T , prèpei na elègqoume an autìsqet�zetai me èna meiktì kel�.JewroÔme mia trigwnopo�hsh T tou C kai èna kÔklwma Z = (Z0, . . . , Zn)di�stash k ≤ d sto opo�o sthr�zetai h T . H T ep�gei mia trigwnopo�hsh T |Ztou Z h opo�a e�nai mia apì ti T−, T+. 'Estw X1, . . . , Xk ta �ploka di�stash
k th T |Z. AfoÔ h T sthr�zetai sto Z, apì ton orismì 2.2.2 èpetai ìti k�je�ploko Xi e�nai k-èdra k�poiou aplìkou Ui, di�stash d, th T . Epiplèonup�rqoun sÔnola Y1, . . . , Yk ⊂ C \ Z, me kurt  j kh di�stash d − k − 1,¸ste Ui = conv(Xi ∪ Yi). An k = d tìte Yi = ∅ kai Ui = Xi.To Z e�nai h kurt  j kh k + 2 shme�wn ta opo�a e�nai omoparallhlik�exarthmèna, en¸ k�je �ploko Xi, (èdra tou Ui) e�nai h kurt  j kh k + 1omoparallhlik� anex�rthtwn shme�wn. Epomènw to kÔklwma Z e�nai h kurt j kh twn k+1 shme�wn enì aplìkou Xi kai enì shme�ou c pou an kei sto �dio
k-di�stato uperep�pedo me to Xi all� ìqi sto sÔnolo twn koruf¸n vert(Ui)tou Ui. 'Etsi èqoume de�xei to epìmeno L mma.L mma 4.3.1. An T e�nai mia trigwnopo�hsh tou C h opo�a sthr�zetai seèna kÔklwma Z di�stash k kai X èna kel� th trigwnopo�hsh T |Z tou Z,tìte up�rqei èna �ploko U = (U0, . . . , Ur, . . . , Un) th T , to opo�o perièqei to
X w k-èdra kai to Z gr�fetai w

Z = (Z0, . . . , Zr ∪ {c}, . . . , Zn),ìpou Zi ⊆ Ui kai c ∈ Pr × er \ |(Ur).
dim(Z)=2dim(Z)=1

U2U1

X1 X2

Y Y

X1

X2

X3

dim(Z)=1

Y

X1
X2Sq ma 4.2: H morf  ekfulismènwn kuklwm�twn gia d = 2, 3 kai k = 1, 2.ParathroÔme ìti èna kÔklwma Z mpore� na grafe� me polloÔ diafore-tikoÔ trìpou an�loga me to �ploko Xi (isodÔnama to �ploko Ui) pou jaepilèxoume. 41



Par�deigma 4.3.1. 'Estw to kÔklwma Z = (∅, {b, c, d}) tou sq mato 4.3.An epilèxoume to �ploko X1 = (∅, {b, c}), to opo�o e�nai èdra tou aplìkou
U1 = ({a}, {b, c}), tìte to Z gr�fetai w Z = (∅, {b, c} ∪ {d}), d ∈ P1 × e1.An epilèxoume to �ploko X2 = (∅, {c, d}), to opo�o e�nai èdra tou aplìkou
U2 = ({a}, {c, d}), tìte to Z gr�fetai w Z = (∅, {c, d} ∪ {b}), b ∈ P1 × e1.

dim(Z)=1

U2
U1

X1 X1

P e0 0x
Y={a}

P e1 1x

b c dSq ma 4.3: To kÔklwma tou parade�gmato 4.3.1.Ta kukl¸mata pou ma endiafèroun e�nai aut� pou sqet�zontai me meiktìkel�, dhlad  ta kukl¸mata ta opo�a sqet�zontai me èna �ploko di�stash dpou e�nai eikìna enì meiktoÔ kelioÔ. Apì ton qarakthrismì twn kuklwm�twnpou d¸same parap�nw, èpetai ìti èna kÔklwma Z pou sqet�zetai me meiktìkel� prèpei na perièqei toul�qisto èna �ploko X to opo�o na e�nai èdra enìaplìkou U = κ(R) th T , ìpou R e�nai èna meiktì kel� th S. H epìmenhprìtash e�nai mia anagka�a sunj kh gia na sqet�zetai èna kÔklwma Z th Tme èna meiktì kel�. Epiplèon ma parèqei èna sunduastikì krit rio elègqoutwn kuklwm�twn aut¸n.Prìtash 4.3.2. 1 'Estw Z = (Z0, . . . , Zn) èna kÔklwma mia trigwno-po�hsh T tou C kai R = (F0, . . . , Fs, . . . , Fn) èna meiktì kel� tÔpou s, thant�stoiqh meikt  upodia�resh S, me Fi = {fi1, fi2} akm  gia i 6= s kai
Fs = {vs}, vs ∈ Ps koruf . An to Z sqet�zetai me to κ(R), tìte up�rqoun
0 ≤ r ≤ n, r ∈ N kai c ∈ Pr × er, ¸ste gia ta sÔnola Zi na isqÔei

Zi = Fi × ei ή Zi = ∅, αν i 6= r

και (4.1)
Zr = Fr × er ∪ {c} ή Zr = {fr} ∪ {c}, fr ∈ Fr × er, αν i = r.Apìdeixh Apì to L mma 4.3.1 èpetai ìti up�rqoun r ∈ N kai c ∈ Pr × er¸ste to Z na gr�fetai w

Z = (Z0, . . . , Zr ∪ {c}, . . . , Zn), Zi ⊆ Fi × ei.AfoÔ to Z e�nai kÔklwma, up�rqei mia monadik  (mèqri pollaplasiasmoÔ mejetikì pragmatikì arijmì) omoparallhlik  sqèsh metaxÔ twn stoiqe�wn tou1'H prìtash bas�zetai sto je¸rhma 5.1 tou [15℄42



Z: ∑

z∈Z

gzz = 0, µǫ
∑

z∈Z

gz = 0 και gz 6= 0, ∀z ∈ Z.Ta shme�a z ∈ Z e�nai th morf  (z′, ei), z′ ∈ Pi. Xanagr�fonta thnprohgoÔmenh sqèsh qwr�zonta tou prosjetèou an�loga me to sÔnolo Pisto opo�o an koun, èqoume
d∑

i=0




∑

z′∈Pi

gz′(z
′, ei)



 = 0, (4.2)ìpou ∑d
i=0

(∑
z′∈Pi

gz′
)

= 0 kai gz′ 6= 0, ∀i ∀z′ ∈ Pi.Ta dianÔsmata ei, ej e�nai grammik� anex�rthta epomènw gia k�je i 6=
j èqoume < ei, ej >= 0 kai < ei, ei >= 1. JewroÔme to di�nusma 0 =
(0, . . . , 0) ∈ R

n kai sqhmat�zoume ta eswterik� ginìmena th sqèsh 4.2 mek�je di�nusma (0, ei), i = 0, . . . , n. Pa�rnoume ti sqèsei:
∑

z′∈P0

gz′ = 0, . . . ,
∑

z′∈Ps

gz′ = 0, . . . ,
∑

z′∈Ps

gz′ = 0, . . . ,
∑

z′∈Ps

gz′ = 0, (4.3)dhlad  to �jroisma twn suntelest¸n gz, twn shme�wn z k�je sunìlou Zi,e�nai �so me mhdèn. Autì sunep�getai ìti |Zi| 6= 1, ∀i = 0, . . . , n.Telik� gia to kÔklwma Z = (Z0, . . . , Zn) èqoume ti parak�tw peript¸-sei:1. i 6= r, tìte gia k�je Zi isqÔei
• |Zi| = 0 ⇐⇒ Zi = ∅  
• |Zi| = 2 ⇐⇒ Zi = Fi × ei.2. i = r tìte gia to Zr isqÔei
• |Zr| = 2 ⇐⇒ Zi = {fi} ∪ {c}, fi ∈ Fi × ei, c ∈ Pr × er  
• |Zr| = 3 ⇐⇒ Zi = Fi × er ∪ {c}, c ∈ Pr × r,apì ti opo�e prokÔptoun oi sqèsei 4.1. 2Ja kaloÔme ta kukl¸mata me |Zr| = 2, �rtia kai ta kukl¸mata me Zr = 3,peritt�.ParathroÔme ìti to kÔklwma Z den mpore� na perièqei thn koruf  (vs, es) ∈

Fs × es, tou tÔpou s meiktoÔ kelioÔ R, par� mìno an s = r kai to sÔnolo Zrtou Z e�nai th morf  Zr = Fs × es ∪ {c} = {(vs, es), c}.SÔmfwna me thn prìtash 4.3.2, gia na aparijme� o algìrijmo tou kefala�-ou 3, mìno ti diamorf¸sei meikt¸n keli¸n ja prèpei na ektele� antistrofèakm¸n mìno se kukl¸mata ta opo�a ikanopoioÔn ti sqèsei 4.1.43



Par�deigma 4.3.2. 'Estw ìti èqoume ta polu¸numa f0 = c0,1x
a + c0,2x

b,
f1 = c1,1x

c + c1,2x
d + c1,3x

e ∈ C[x], ìpou oi ci,j e�nai geniko� suntelestè.An upojèsoume ìti a < b kai c < d < e, tìte ta polÔtopa tou NeÔtwnatwn poluwnÔmwn e�nai ta eujÔgramma tm mata P0 = [a, b] kai P1 = [c, e].To polu¸numo f1 perièqei tr�a mon¸numa kai to f0 dÔo. Epomènw gia tosÔnolo C = κ(P0, P1) den isqÔei h upìjesh genik  jèsh afoÔ to sÔnolo
P1 × e1 perièqei tr�a suneujeiak� shme�a. Oi trigwnopoi sei tou sunìlou Cpou antistoiqoÔn se diamorf¸sei meikt¸n keli¸n, kaj¸ kai oi ant�stoiqediamorf¸sei meikt¸n keli¸n tou sunìlou S = P0 + P1, fa�nontai sto sq ma4.4. Oi antistrofè akm¸n kai ta ant�stoiqa kukl¸mata sta opo�a autèekteloÔntai e�nai ta parak�tw:1. flipZ1

(T1) = T2, ìpou to kÔklwma Z1 sqet�zetai me to meiktì kel� tÔpou
0, R = (F0, F1) = ({a}, {c, e}) kai gr�fetai w:

Z1 = (∅, {F1 × 1 ∪ {(d, 1)}}) = (∅, {{(c, 1), (e, 1)} ∪ {(d, 1)}}) .To kÔklwma Z1 e�nai perittì.2. flipZ2
(T2) = T3, ìpou to kÔklwma Z2 sqet�zetai me to meiktì kel�tÔpou 0, R1 = (F1,0, F1,1) = ({a}, {d, e}) kai to meiktì kel� tÔpou 1,

R2 = (F2,0, F2,1) = ({a, b}, {e}). To Z2 e�nai èna �rtio kÔklwma kaigr�fetai w:
Z2 = (F1,0 × 0 ∪ {(b, 0)}, F1,1 × 1) = ({(a, 0), (b, 0)}, {(d, 1), (e, 1)}) , 
Z2 = (F2,0 × 0, F2,1 × 1 ∪ {(d, 1)}) = ({(a, 0), (b, 0)}, {(d, 1), (e, 1)}) .3. flipZ3

(T3) = T4, ìpou to kÔklwma Z3 sqet�zetai me me to meiktì kel�tÔpou 0, R1 = (F1,0, F1,1) = ({a}, {c, d}) kai to meiktì kel� tÔpou 1,
R2 = (F2,0, F2,1) = ({a, b}, {d}). To Z2 e�nai èna �rtio kÔklwma kaigr�fetai w:
Z3 = (F1,0 × 0 ∪ {(b, 0)}, F1,1 × 1) = ({(a, 0), (b, 0)}, {(c, 1), (d, 1)}) , 
Z3 = (F2,0 × 0, F2,1 × 1 ∪ {(c, 1)}) = ({(a, 0), (b, 0)}, {(c, 1), (d, 1)}) .4. flipZ4

(T4) = T5, ìpou to kÔklwma Z4 sqet�zetai me me ta meikt� ke-li� tÔpou 0, R1 = (F1,0, F1,1) = ({b}, {c, d}) kai R2 = (F2,0, F2,1) =
({b}, {d, e}). To Z4 e�nai èna perittì kÔklwma kai gr�fetai w:

Z4 = (∅, F1,1 × 1 ∪ {(e, 1)}) = (∅, {(c, 1), (d, 1), (e, 1)}) , 
Z4 = (∅, F2,1 × 1 ∪ {(c, 1)}) = (∅, {(c, 1), (d, 1), (e, 1)}) .44



An jèsoume a = 0, b = 4, c = 5, d = 2, e = 0, pa�rnoume ta polu¸numa
f0 = c0,1 + c0,2x

4, f1 = c1,1x
5 + c1,2x

2 + c1,3 ∈ C[x].Ja upolog�soume to polÔtopo th apalo�fousa N(R) twn poluwnÔmwn au-t¸n.Ta dianÔsmata ìgkwn twn pènte trigwnopoi sewn tou sunìlou C e�nai ta
φT1

= (4.5, 2, 4.5, 0, 2.5), φT2
= (4.5, 2, 3.5, 2.5, 1), φT3

= (3, 3.5, 1.5, 4.5, 1),
φT4

= (2, 4.5, 1.5, 2.5, 3) kai φT5
= (2, 4.5, 2.5, 0, 4.5).Oi ant�stoiqe meiktè upodiairèsei S1, . . . , S5 tou sunìlou P = P0 +P1,e�nai oi

S1 = {{0 + (0, 5)}, {5 + (0, 4)}},
S2 = {{0 + (0, 2)} , {0 + (2, 5), {5 + (0, 4)}},
S3 = {{0 + (0, 2)} , {2 + (0, 4), {4 + (2, 5)}},
S4 = {{0 + (0, 4)} , {4 + (0, 2), {4 + (2, 5)}} kai
S5 = {{0 + (0, 4)} , {4 + (0, 5)}}.Efarmìzonta to Je¸rhma 1.2.8 upolog�zoume ta akra�a mon¸numa thapale�fousa tou sust mato twn dÔo poluwnÔmwn:

c5
0,1c

4
1,1, c2

0,1c
4
1,2c

3
0,2, c2

0,1c
3
0,2c

4
1,2, c2

0,1c
3
0,1c

4
1,3, c5

0,2c
4
1,3pou antistoiqoÔn sti trei korufè tou polutìpou tou NeÔtwna N(R): v1 =

(5, 0, 4, 0, 0), v2 = (0, 5, 0, , 0, 4), v3 = (2, 3, 0, 4, 0).Ta akra�a mon¸numa pou upolog�zontai e�nai pènte, ìse kai oi trigwno-poi sei tou sunìlou C all� up�rqoun duo ìmoia zeÔgh. 'Etsi to polÔtopotou NeÔtwna th apalo�fousa e�nai to tr�gwno me korufè ta dianÔsmata
v1, v2, v3.H apalo�fousa twn f0, f1 e�nai to polu¸numo
R = c5

02c
4
13 + 2c0,1c

4
02c

2
12c

2
1,3 + c2

0,1c
3
0,2c

4
1,2 − 4c3

0,1c
2
0,2c

2
1,1c1,2c1,3 + c5

0,1c
4
1,1.
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Sq ma 4.4: H genik  per�ptwsh dÔo poluwnÔmwn se mia metablht .46



Kef�laio 5Mia efarmog  sthnalgebrikopo�hsh5.1 Eisagwg Sto kef�laio autì parousi�zetai mia efarmog  tou algìrijmou apar�jmhshdiamorf¸sewn meikt¸n keli¸n sthn algebrikopo�hsh mia parametrik� dosmè-nh kampÔlh   epif�neia. O algìrijmo algebrikopo�hsh IPSOS, stonopo�o efarmìzontai oi mèjodoi th ergas�a aut , èqei anaptuqje� apì touI. Em�rh kai H. Kotsirèa [7℄,[8℄. O IPSOS qrhsimopoie� ton algìrijmo apa-r�jmhsh kanonik¸n trigwnopoi sewn PUNTOS tou J. De Loera [5℄, o opo�obas�zetai sthn mèjodo kat� pl�to anaz thsh kai èqei ulopoihje� se MA-
PLE. Efìson o PUNTOS bas�zetai sthn mèjodo th kat� pl�to anaz thsh,èqei qwrik  poluplokìthta Ω(T ), ìpou T e�nai to pl jo twn kanonik¸n tri-gwnopoi sewn tou sunìlou shme�wn th eisìdou tou. H poluplokìthta aut kajist� apagoreutik  th qr sh tou se eisìdou metr�ou èw meg�lou megè-jou. Prote�netai h tropopo�hsh tou algor�jmou IPSOS ¸ste na qrhsimopoie�ton proteinìmeno algìrijmo apar�jmhsh diamorf¸sewn meikt¸n keli¸n kaiexet�zetai h dunatìthta efarmog  enì algìrijmou probol  pou anamènetaina belti¸sei peraitèrw th poluplokìthta tou.5.2 O algìrijmo IPSOSO algìrijmo IPSOS qrhsimopoie� ergale�a apì thn algebrik  gewmetr�a kaiidia�tera apì thn jewr�a arai� apaloif  gia na upolog�sei èna upersÔnolotou sunìlou st rixh th algebrik  ex�swsh mia parametrik� domènh upe-repif�neia. Parousi�zoume mia tropopoihmènh ekdoq  tou algor�jmou pouqrhsimopoie� ton algìrijmo apar�jmhsh twn diamorf¸sewn meikt¸n keli¸n.'Estw ìti ma d�netai h parametrik  èkfrash mia uperepif�neia

xi =
Pi(t)

Q(t)
, i = 0, . . . , n.47



JewroÔme ta polu¸numa fi = xiQ(t) − Pi(t) ∈ C[t], t = (t1, . . . , tn), mesÔnola st rixh ta Ai ⊂ Z
n kai ant�stoiqa polÔtopa tou NeÔtwna Pi. Stapolu¸numa fi èqoume antikatast sei tou sugkekrimènou suntelestè twn

Q(t) kai Pi(t) me genikoÔ (generic) suntelestè ci,j . H algebrik  ex�swshth uperepif�neia e�nai h apalo�fousa tou sust mato poluwnÔmwn fi, methn pro�pìjesh ìti den up�rqoun base points kai h parametrikopo�hsh e�nai1-1. An den isqÔei h teleuta�a sunj kh, tìte h apalo�fousa tou sust matoisoÔtai me èna pollapl�sio th algebrik  ex�swsh.Ta b mata tou algor�jmou e�nai:1. 'Orise ta polu¸numa fi =
∑

cijt
aij ,∈ C[t], ìpou aij ∈ Ai kai cij geniko�(generic) suntelestè.2. KataskeÔase to sÔnolo C efarmìzonta to tèqnasma Cayley sta polÔ-topa tou NeÔtwna P0, . . . , Pn kai ef�rmose ton tropopoihmèno algìrij-mo apar�jmhsh trigwnopoi sewn sto sÔnolo autì. Me ton trìpo autìupolog�zoume ìle ti diamorf¸sei meikt¸n keli¸n tou ajro�smato

Minkowski P = P0 + . . . + Pn.3. Upolìgise ta akra�a mon¸numa (korufè tou polutìpou tou NeÔtwna
N(R), th apalo�fousa ). To sÔnolo autì maz� me ìla ta akèraiashme�a sto eswterikì tou N(R), e�nai èna upersÔnolo tou sunìloust rixh th apalo�fousa.4. Metètreye to sÔnolo st rixh, apì èna sÔnolo monwnÔmwn th morf ∏

c
eij

ij , se èna sÔnolo monwnÔmwn w pro ti metablhtè xi.5. Qrhsimopoi¸nta fr�gmata ston bajmì th algebrik  ex�swsh, ap�-leiye ìsa mon¸numa den ikanopoioÔn ta krit ria.Kat� thn ektèlesh tou b mato 2 tou algor�jmou, upolog�zontai ìloi oi me-riko� meikto� ìgkoi MV−i (bl. Pìrisma 1.2.5) oi opo�oi kai d�noun ton bajmìth algebrik  ex�swsh w pro k�je metablht  xi xeqwrist�. H plhrofor�aaut  qrhsimopoie�tai sto b ma 5 gia thn apaloif  ìswn monwnÔmwn den èqounkat�llhlo sunolikì bajmì.5.3 Algìrijmo probol Ta polu¸numa fi ta opo�a or�zontai sto b ma 1 tou algìrijmou IPSOS èqoungenikoÔ (generic) suntelestè, oi opo�oi sto b ma 4 antikaj�stantai apìsunart sei twn xi. H diadikas�a aut  mpore� na jewrhje� w probol  toupolutìpou N(R), di�stash d = m − 2n − 1, m =
∑n

i=0 |Ai|, se èna q¸rodi�stash k = n + 1. Sun jw k = 2, 3 an�loga me ton an zht�me thnalgebrik  ex�swsh kampÔlh   epif�neia.'Estw P , h probol  aut  tou N(R). Pollè apì ti korufè tou polu-tìpou N(R) pou upolog�zei o algìrijmo, ja prob�llontai sto eswterikì48



tou polutìpou P . Oi korufè autè den suneisfèroun sth diadikas�a eÔreshth algebrik  ex�swsh kai mia shmantik  belt�wsh ja  tan h tropopo�hshtou algor�jmou apar�jmhsh tou polutìpou th apalo�fousa ¸ste na mhnti upolog�zei. Autì e�nai isodÔnamo me thn exereÔnhsh tou polutìpou N(R)kat� m ko enì monopatioÔ pou perièqei toul�qiston ìle ti korufè oiprobolè twn opo�wn e�nai korufè tou P .Duo pijanè prossegg�sei tou probl mato e�nai oi akìlouje:
• H exereÔnhsh tou polutìpou N(R) g�netai apì ton algìrijmo ant�strofhanaz thsh me b�sh th taxinomhmènh l�sta twn kuklwm�twn mia trigwnopo�h-sh. Jèloume na kajor�soume poia e�nai ta kat�llhla kukl¸mata, sta opo�ah efarmog  antistrof  akm  odhge� apì mia koruf  tou N(R) pou prob�l-letai se koruf  tou R, se mia geitonik  th me thn �dia idiìthta.
• 'Estw ìti to polÔtopo P or�zetai apì ti xi = 0, i = 1, . . . , k, dhla-d  prob�lloume to polÔtopo N(R) diagr�fonta ti pr¸te k suntetagmène
x1, x2, . . . , xk. 'Ena uperep�pedo ja lègetai k�jeto an perièqei ti suntatagmè-ne autè. H tom  twn kajètwn uperepipèdwn st rixh (support hyperplanes)me to polÔtopo N(R) e�nai mia ìyh tou polutìpou pou or�zetai apì korufètou pou prob�llontai sto per�gramma tou polutìpou P . O stìqo ma e�naina upolog�soume autè ti korufè.'Estw ìti èqoume upolog�sei mia koruf  v tou N(R) h opo�a prob�lletaise koruf  tou polutìpou P . H epìmenh kat�llhlh koruf  tou N(R) upo-log�zetai elègqonta gia k�je geitonik  koruf  w th v, an e�nai akra�a wpro ti probolè twn geitonik¸n th koruf¸n.

N(R)

P
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Ep�logoSth ergas�a aut  exet�same apotelesmatikoÔ trìpou upologismoÔ tou po-lutìpou tou NeÔtwna th torik  apalo�fousa enì sust mato n + 1 po-luwnÔmwn se n metablhtè me sumbolikoÔ suntelestè.SÔmfwna me to je¸rhma 1.2.8, up�rqei mia 1-1 kai ep� antistoiq�a twndiamorf¸sewn meikt¸n keli¸n kai twn akra�wn monwnÔmwn th apalo�fousa.Epomènw gia ton upologismì tou polutìpou tou NeÔtwna th apalo�fousaarke� o upologismì ìlwn twn diamorf¸sewn meikt¸n keli¸n.To tèqnasma Cayley (je¸rhma 3.1.1) an�gei ton upologismì ìlwn twnlept¸n kanonik¸n meikt¸n upodiairèsewn tou ajro�smato Minkowski twnpolutìpwn tou NeÔtwna twn poluwnÔmwn tou sust mato, ston upologismììlwn twn kanonik¸n trigwnopoi sewn th eikìna twn polutìpwn aut¸n mèswth emfÔteush Cayley.Tropopoi¸nta ton algìrijmo apar�jmhsh kanonik¸n trigwnopoi sewntou [12℄ mporoÔme, me thn efarmog  antistrof¸n akm¸n se kat�llhla kukl¸-mata ta opo�a prosdior�zontai apì thn prìtash 4.3.2, na upolog�soume mìnoti kanonikè trigwnopoi sei pou antistoiqoÔn sti diamorf¸sei meikt¸n ke-li¸n.Tèlo d¸same mia efarmog  twn mejìdwn aut¸n perigr�fonta ènan al-gìrijmo algebrikopo�hsh.
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