
Κεφάλαιο 5
Επίλογος

5.1 Φύλαξη από το εσωτερικό του πολυγώνου

Στα προηγούµενα κεφάλαια περιγράψαµε τρόπους ϕύλαξης των πολυγώνων από τις κο-

ϱυφές και τις πλευρές τους. Γενικά στη ϐιβλιογραφία είναι ελάχιστα τα αποτελέσµατα

για την τοποθέτηση των ϕυλάκων στο εσωτερικό του πολυγώνου και µόνο πρόσφατα δη-

µοσιεύθηκαν σχετικά άρθρα ([13], [47], [22]). Εκτός από το [47] στα υπόλοιπα ϑεωρούν

τις πιθανές ϑέσεις των ϕυλάκων να ϐρίσκονται σε ένα οσοδήποτε πυκνό πλέγµα (grid)

και τα αποτελέσµατά τους είναι πιθανοτικά. Στην παράγραφο αυτή ϑα διερευνήσουµε

παραπάνω τη διαµέριση του εσωτερικού του πολυγώνου V(P ) και ϑα προσπαθήσουµε να
περιγράψουµε τις ϑέσεις των ϕυλάκων µε περισσότερο ϕυσικό τρόπο.

Στο [8] και στο [2] αποδεικνύουν το ακόλουθο:

Λήµµα 5.1.1 ΄Εστω p και q δύο σηµεία µέσα σε ένα απλό πολύγωνο P που δεν ανήκουν σε

κάποιο κρίσιµο περιορισµό του P . Τα σηµεία έχουν πολύγωνα ορατότητας µε διαφορετικές

συνδυαστικές αναπαραστάσεις αν και µόνο αν ϐρίσκονται εκατέρωθεν κάποιου κρίσιµου

περιορισµού.

Αυτό σηµαίνει ότι τα σηµεία που ανήκουν στο ίδιο χωρίο της V(P ) έχουν πολύγωνα
ορατότητας µε την ίδια συνδυαστική αναπαράσταση (Σχήµα 5.1). ΄Εχουµε λοιπόν ότι

η διαµέριση ορατότητας του εσωτερικού ενός πολυγώνου δηµιουργεί µια ενδιαφέρουσα

τοπικότητα (locality) στα σηµεία που ανήκουν στα διάφορα χωρία που ορίζει η διαµέριση:

όλα τα σηµεία ενός χωρίου∗ της V(P ) έχουν «περίπου το ίδιο» πολύγωνο ορατότητας.

Στην προσπάθεια ορισµού ενός ϕυσικού τρόπου τοποθέτησης ϕυλάκων στο εσωτερικό του

πολυγώνου, το να επιλέξουµε ένα τυχαίο σηµείο από κάθε χωρίο σαν µια καλώς ορισµένη

ϑέση ϕύλακα στο εσωτερικό του πολυγώνου, µοιάζει να είναι µια λογική επιλογή. Εξάλλου

η επιλογή αυτή ενισχύεται και από τις παρατηρήσεις που ακολουθούν.

Το δυϊκό γράφηµα της υποδιαίρεσης V(P ) έχει κορυφές τα χωρία της υποδιαίρεσης
και δύο κορυφές ενώνονται µε µια ακµή αν τα αντίστοιχα χωρία είναι γειτονικά στην

υποδιαίρεση. Η κατασκευή αυτή του δυϊκού γραφήµατος γίνεται και στο [8] σε ένα

άλλο πλαίσιο προβληµάτων. Στο [8] αποδεικνύουν ότι οι συνδυαστικές αναπαραστάσεις

των πολυγώνων ορατότητας, σηµείων που ανήκουν σε γειτονικά χωρία της υποδιαίρεσης,

∗Το χωρίο δεν περιέχει την περίµετρό του.
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Σχήµα 5.1: Τα σηµεία v1, v2 έχουν συνδυαστικά ισοδύναµα πολύγωνα ορατότητας.

διαφέρουν µόνο κατά µια κορυφή. Αυτό σηµαίνει ότι είναι καλώς ορισµένη η κατεύθυνση

κατά την οποία αν διασχίσουµε στο εσωτερικό του πολυγώνου ένα κρίσιµο περιορισµό,

κερδίζουµε ή χάνουµε την ορατότητα προς µια κορυφή. Στο [8] κατευθύνουν τις ακµές του

δυϊκού γραφήµατος προς το χωρίο όπου η ορατότητα µειώνεται µε σκοπό να καταλήξουν

στα χωρία µε τη µικρότερη ορατότητα. Στο Σχήµα 5.2 έχουµε δώσει στις ακµές την

ακριβώς αντίθετη κατεύθυνση, αυτή δηλαδή προς τα χωρία µε τη µεγαλύτερη ορατότητα.

Σχήµα 5.2: Το δυϊκό γράφηµα της υποδιαίρεσης ορατότητας του εσωτερικού του πολυγώνου.

Παρατηρούµε ότι κάποια χωρία της V(P ) (ϕαίνονται σκιασµένα στο Σχήµα 5.2) είναι
«καταβόθρες» (sinks) για το κατευθυνόµενο γράφηµα. Αν τοποθετήσουµε ένα ϕύλακα στο

εσωτερικό κάθε µιας από αυτές τις τρείς περιοχές τότε το πολύγωνο του σχήµατος ϕυλάσ-

σεται ολόκληρο από ϕύλακες που έχουν τοποθετηθεί στο εσωτερικό του πολυγώνου µε

ένα καλά ορισµένο τρόπο. Στην περίπτωση του σχήµατος 5.2 όπου έχουµε ένα µονότο-

νο πολύγωνο, µπορούµε να κάνουµε ακόµα καλύτερα και να τοποθετήσουµε ακριβώς το

ϐέλτιστο αριθµό ϕυλάκων.

Αν κατα την κατεύθυνση µονοτονίας ονοµάσουµε τα χωρία «καταβόθρες» C1, C2, C3

και τα σηµεία εντός των χωρίων όπου τοποθετούµε ϕύλακες p1, p2 και p3, έχουµε για τα

πολύγωνα ορατότητας : V (p2) ⊂ V (p1)∪V (p3). Είναι σύνηθες για τα µονότονα πολύγωνα
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να εξετάζονται κατά την κατεύθυνση µονοτονίας από τα αριστερά προς τα δεξιά. Είναι

ϕανερό ότι δεν χρειάζεται να τοποθετηθεί ϕύλακας στο σηµείο p2 αφού οι ϕύλακες στα

σηµεία p1 και p3 καλύπτουν εκτός των άλλων και όλα τα σηµεία που καλύπτει ο ϕύλακας

στο σηµείο p2.
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Σχήµα 5.3: ΄Ενα µονότονο πολύγωνο µε Θ(n) sinks.

Η χειρότερη περίπτωση για τον αριθµό των sinks σε ένα µονότονο πολύγωνο ϕαίνεται

στο Σχήµα 5.3. Με τη συλλογιστική της προηγούµενης παραγράφου αρκούν ϕύλακες

µόνο στα S1, S3 και S5 αφού τα πολύγωνα ορατότητας των ϕυλάκων που ϑα τοποθετηθούν

στα S2 και S4 είναι υποσύνολα των πολυγώνων ορατότητας των ϕυλάκων στα S1, S3 και

S5. Στο [8] αποδεικνύουν το επόµενο :

Θεώρηµα 5.1.1 Η υποδιαίρεση ορατότητας V(P ) ενός απλού πολυγώνου χωρίς τρύπες

έχει O(n2) χωρία ελάχιστης ορατότητας† και υπάρχουν πολύγωνα µε n κορυφές που έχουν

Θ(n2) χωρία ελάχιστης ορατότητας.

Σχήµα 5.4: ΄Ενα ορθογώνιο πολύγωνο µε Θ(n) sinks.

Αν παρατηρήσουµε το Σχήµα 5.4 ϐλέπουµε ένα παράδειγµα για τη χειρότερη περί-

πτωση του ϑεωρήµατος 5.1.1. Από κάθε περιοχή που είναι γραµµοσκιασµένη αν µετακι-

νηθούµε προς µια γειτονική περιοχή, είναι εµφανές ότι µετακινούµαστε προς µια περιοχή

†Τα sinks στο [8] έχουν την έννοια των περιοχών του πολυγώνου µε την ελάχιστη ορατότητα.
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Σχήµα 5.5: ΄Ενα τρέξιµο του vispack που µε δύο ϕύλακες δίνει κάλυψη 87% του ϐέλτιστου.

που τα σηµεία της έχουν λιγότερη ορατότητα. Αν όµως κάνουµε την αντίθετη µετακίνηση

τότε στις γραµµοσκιασµένες περιοχές έχουµε σηµεία µε τη µέγιστη δυνατή ορατότητα.

Συνεπώς ισχύει το ακόλουθο:

Πόρισµα 5.1.1 Η υποδιαίρεση ορατότητας V(P ) ενός απλού πολυγώνου χωρίς τρύπες έχει
O(n) χωρία µέγιστης ορατότητας‡ και υπάρχουν πολύγωνα µε n κορυφές που έχουν Θ(n)
χωρία µέγιστης ορατότητας.

Ενδιαφέρον πρόβληµα είναι η ανάπτυξη µιας συλλογιστικής που ϑα µας οδηγήσει

στην τοποθέτηση των 4 ϕυλάκων, ή µια προσέγγιση του αριθµού αυτού των ϕυλάκων,

µέσα στα sinks του πολυγώνου του σχήµατος 5.4

5.2 Υλοποιήσεις

Στα πλαίσια της διπλωµατικής εργασίας [18] στο τµήµα Πληροφορικής και Τηλεπικοινω-

νιών του Πανεπιστηµίου Αθηνών, αναπτύχθηκε η ϐιβλιοθήκη vispack που χρησιµοποιεί

και επεκτείνει τη ϐιβλιοθήκη CGAL (http://www.cgal.org). Στη ϐιβλιοθήκη vispack

έγινε προσπάθεια να υλοποιηθούν οι δοµές των υποδιαιρέσεων ορατότητας του κεφαλαίου

2 και µέχρι στιγµής υπάρχει η υλοποίηση της διαµέρισης της περιµέτρου.

Σαν εφαρµογή της δοµής της διαµέρισης της περιµέτρου υλοποιήθηκε ο αλγόριθµος

3.2, που υπολογίζει µια προσεγγιστική λύση µε σταθερό παράγοντα προσέγγισης 0.632,

του προβλήµατος τοποθέτησης k ϕυλάκων κορυφών έτσι ώστε να καλύπτουν ένα µέγιστο

µήκος στην περίµετρο. Παράλληλα υλοποιήθηκε και ένας brute force αλγόριθµος που

υπολογίζει τη ϐέλτιστη τοποθέτηση των k ϕυλάκων.

Το ενδιαφέρον αποτέλεσµα αυτής της υλοποίησης είναι ότι µε δυσκολία κατασκευά-

σαµε πολύγωνα που ο αλγόριθµος 3.2 κάλυπτε κάτι χειρότερο από το 90% του µέρους

της περιµέτρου που καλύπτουν οι ϕύλακες στη ϐέλτιστη τοποθέτηση. Στο Σχήµα 5.5

ϕαίνεται µια περίπτωση όπου οι κόκκινοι ϕύλακες, τοποθετηµένοι από τον αλγόριθµο

‡Τα χωρία αυτά που προηγουµένως ονοµάσαµε «καταβόθρες» ορατότητας (visibility sinks).


