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x ≡ y �! x = y

(M N) ≡ (P Q) �! M ≡ P ��� N ≡ Q

(λx.M) ≡ (λy.N) �! x = y ��� M ≡ N

(�� �� x = y %��0�5.���� & %3�%& �%(�&��� %� %�!� V ��&���+ x ��� y �5!�� & 5���

����0�&�+�7 =! M ≡ N ? � (	� M,N ∈ Λ !�
.!��� 	��	�
���� �#/�"�#����7

� ��	����	� x 
	�� �!����
� λx.M ����4?�	�� ��%����%� ����0�&�+ R]GaMGaj |(NG(],+S#

� ��0����� R)bK`+S 	� �!����
� λx ����� � λA��� M B ��	� ��� 	���� �!����
�� ��� ��	� 

�������� ��� 
	� ����� � 3�
��.��
� ��	����	� ����� �4�� � x# ��!���
�� 	� ��	����	� x

��� ���
���	�� 
	�� �������� �4����� λx ����4?��	�� ��%�����!�� R]K\aMS# 2�	���	�B ��!���A


�� ��� 3� ���
���	�� 
	�� �������� ������ λx ����4?��	�� ����4�	�� RzN++S# �� �����4��


���=�?��	�� 
	�� �������� ���
��#

6����	� $=# 8 %�!� �'! ���.����� ��	����	�� ����� -��#�,���� �!(� λ1(	� M ∈ Λ %��1

0�5.���� �� FV(M) ��� 	5.���� ����'���
 '� �)+�9

FV(x) = {x }
FV(M N) = FV(M) ∪ FV(N)

FV(λx.M) = FV(M)− {x }
���&(��
�� $=# H
	� � �����4	� ��� I

M ≡ (λx. y

�
���.����

x

�

3�
�������

) (λy. x

�

���.����

y

�
3�
�������

)

2��������	� 	�� ���
�� %#$ ������I

FV(M) = FV((λx. y x)(λy. x y))

= FV(λx. y x) ∪ FV (λy. x y)

= (FV (y x)− {x }) ∪ (FV (x y)− { y })
= ((FV (y) ∪ FV(x))− {x }) ∪ ((FV(x) ∪ FV(y))− { y })
= (({ y } ∪ {x }) − {x }) ∪ (({x } ∪ { y })− { y })
= ({x, y } − {x }) ∪ ({x, y } − { y })
= { y } ∪ {x }
= {x, y }

�

6����	� $=, 6!�� λ1(	� M ∈ Λ !�
.���� ����
	� λA��� ������/ λ1���� + ���,#"�����?

�! FV(M) = ∅7 8 %�!� �'! ����%�*! λ1(	'! %��0�5.���� �� Λ07

���&(��
�� $=, 0� ��������� λA���� ����� ����
	�� ��� 
	� ���������!�� ����4?��	�� 
���4

�	(���� ����%�5 (	� R)V(aM(NM bK[]Ga(VKN)S#

I ≡ λx. x

K ≡ λx. λy. x

K∗ ≡ λx. λy. y

S ≡ λx. λy. λz. (x z) (y z)

%-



�


�� &#��(��)�����

� ��	���	4
	�
� ����� � ��
��� ��4>� 
�������� ���>����
�� 	�� λA���� ��� �����4?�� 	� 

���.���� ��	����	� # 0 
������
�� M [x := N ] ����
	4��� 	� ���	���
�� 	� ��	���	4
	�
� 


	�� ��� M ���� 	�� ���.����� ��!���
��� 	� ��	����	� x �� 	�� ��� N #

6����	� $=0 > ��	���	4
	�
� ���,��#���#�"� �&� ����0�&�+� x ∈ V %�! (	 M ∈ Λ �� �!

(	 N ∈ Λ %��0�5.���� �� M [x := N ] ��� 	5.���� ����'���
 '� �)+�9

x[x := N ] ≡ N

y[x := N ] ≡ y �! y �= x

(P Q)[x := N ] ≡ P [x := N ]Q[x := N ]

(λx. P )[x := N ] ≡ λx. P

(λy. P )[x := N ] ≡ λy. P [x := N ] �! y �= x? ��� (y �∈ FV (N) + x �∈ FV(P ))

(λy. P )[x := N ] ≡ λz. P [y := z][x := N ] �! y �= x? ��� y ∈ FV(N) ��� x ∈ FV(P )?

(�� z �∈ FV(P ) ∪ FV(N)

2�� 	�� �����4�� ���
�� 	� ��	���	4
	�
� �>�
!���?�	�� �!��� �	� ��	�����
	��	��

���� �� ���.���� ��!���
�� ��� ��	����	� B �!�	���� �	� 
	� ���	���
�� 	� ��	���	4
	�
� 

����� ��� 	� ���.���� ��	����	� 	�� ���� N 3� �� ���� ����� 3�
�������# ��3���	��� ��� 	�

3�.	���B ��� 	�� ���
�� %#/ 3����
	���� ����� �	� 3�
���
� ��� ���.���� ��	����	� 	�� ����

N �� �����.
� �� ����� ���� ��
� 	�� 	����	���� ������B 
	�� �����	�
� ��� y ∈ FV(N) ���

x ∈ FV(P )# 0 ������ ��� ��	� ������4 ��� 	� ��	�����
�� 	� 3�
��.��
� ��	����	� B

����������� �� ���!������ ��	� 	� ��3�������#�

�	�� 	����	��� ������ 	�� ���
��. %#/ � ������� 	� ��	����	� z ∈ V ����� ���.����B ���

	�� ���m����
� �� �
�.�� z �∈ FV(P ) ∪ FV(N)# &�� �� ���
	�� ��� �� ����
����	� 	���� 	�

���	���
�� 	� ��	���	4
	�
� M [x := N ]B ������ 
� ��	� 	�� ������ �� ������?�	�� ������ 

�� ����	�� � ������� ��	� 	� ��	����	� # &�� 	� ���� ��	�B �����.�� �	� 	� 
	������ 	��


������ V ����� ���������� ��� ���������� � z 	� ���	� 
	������ ��� ���������� 	� 
��
�

z �∈ FV(P ) ∪ FV(N)#


�� /$������0�

�	� λA����
�� ��4����� 	��� ��3� �����	�+� RbKa|+N)GKaSB ��� ����3�
���4 
������?��	�� ��

	� 	��� ��4���	� αB β ��� η# 94�� ��3� ��	�	���� ������4!�	�� ��� ���� ������ 	� ���!� 

M →χ N (χ)

���� χ ∈ {α, β, η } ��� M,N ∈ Λ# 0 ��� M ����4?�	�� χ1��/�:B � ���4 ��/�:B ��� � ��� 

N ����4?�	�� ��"�������# &�� ���43�����B 
	�� ������ 	� βA��	�	���� B � ��� M ���

��	�	����	�� ����4?�	�� βAN+M+r# 0� 	��� ������ ��	�	���� ���?��� 	�� 	��� ������� 

�1 �����
 2"3 �� �$	% 	� ���% ������	�� ��� 	�� ������� 45677389 ��� ��������0���	�� �	�� 4�:;<8=9"

%/



	����� O�
�3.�����P ��	�
����	�
��. 	�� λA���� ���B ��	n ��	� 	�� 	����B ������4!��� 	�


���
�� ��	�� 	�� ����B 	�� ����� �>���
��� 3���
��	��4 
	�� ���	�	� %#"#

��� �������
���� 
	�� ���
�� 	�� 	���� ������� ��	�	���� ����� 
������ �� ���
����

������ ���
��� �3��	�	� 
��
��� ��	�>. λA����# � ���	� ��� ��	� ����� � �3��	�	� 	� 


����	�	�	� B ��� 3������ ��� ���!� ����
	�	�	� � ��� 	�� ��	�
���� 	�� λA����#

6����	� $=/ ;�� %3�%& ∼ �
!' %� Λ !�
.���� 
����	� �������#,��� �! ��� �
4� x ∈ V

��� ��� �
4� M,N,P ∈ Λ �%3��! � ��	��
�' ���(�&���9

M ∼ N ⇒ (M P ) ∼ (N P )

M ∼ N ⇒ (P M) ∼ (P N)

M ∼ N ⇒ (λx.M) ∼ (λx.N)

�.���� 3����
	���� ����� �	� � 
��
� 	��	�	�	� ≡ ��	�>. 	�� λA���� ����� 
����	�#

E4
�� 	� 
����	�	�	� B �����.� �� ���
	�.� 3�� ����� �3��	�	� 
��
��� ��	�>. λA����

��� �� ����� ���
��� 
	� 
�������#

6����	� $=4 ;�� 
��
� ������� ���/���#�" �����#�"� �5!�� ��� %��0��+? �!����%���+ ���

����0����+ %3�%& �
!' %� Λ7

6����	� $=5 ;�� 
��
� 
��!���� ���"@���"�� �����#�"� �5!�� ��� %��0��+ %3�%& �%��!�1

�5�� �
!' %� Λ7�

����� α����	�
��

�.�!��� �� 	� 
����� 
������
�� 	�� 
����	�
����. ����
��. 
	� ������	��4B 	� �����	�

	�� ������	��� ��� 
��4�	�
� 3�� ����� �3���	��� 
���
��I � 
��4�	�
� f(x) = 3x + 1

����� 	��	�
��� �� 	� 
��4�	�
� f(y) = 3y + 1# 2� �����
���� �	� �� λA���� 
������?���


����	�
�� B ��	�����4��	�� ����� �	� � ������� ��� 
����������� 3�
��.��
� ��	����	� 

x 
	�� �!����
� λx.M 3�� ����� �3���	��� 
����	���# 0 ������ 	� αA��	�	���� ���	����� 	�

��	�����
�� 	� 3�
��.��
� ��	����	� 
� ��� �!����
�#

6����	� $=) > %3�%& →α 	5.���� '� & ���	(��	& %��0��+ %3�%& �
!' %� Λ ��� �&! �5�

��� �
4� M ∈ Λ ��� ��� �
4� x, y ∈ V ����� *%�� y �∈ FV(M)? �%3���

λx.M →α λy.M [x := y] (α)

0 �������
�� y �∈ FV(M) �>�
!���?�� �	� � ��	�����
�� 	� 3�
��.��
� ��	����	� 3��

�������� 	� 3�
���
� ��	����	�� 	�� ���� M ��� �	�� �����4 ���.���� #

���&(��
�� $=0 0� �����4	� αA��	�	���� ����� 
�
	� I

λx. x →α λy. y

λx. z x →α λy. z y

λx. λy. z x y →α λy. λw. z y w

�>���,$��&�	�� �	� ��� ����� ���&�	�� ����� �����	
��
 ?�@6:A���;B� 7���C:D;E �� ����� �������	��%� ��/

	�0�	��% ��� �$���	���%"

%6



���	���.�� �	� 
	�� 	��	� ��	�	����B � ��	���	4
	�
� (λy. z x y)[x := y] ����4��
� 	� ��	�A

����
�� 	� 3�
��.��
� ��	����	� B ����������� �� �� 3�
������ 
	� ���	���
�� 	� ��	���A

	4
	�
� � ���.���� ��!4��
� 	� y#

2�	���	� � �����4	� ��	�	���� ����� �����
����I

λx. λz. z x y �→α λy. λz. z y y

���	� 3�� ������	�� � �������
�� y �∈ FV(λz. z x y)# �

����� β����	�
��

l�� �3� ���!������ 
	�� ���	�	� %#"B ��� ��� 	� ���!� (λx.M)N 
������?�� 	�� �!��A

���� 	� 
��4�	�
� λx.M 
	� ���
�� N # 0 �������
�� 	�� ���	���
��	� ��	� 	� �!��A

���� ����	�� ��	�����
	��	� 	�� ���4��	�� x �� 	� ���
�� N 
	�� ��� M # �� 4��� �����B


� ��	� 	�� �������
��B � ��� (λx.M)N ��	�	����	�� 
	�� ��� M [x := N ]# 0 ������ 	� 

βA��	�	���� ������4!�� ������ ��	� 	� 3��3���
��#

6����	� $=�8 > %3�%& →β 	5.���� '� & ���	(��	& %��0��+ %3�%& �
!' %� Λ ��� �&! �5�

��� �
4� M,N ∈ Λ ��� ��� �
4� x ∈ V �%3���

(λx.M)N →β M [x := N ] (β)

���&(��
�� $=/ 0� �����4	� βA��	�	���� ����� 
�
	� I

(λx. z x)w →β z w

(λx. λy. z x y)w →β λy. z w y

(λy. z y (λx. x y))w →β z w (λx. xw)

��� ��	���	� � ������� ��	�	���� ����� �����
����I

(λx. λy. z x y) (w y) �→β λy. z (w y) y

���	� ��� �� ����� � ��	���	4
	�
� (λy. z x y)[x := w y] ������ �� ��	�����
	�� � 3�
��.��
�

��	����	� yB 3��!���	��4 � ��!4��
� 	� y 
	�� ��� w y �� 3�
����	��# �� 
�
	� ���	���
��

	� �����4�� βA��	�	���� �����

(λx. λy. z x y) (w y) →β λt. z (w y) t

���� t ��� ��� ��	����	�# �

����� η����	�
��

�.�!��� �� 	� 
����� ���
�� 	� �
�	�	� 
����	�
��� 
	� ������	��4B 3�� 
����	�
�� �����

�
� �� ��� ���� �� ���
	��!��� 	� �3�� ���	���
��B �	�� �!����
	�.� 
	� �3�� ���
��# � ����

��	� ��!�4?�	�� ��� 	�� ������ 	� ηA��	�	���� 
	� λA����
��#

H
	� � 
��4�	�
� ��� ����
	4��	�� ��� 	�� λA��� (λx.M x)B ���� � ��	����	� x 3��

��!���?�	�� ���.���� 
	�� ��� M # �.�!��� �� 	�� ���
�� %#"8B 	� ���	���
�� 	� �!������ 

��	� 	� 
��4�	�
� 
� ��� 	����� ���
�� N βA��	�	����	�� 
� M N # 2�� 	�� 4��� �����4B

%1



�� � ��� M �������� � ��� 
��4�	�
�B 	�	� 	� ���	���
�� 	� �!������ 	�� 
	� ���
��

N ����� �
� �� M N # ������� B �� 
����	�
�� (λx.M x) ��� M ����� �
� ��� ����� �.���� ��

�����
�� ����� �	� � 3�.	��� ����.�	�� ��� 	�� ��������
� 	� ���	� #

6����	� $=�� > %3�%& →η 	5.���� '� & ���	(��	& %��0��+ %3�%& �
!' %� Λ ��� �&! �5�

��� �
4� M ∈ Λ ��� ��� �
4� x ∈ V ����� *%�� x �∈ FV(M)? �%3���

λx.M x →η M (η)

���&(��
�� $=4 0� �����4	� ηA��	�	���� ����� 
�
	� I

λx. z x →η z

λy. z x y →η z x

<�� �
�.�� ��� 	� �3�� ��� 	�� ������� ��	�	����I

λx. z x x �→η z x

���	� 3�� ������	�� � �������
�� x �∈ FV(z x)# �

����� ���	�
��� 	�	��� �	� ������	

0� 	��� ������ ��	�	���� (α)B (β) ��� (η) ��� ������4!���� 
	� ������.���� ���	�	� 

���?��� 	� 	��� ��
��� 
��
�� ��	�	���� →αB →β ��� →η ��� 	� λA����
��# � 
�������


��
� ��	�	���� M → N B ��� ���?�	�� �����4	�B ���3������ �	� � ��� M ��	�	����	�� %�

�!� 0+�� 
	�� ��� N �� �4����� ��� ��	�. 	�� 	��� ������ #

6����	� $=�$ ;�→ %��0�5.��� �&! �!'%& �'! %3�%�'!→α?→β ���→η7 A&���+? & %3�%&

→ 	5.���� '� & ���	(��	& %3�%& ��� �&! �5� �%3��!9

M →α N ⇒ M → N

M →β N ⇒ M → N

M →η N ⇒ M → N

����4 ����� ���
��� �� ���!���	�� ����� 
� �����.	��� ��������� ���4	�� ��	�	���� 

�� 	� ������ ���!�

M ≡ N0 → N1 → N2 → . . . → Nn−1 → Nn ≡ N

�	�� �����	�
� ��	�B � ��� M ��	�	����	�� 
	�� ��� N �� ��� ����45� 0&�
�'!B ������ 

����# � 
��
� ��	� 
������?�	�� �� M � N # 2� n = 1 	�	� � ��	�	���� ����	�� 
� ��� ����

M → N ��� 4�� � 
��
� � ���������� 	�� →# ���
� B �� n = 0 	�	� � ��������� ����� ����

��� 3� 
�������� ��	�	����B 3���3� M ≡ N ��� 4�� � 
��
� � ���������� 	�� ≡#

6����	� $=�# ;� � %��0�5.��� � �!����%���( ��� ����0����( ���5%�� �&� %3�%&� →7

A&���+? & %3�%& � 	5.���� '� & ���	(��	& %3�%& ��� �&! �5� �%3��!9

M → N ⇒ M � N

M � M

M � N,N � P ⇒ M � P

%:



�.���� 3����
	���� ����� �	� � 
��
� � ����� 
��
� ������� R��# ���
�� %#1S# l	�� �
�.��

M � N B ���� �	� � ��� M �!
����� 
	�� ��� N #

l	�� M � N B ��� 	� ����	� 
	�� ��������� ��	�	���� ����� 	�� �3�� ��	�.���
�B ���

���
	��4 ��� 	� 3�>�4# 2� 
� ��	� 	�� ��������� ���	��=���� ��� 	�� .���>� O��	�
	��!��P

���4	��B ��� �#�# 
	�� �����	�
�

M ≡ N0 → N1 ← N2 → N3 ← N4 ← N5 → N6 ≡ N

	�	� �3���.��
	� 
� ��� ������	��� 
��
� 	�� ����� 
������?���� �� =# � 
��
� ��	�B ��� 

��� � �B ���������� 	� → ��� ≡B ���4 ���������� ��� 	�� �3�� 	�� �#
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����4��	�� �	� N1 =α P ��� N2 =α P ���

4�� N1 =α N2# �

�G�  . �$	� ����	� ���.� �� ���������,.� ��� ��� %�	� ����� ��	�). λ/��*� � ��� �� � �	��

��� ��� ������  �������� �� ��%�� ���0$" G ,������ 2"H �������	�� �	� ����� �� ����� ��*
 ��

�� ���,�� �	� 	�� � ��	�	� 	�
 �$�0�%
 ���� �����
 � ����� ="

$$



l�� ��3��� 
	� ���43����� %#"$ 	� ���	�	� %#/B � ���	���
� ��� ������������
���� λA

���� 3�� �3���� ������	�	� 
	�� �������� 	�� ���!�# 2�� 	�� ���	�
� %#$ �>�
!���?�	�� �	� ��

��� ���� ������������
��� ��� 3.� 
	��	����� ���	���
� �3���.� 
� 3.� �������� ���!� B

	�	� �� 	����	��� �� ����� �
�3.���� # <�� �>�
!���?�	�� ��� �	� �4�� 
	��	����� ���	���
� 

�� 	����	�?��# �� ������� ������� ���3����.�� ��� 
	��	����� ���	���
� ��� ����4	�� 	��

�.��
� 	� �������� ���!� �4�� ������������
���� ����#

>������ $=$ ?:������������� 9 IGCJ�"KL�MKGNH =!  (	� M �3�� ��!!��+ �	 +? �(��

& %�	��&���+ �&� �!��'�+� ��!!��+� %��	
� �&��5 %� ���+!7

�� �����4	� ������� ����
	4 3���	� 	�� ������4
	�
� 
	� λA����
�� ���3������� 
�A

���	�
���# �� ��	� 	� ���� 3� �� �
������.�� ��	���
	��� 
	� 
�����
�� ��	� #

>������ $=# ?��7��	 ������ 9 OKP!Q RGKNMH

(i) H�� �
4� (	 F ∈ Λ ��
	3�� (	� X ∈ Λ ����� *%�� !� �%3��� F X = X7�

(ii) I�
	3�� �!�� 	���
	� 
	�����. 
������? �&���+ �!�� (	� Y ∈ Λ ����� *%�� ��� �
4�

F ∈ Λ !� �%3��� F (Y F ) = Y F 7

��	(��.�

(i) H
	� W ≡ λx. F (xx) ��� X ≡ W W # ��	� �
�.��I

X ≡ W W ≡ (λx. F (xx))W →β F (W W ) ≡ F X

(ii) H
	� � ����
	� ��� Y ∈ Λ ��� ���?�	�� � 

Y ≡ λf. (λx. f (xx)) (λx. f (xx))

��� �
	� ��� F ∈ Λ# @��
��������	� 	�� ���3��>� 	�� RGS ������

Y F ≡ (λf. (λx. f (xx)) (λx. f (xx)))F →β (λx. F (xx)) (λx. F (xx)) ≡ X

9��� X = F XB ��� 	� 
����	�	�	� 	� 
��
� = �.���� ����.�	�� Y F = F (Y F )#

�


�. @ $(4�����(	 '�#��� ��" �)�>'� ��������

0 λA����
�� �� ���	� �=�� ���4?�� �� ��� ���. ���	����� ���

�B � ����� 3�� ������

�� ��!�4
�� ����� ������ # � ������	���	�	� ��� ����� ��	��� 3��!���	���# v λA����
�� 

������ �� ������4=�� 	� ����

�	��� ������ ��� ���
�������.�	�� 
	� 
.������ ���

� 

���������	�
��.# �	� 
������� �� �>�	4
���� �� ���
	� ������ ��� 	� ������	��4B 	�

������ ��� 	�� ���������	�
�� �����.� �� �������
	���.� �� 	� ���!� λA����#

�F	� ��,���	��% ������  ��
 X ���&�	�� ��
���� ������ 	�
 �$���	���
 F "

$-



����� ������� �����

������ ����� 
��	��4 �.���� ��� �� �����. 3��!���	���. 	����� �� ��3�������
�� 
	�

λA����
�� 	� ������ 	��� true ��� false # � 
�����
	��� ��3�������
� ����� � ��������I

6����	� $=�) true ≡ λx. λy. x

false ≡ λx. λy. y

�.���� ������ ����� �� ��3�������
�� 	� ������ ��4>�� �4�� 
� λA���� # &�� ���43�����B

� ������ 4���
� not ������ �� ��3���������� �� 	�� �������� 	����#

6����	� $=$8 not ≡ λz. z false true

R���� 	� true ��� false ����� �� ���� ��� ���
	���� �����4��S# �.���� 3����
	���� ����� �	�

	� not 3����	�� 	� ����	�.���� �3��	�	� #

>������ $=,

(i) not true = false

(ii) not false = true

��	(��.� d� 3��>���� ���� 	� ���	� R� ���3��>� 	�� 3�.	���� ����	�� ��������S#

not true ≡ (λz. z false true) true
→β true false true
≡ (λx. λy. x) false true

�β false
�

�����.�� ���
� �� ���
���� 	� λA��� cond ��� ��3�������� 	� 3��� if AthenAelse # d�

���
�������.�� ��	4 ���4��
� ��	� 	� 3��� ��� �� 3������.����� 	� ���!� 	�� ���� ���

��3�������.� 
������ #

6����	� $=$� cond ≡ λz. λx. λy. z x y

if B then N else M ≡ cond B N M

2��3����.�	�� �.���� �	� � �����4�� 3��� ������ 	� ����	�.���� �3��	�	� #

>������ $=0 H�� �
4� N,M ∈ Λ �%3��! �� ��	��
�'9

(i) if true then N else M = N

(ii) if false then N else M = M

��	(��.� d� 3��>���� ��� �4�� ���� 	� ���	� R� ���3��>� 	�� 3�.	���� ����	�� ��������S#

$/



if true then N else M ≡ cond true N M

≡ (λz. λx. λy. z x y) true N M

�β true N M

≡ (λx. λy. x)N M

�β N
�

����� ��	���	����	 �����

�	� λA����
�� ������ ���
� ����� �� ��3�������
�� 3��	�	������ ?�.�� ���� R��� �� 	� 
���4

	�� �����.� �� ��3�������.� 4��� ������	��4 ��	��������S# ��� 	�	��� 3���	� ��3������A

�
� ����� ��
� 	�� ���� pair ��� ���?�	�� �����4	�# 9�	4 ���4��
�B �� ���
�������.�� 	�


������
�� 〈N,M〉 ��� �� 3������.����� 	� ���!� ���� ��� ��3�������.� 3��	�	������ ?�.��#

6����	� $=$$ pair ≡ λx. λy. λz. z x y

〈N,M〉 ≡ pair N M

0� ��4>�� fst ��� snd ��� ���
	��!��� 	� ���	� ��� 	� 3�.	��� 
	������ ��� 3��	�	�������

?�.��� �����.� �� ��3���������.� � �>� I

6����	� $=$# fst ≡ λz. z true
snd ≡ λz. z false

�.���� ������ ����� �� 3��>�� �	� �� ��4>�� ��	� �����.� 	� ����	�.���� �3��	�	� ���

4�� � 3��� 〈N,M〉 ������ �� ���
���.
�� � 3��	�	������ ?�.�� #

>������ $=/ H�� �
4� N,M ∈ Λ �%3��! �� �)+�9

(i) fst 〈N,M〉 = N

(ii) snd 〈N,M〉 = M

��	(��.� d� 3��>���� ���� 	� ���	� R� ���3��>� 	�� 3�.	���� ����	�� ��������S#

fst 〈N,M〉 ≡ (λz. z true) 〈N,M〉
→β 〈N,M〉 true
≡ pair N M true
≡ (λx. λy. λz. z x y)N M true

�β true N M

≡ (λx. λy. x)N M

�β N
�

$6



�����  !����" 	
�#��"

H���� ���	���� ����� 3��!���	��� ��3�������
�� 	�� !�
���� ������� 
	� λA����
��# �

���	� ��� ��� ���
	� ��� ��	� ����� 	� ��������3� 	�� cZ\NbZB ��� ������4!��	�� �����4	�#

6����	� $=$, 6%�'  �%��(� �	�4�(� n ∈ N ��� (	� F,A ∈ Λ7 J (	� Fn(A) ∈ Λ 	5.����

����'���
 '�

F 0(A) ≡ A

Fn+1(A) ≡ F (Fn(A))

0 ���
�� 	�� Fn(A) �� �����.
� �
�3.���� �� 3���� �� 	� ���!� Fn+1(A) ≡ Fn(F A)# ��

������� ������ ����� �� ���3��>�� �.���� �	� Fn(F A) ≡ F (Fn(A)) ��� �	� Fn(Fm(A)) ≡
Fn+m(A)#

6����	� $=$0 ?���7����(* ��� @ABCDA 9 @ABCDA NBJ!C�"�H H�� �
4�  �%��( �	�4�( n ∈
N 	5.���� �!�� (	� cn ∈ Λ '�

cn ≡ λf. λx. fn(x)

�� ��������3� ��� ��	�
	����� 
	�� ������ 8 ����� 	� c0 ≡ λf. λx. xB 
	�� ������ " ��	�
	��A

��� 	� c1 ≡ λf. λx. f xB 
	�� ������ % 	� c2 ≡ λf. λx. f (f x)B �#�#�# l�� �.���� 3����
	���	��

��� 	�� ���
�� 	�� B ��� 	� ��������3� ����� 
� βA�������� ���!� R�4��
	� ��� ��	� 	�� c1 ��A

��� ��� 
� ηA�������� ���!�S# ��!��� B �.	� ���� �� λA���� ����� ��������3�B �.	� ��� �����.�

���� �� ������.� 
� ��������3�#

������ ����� 	��� �� ���
�� 	�� ��3�������
� �4�� 
	� ��������3� ������� ��
���� ��4A

>��� 	�� !�
���� �������I 	� 
��4�	�
� ��� ���
	��!�� 	�� ������� !�
��� ������ ��� 	��

��4>��� 	� ���
��
� B 	�� ��������
��
��. ��� 	� .=�
� 
� 3.����#

6����	� $=$/ succ ≡ λn. λf. λx. n f (f x)

A+ ≡ λn. λm. λf. λx. n f (m f x)

A∗ ≡ λn. λm. λf. n (m f)

Aexp ≡ λn. λm.m n

�� ������� %#1 ���3����.�� 	�� ����	�	� 	� ��3�������
� 	�� ��4>��� 	�� �����4��

���
��.# &�� 	�� ���3��>� 	�� ����� ���
��� 	� �����4	� �����#

%*��� $=� H�� �
4� n,m ∈ N ��� ��� �
4� x, y ∈ Λ �%3��! �� �)+�9

(i) cn f (cm f x) = cn+m f x

(ii) (cn x)m(y) = xnm(y)

(iii) =! m > 0? �(�� (cn)m(x) = cnm x

��	(��.�

$1



(i) cn f (cm f x) ≡ (λf. λx. fn(x)) f ((λf. λx. fm(x))) f x)

�β (λf. λx. fn(x)) f (fm(x))

�β fn(fm(x))

≡ fn+m(x)

�β (λf. λx. fn+m(x)) f x

≡ cn+m f x

(ii) �� ������� 
	� m# &�� m = 0 ���!��� �
�.�� y = y# H
	� �	� �
�.�� ��� 	����� m#

��	�I

(cn x)m+1(y) ≡ cn x ((cn x)m(y))

= cn x (xnm(y)) 〈 ��������� 	�
��� 〉
≡ (λf. λx. fn(x))x (xnm(y))

�β xn(xnm(y))

≡ xn+nm(y)

≡ xn(m+1)(y)

(iii) �� ������� 
	� m# &�� m = 1 ���!��� �
�.�� cn x = cn x# H
	� �	� �
�.�� ��� 	�����

m > 0# ��	�I

(cn)m+1(x) ≡ cn ((cn)m(x))

= cn (cnm x) 〈 ��������� 	�
��� 〉
≡ (λf. λx. fn(x)) (cnm x)

→β λy. (cnm x)n(y)

= λy. xnmn(y) 〈 ����� ��� ���� 〉
≡ λy. xnm+1

(y)

←β (λf. λx. fnm+1
(x))x

≡ cnm+1 x
�

>������ $=4 H�� �
4� n,m ∈ N �%3��! �� �)+�9

(i) succ cn = cn+1

(ii) A+ cn cm = cn+m

(iii) A∗ cn cm = cnm

(iv) =! m > 0 �(�� Aexp cn cm = cnm

��	(��.�

(i) succ cn ≡ (λn. λf. λx. n f (f x)) (λf. λx. fn(x))

→β λf. λx. (λf. λx. fn(x)) f (f x)

�β λf. λx. fn(f x)

≡ cn+1

$:



(ii) A+ cn cm ≡ (λn. λm. λf. λx. n f (m f x)) cn cm

�β λf. λx. cn f (cm f x)

= λf. λx. cn+m f x 〈 ����� ��� ��� 〉
�η cn+m

(iii) A∗ cn cm ≡ (λn. λm. λf. n (m f)) cn cm

�β λf. cn (cm f)

≡ λf. (λf. λx. fn(x)) (cm f)

→β λf. λx. (cm f)n(x)

= λf. λx. fmn(x) 〈 ����� ��� ���� 〉
≡ cnm

(iv) Aexp cn cm ≡ (λn. λm.m n) cn cm

�β cm cn

≡ (λf. λx. fm(x)) cn

→β λx. (cn)m(x)

= λx. cnm x 〈 ����� ��� ����� 〉
→η cnm

�

����� �$�%&	 '������� �	� ��
	��	 �	
	���
��

� 
��
� �����	�	� 	�� λA����
��. �� 	� ���

� ���������	�
��. 3�� �������?�	�� 
	��

��!��
	��� 	�� �����	�	� � ���������	�
	���. ���	����# 0� 
	��	����� ������� λA����

����� ���. 
	��4 
��3�3����� �� 	� ����3�� ���4
��	� ������	��� 	�� ���

�� �������A

��	�
��.#

�	�� �������� ��	�>. λA����
��. ��� ���

�� ���������	�
��.I

• �� λA���� ��	�
	����.� 
� ��!�4
�� � ��	��� B

• � �!����
� ��� � �!������ ��	�
	����.� 
	�� ���
�� ��� 	�� ���
� 
����	�
��� � 3��3�A

��
���B ���

• � 3��3���
�� 	� ������� ��	�
	����� 
	�� ���	���
� ��!�4
��� � 	�� ��	���
� ��	����#

�� ���
���� ���

� ���������	�
��.B � ���	���
� ��� ��!��
� ����� !��� 
	���	4

���� ����.=�� ��� ����� ���	������� ���	���
��# �� ��3� ��	� 	� ���	���
� ����4?�	��

�!&	+ ���5�&%& R,(}L +|(,\(VGKaS ��� ���
	���?�	�� ����� ��� ���

� 
����	�
����. ���A

������	�
��.B ��� � '()*+,, ��� � ^GN(aM(# � ������ ���	���
� ��� ��!��
� 	����	�?�	��

�	�� 	� ���	���
�� ��� ����.�	�� ����� ��� ���+ R|(,\+S#� � ������ ���!� 	�� 	���� 3��!����

�F	�� ������% ������ � 	���
 ���&�	�� �����
 ��������� ������ ��*
  ��������
 ��
 �
	�	��� �����

���� % � ���������,�� ��� �� �� ���� 	� ������� �� ������ ����" ��� 	 ��� �$	�� � ��%�� 	$ ��$

B�;D;:B�� ID7J ����.��	��"
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��� ���

� 
� ���

�B �����4 ��� �� ������	��� ��� ������ 
	����� ���� ��� �� 
����A

	�
���� �!����
�� ����� 	��� # 9�	n ��������B 
	� λA����
�� ���� �� �!����
�� �����.� ��

�������.� 	��� #	

� 
	��	����� 	� ������� �������� 
���4 
��	�?�	�� 
	��4 �� 	�� ������ ���	���
�#

� ��	�	���� �4�� !��4 	�� ���
	���	���� βAN+M+r 
������� �	� 3�� ������ �� ���� ���������

��	�	���� ��
� 
	�� ���B �4�� 
	�� ����� �!����?�	�� � �!����
� ��� ��	�
	����� 
� ��	� 	�

βAN+M+r# 9�	n ��������B 
	�� ������ ���	���
� ��� 
��4�	�
� �����	�� ���� �� ���� ���������

� ���	���
� 	�� ������	��� 	� # �	� ���

� ���������	�
��. i,jK, 68B � 
������!��4 ��	�

���	���4��	�� �� 	� ����3� 	�� ���4
��	� ������	��� ���K (!�� Rb(,, ]L a([+S# � 
	��	�A

���� 	� ������� �������� 
���4 �3���� 	����4 	�� ������� 	�� ���� (λx. λy. y)Ω 
	�� 	���

λy. y# �	� �3�� ���	���
�� ��	�������� 
	� ���

� i,jK, 68B �� ���
���� 	� 
����	�
�� 

	���)�" 8"!��#�"� 
 ���C

	���)�" �C

��)	�


 7� ��

��#C

	���)�" 8"!��#�"� )C

��)	�

5	�� �"�� #!

) 7� &

��#C

��� 
	� 
������� ���	���
���� 	�� ��!��
� ����# �� ���	���
�� ����� � 	��� '� ���	� ��	4

	�� ���	���
� 3� ����4?�	�� �� ����� � ���
� 
	� 
��4�	�
� �B ��� 3�� 	����	�?�	��#

2�	���	�B � ���	���
� 	� ��!��
� ���� 
	� �����4�� ���43����� 3� �� 	����	�?�	�� 
�

��� ���

� ���������	�
��. ��� � i,jK, 6:B � U()b(, ��� � c# �	� ���

� ��	� 	� ����
��

	�� ������	��� ����	�� ���K �)5� R]L |(,\+S ���B ��	4 
�������B � 	��� 	� ������	��� � ������

�� ���	������ ���� ������ � 
��4�	�
� �# � ���
� 	� � �3���� ���!��� 
� �� 	����	�
��#

2�	�. 	�� ��3�� � ���	���
� ��	4 	�� ����� �� ���4��	��� ���	����	�� ���� ����� � ���
� 
	�


��4�	�
� ����4?�	�� �	(4��& ���5�&%& R+(j+N +|(,\(VGKaS#

�	� λA����
��B 	� ��4���� 	� ������� ���	���
� ��� 	�� ���4
��	� ������	���

��	n �>�� ����� ��� 
	��	����� ���	���
� ��� ��	4 	�� ���	���
� 	�� ���� (λx. λy. y)Ω ��

��������.
� ���	� �� ���	���
�� 	�� ��� Ω# ��	���� ��3�� 
	��	����� ����.�	��� �������A

	��4 �� 
	�� ������ 	� βA��	�	���� 

(λx.M)N →β M [x := N ]

���
��
���� 	�� �������
�� �	� � ��� N ������ �� ����� 	���#

	-� �����
 �������	�� �	 �.�� Λ0 	*� �����	�� λ/��*�� � ?�����	�
E �������
 ����
 ����� $����*	���

���������
 ��� ��� ��,� ������% ���% ����� 	��%" G ��	��	�� ��*
  �� ����� ���,�
"
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&�(	�$��

$=� k� ���3������ �	� �� 
��
�� �α ��� =α ����� �
� B 3���3� ��� �4�� M,N ∈ Λ �
�.��

M �α N ⇔ M =α N #

$=$ 0 ����
	� ��� Θ ≡ (λx. λy. y (xx y)) (λx. λy. y (xx y)) ����� ���
	� � ����%�+� %��1

4�	� %&��5� �� L��#"@# k� ���3������ �	� � ��� ��	� 3����	�� 	�� �3��	�	� Θ F = F (Θ F )

��� �� 
�����
��� ��	4 ��
� ��	� ����	���� ����	� 	�� 	���
	� Y#

$=# k� ���
	�.� �� ������ ��4>�� and B or ��� xor �4�� 
	�� ��3�������
� 	�� ����A

��� 	���� ��� ������4!�	�� 
	�� ���	�	� %#1#" ��� �� ���3������ �	� �����.� 	� ����	�.���� 

�3��	�	� #

$=, k� ���3������ �	� ��� � ��� λx. λy. λz. y (x y z) ∈ Λ ��3�������� 	� 
��4�	�
� ���

���
	��!�� 	�� ������� !�
��� ������B �4�� 
	� ��������3� 	�� cZ\NbZ#

$=0 k� ���3������ �	� � ��� 

iszero ≡ λx. x (λy. λx. λy. y) (λx. λy. x)

��3�������� 	� 
��4�	�
� ���B �� �!����
	�� 
	� ��������3� 	�� cZ\NbZ cnB ���
	��!�� true
�� n = 0 ��� false �� n > 0#

$=/ k� ���3������ �	� � ��� R��� �!����	�� 
	�� {# ~+,[(a)S

pred ≡ λx. λy. λz. x (λp. λq. q (p y)) (λy. z) (λx. x)

��3�������� 	� 
��4�	�
� ��� ���
	��!�� 	�� ������.���� !�
��� ������B �4�� 
	� ��������3�

	�� cZ\NbZ# k� ����	���� ���
� 	� ����.�	�� �� ��	� � ��� �!����
	�� 
	� c0#

$=4 k� ���
	�� ��� 	���� ��3�������
� 	�� 3��	�	������� nA43�� 
	� λA����
��# &��

�4�� n ∈ N ��� ��� �4�� M0,M1, . . . ,Mn−1 ∈ ΛB � ��� 

tuple cn M0 M1 . . . Mn−1

������ �� ���	���� ��3�������
� 	� 3��	�	������ nA43� 〈M0,M1, . . . ,Mn−1〉# ��������B ���

�4�� i ∈ N 	�	��� �
	� i < nB � ��� prj ci ������ �� ��3�������� 	�� ��4>� 	� ������� 	��

iA�
	�. 
	������� 	� nA43� # 2!�. ���
	�.� ��	4����� �� ���� tuple, prj ∈ Λ �� ���3������

�	�B �� 	�� �����4�� �������
��. B ����������	�� � 
��
�

prj ci 〈M0, M1 . . . Mn−1〉 = Mi

$=5 �	� ���

� ���������	�
��. 	� ���
���� 
� B �������
	� ��� 3�������� ��� 	� λA

����
��#

-"


