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Ιστορικά Στοιχεία για τον λ-λογισµό

Αναπτύχθηκε το 1933 από τον Alonso Church

Μέρος µίας ευρύτερης ϑεωρίας ϑεµελείωσης των µαθηµατικών

η ευρεία ϑεωρία αποδείχτηκε ασυνεπής

Πλήρες, αλλά εξαιρετικά απλό, υπολογιστικό µοντέλο

στηρίζεται µόνο σε συναρτήσεις

Οδήγησε στη δηµιουργία του Συναρτησιακού Προγραµµατισµού

Lisp (→ Scheme), ML (→ Haskell) κ.α.

Θεµελειώδης στην έρευνα για Γλώσσες Προγραµµατισµού
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Μεταθεωρίες

Μεταθεωρία (metatheory) = µία ϑεωρία που περιγράφει µία άλλη

ϑεωρία

Μεταµεταβλητή (metavariable) = µεταβλητή της µεταθεωρίας

παράδειγµα: ¨για κάθε µεταβλητή x της ϑεωρίας, ισχύει...¨

x µεταµεταβλητή που παίρνει ως τιµές µεταβλητές της ϑεωρίας

Θα περιγράψουµε το λ-λογισµό µε µια µεταθεωρία

x, y , z, ..., X , Y , Z , ... µετα-µεταβλητές

x,y,z...,X,Y,Z,... µεταβλητές του λ-λογισµού
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∆ιαισθητική Εισαγωγή

Οι εκφράσεις του λ-λογισµού είναι όλες συναρτήσεις

∆ύο κύριες λειτουργίες συναρτήσεων υποστηρίζονται :

εφαρµογή (application) συνάρτησης

αφαίρεση (abstraction) δηλ. κατασκευή συνάρτησης

Συµβολισµός: E[·] µία έκφραση λ-λογισµού µε ¨τρύπες¨

Εφαρµογή: F X

Αφαίρεση: λx · E[x]

κατασκευάζει ανώνυµη συνάρτηση που όταν δέχεται τιµή v

επιστρέφει E[v]

Παράδειγµα (λ-λογισµός + αριθµητική)

(λx. x*x - 3*x +2)8 = 8*8-3*8+2 = 42
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∆ιαισθητική Εισαγωγή
∆έσµευση Μεταβλητών - Ι

Η αφαίρεση λx. E[x], δεσµεύει (binds) τη µεταβλητή x στην E[x]

εµφανίσεις x στην E[x]: δεσµευµένες (bound)

µη δεσµευµένη εµφάνιση µεταβλητής: ελεύθερη (free)

Παράδειγµα:

λx. x*x + y
(λx. x*x + y) (4*x + 2)

δεσµευµένες εµφανίσεις

ελεύθερες εµφανίσεις

Η δεσµευµένη x και η ελεύθερη x συµβολίζουν διαφορετικό

αντικείµενο

∆ύο δεσµευµένες εµφανίσεις της ίδιας µεταβλητής συµβολίζουν

διαφορετικό αντικείµενο αν δεσµεύονται από διαφορετικό λ:

(λx. x+1)7 + (λx. x*2)17
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δεσµευµένες εµφανίσεις

ελεύθερες εµφανίσεις

Η δεσµευµένη x και η ελεύθερη x συµβολίζουν διαφορετικό

αντικείµενο

∆ύο δεσµευµένες εµφανίσεις της ίδιας µεταβλητής συµβολίζουν

διαφορετικό αντικείµενο αν δεσµεύονται από διαφορετικό λ:

(λx. x+1)7 + (λx. x*2)17
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∆ιαισθητική Εισαγωγή
∆έσµευση Μεταβλητών - ΙΙ

Μία έκφραση εξαρτάται µόνο από τις ελεύθερες µεταβλητές της:

λx. x*x + y εξαρτάται µόνο από το y
για y=0 συµβολίζει την f(x) = x

2

για y=2 συµβολίζει την f(x) = x
2 + 2

(λx. x*x + y)(4*x + 2) =
16*x*x + 16*x + 4 + y

Αντικατάσταση µεταβλητών:

δεν αντικαθιστούµε δεσµευµένες µεταβλητές, π.χ.(x=1)

λx.x+1 6= λ1.1+1
η αντικατάσταση δε δεσµεύει µεταβλητές, π.χ. (y=x+1)

λx.x+y 6= λx.x+x+1

π.χ. x=0,y=1 κάνουν:

λx.x+1 και λx.2*x+1
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λ-όροι
Ορισµός Συνόλου Λ

΄Εστω V αριθµήσιµο σύνολο µεταβλητών

ϑα χρησιµοποιούµε a,b,c,... για τα στοιχεία του V

Το σύνολο Λ τωνλ-όρων (λ-terms) είναι το µικρότερο που

ικανοποιεί:

V ⊂ Λ
M ∈ Λ ∧ N ∈ Λ ⇒ (M N) ∈ Λ
x ∈ V ∧ E ∈ Λ ⇒ (λx.E) ∈ Λ

Σύµβαση:

πεζές µεταµεταβλητές a, b, c, ... για τα στοιχεία του V

κεφαλαίες µεταµεταβλητές A, B, C, ... για τα στοιχεία του Λ
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λ-όροι
Συντοµογραφίες

Παραδείγµατα λ-όρων:

(x y) (λx.x)
(λx.(λy. (x y))) (((λx.x)y)(λx.z))
((λx.(λy.z)) (λx.x)) (λx.((λy.y) (λz.x)))

Συντοµογραφίες:

οι εξωτερικές παρενθέσεις δε γράφονται

η εφαρµογή είναι αριστερά προσεταιριστική: FXY = (FX)Y

η αφαίρεση εκτείνεται όσο πιο αριστερά γίνεται
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λ-όροι
Ορολογία

M ≡ N ταυτόσηµοι (identical) όροι

λx.M

x : δεσµεύουσα (binding) µεταβλητή

M: εµβέλεια (scope) του x (εκτός από αφαιρέσεις που δεσµεύουν

το x)

Ελευθερες µεταβλητές:

FV(x) = {x}
FV((MN)) = FV(M) ∪ FV(N)
FV((λx.E)) = FV(E) − {x}

Κλειστός όρος (closed term) M ανν FV(M) = ∅
σύνολο κλειστών όρων: Λ0
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λ-όροι
Αντικατάσταση

Μετασυµβολισµός M[x := N]

x[x := N] ≡ N

y[x := N] ≡ y , αν y 6= x

(PQ)[x := N] ≡ (P[x := N] Q[x := N])

(λx.P)[x := N] ≡ (λx.P)

(λy.P)[x := N] ≡ (λy.P[x := N]), αν

x 6= y ∧ (y 6∈ FV(N) ∨ x 6∈ FV(P))

(λy.P)[x := N] ≡ λz.P[y := z][x := N], αν

x 6= y ∧ y ∈ FV(N) ∧ x ∈ FV(P) ∧ z 6∈ FV(N) ∪ FV(P)
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Μετατροπές
α-µετατροπή

λx.E →α λy.E[x := y]

(για y 6∈ FV(E))

Το όνοµα της δεσµεύουσας µεταβλητής δεν είναι σηµαντικό

α-µετατροπή: αλλαγή του ονόµατος δεσµεύουσας µεταβλητής

y 6∈ FV(E): δε δεσµεύονται ελεύθερες περιπτώσεις της νέας

µεταβλητής

Παραδείγµατα:

λx.x →α λy.y
λx.z x →α λy.z y
λx.λy.z x y →α λy.λw.z y w
λx.λz.z x y 6→α λy.λz.z y y
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Μετατροπές
β-µετατροπή

(λx.M)N →β M[x := N]

Υπολογισµός = εφαρµογή συναρτήσεων

β-µετατροπή: ένα υπολογιστικό ϐήµα

Παραδείγµατα:

(λx.z x)w →β z w
(λx.λy.z x y)w →β λy.z w y
(λy.z y (λx.x y))w →β z w(λx.x w)
(λx.λy.z x y)(w y) 6→β λy.z (w y) y
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Μετατροπές
η-µετατροπή

(λx.M x) →η M

(για x 6∈ FV(M))

Ισότητα συναρτήσεων = ίδιο αποτέλεσµα για την ίδια παράµετρο

η-µετατροπή: εξαλοίφει µία αφαίρεση χρησιµοποιώντας ισότητα

συναρτήσεων

Παραδείγµατα:

λx.z x →η z
λy.z x y →η z x
λx.z x x 6→η z x
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Μετατροπές
Μετατροπή, Αναγωγή και Ισότητα

Μετατροπή M →χ N

M: χ-redex

N: χ-contractum

Μετατροπή →
→ = →α ∪ →β ∪ →η

Αναγωγή �

� =

∞⋃

i=0

→i

Ισότητα λ-όρων =

M � N ⇒ M = N

M = N ⇒ N = M

M = N ∧ N = P ⇒ M = P

Οµοίως ορίζονται : �χ και =χ
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Κανονικές Μορφές
Ορισµοί

Υπολογιστικό ϐήµα: →β και →η

΄Οταν δε µπορεί να γίνει άλλο υπολογιστικό ϐήµα, έχουµε τέλος

υπολογισµού

Κανονική µορφή (canonical form) M: όρος που δεν περιέχει β-

και η-redexes

Παραδείγµατα κανονικών µορφών:

λx.x λf.f(λx.x f)

΄Οχι κανονική µορφή:

λz.(λf.λx.f z x)(λy.y) →β λz.λx.(λy.y) z x

M σε κανονική µορφή ∧ M � N ⇒ M =α N
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Κανονικές Μορφές
Κανονικοποιήσιµοι ΄Οροι

Κανονικοποιήσιµος (normalizing) όρος: µπορεί να αναχθεί σε

κανονική µορφή

Κανονικοποιήσιµος όρος:

λz.(λf.λx.f z x)(λy.y)
→ λz.λx.(λy.y) z x
→ λz.λx.z x

Μη κανονικοποιήσιµος όρος:

Ω ≡ (λx. x x) (λx. x x)

Ω →β Ω

Μη κανονικοποιήσιµος όρος:

M ≡ (λx. x x y) (λx. x x y)

M →β M y →β M y y→β M y y y →β ...
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Κανονικές Μορφές
Στρατηγικές Κανονικοποίησης

∆ιαφορετικοί δρόµοι αναγωγής:

M ≡ (λx.(λy.x y) z)w

M → (λy.w y) z → w z

M → (λx.x z)w→ w z

∆εν οδηγούν όλοι οι δρόµοι σε κανονικοποίηση:

M ≡ (λz.y)Ω

M →β y αλλά (Ω →β Ω): M →β M

Ισχυρά κανονικοποιήσιµος (strongly normalizing) όρος: όλες οι

στρατηγικές οδηγούν σε κανονική µορφή

Αναγωγή κανονικής σειράς (normal order reduction):

β-µετατροπή του πρώτου λ-όρου από αριστερά
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Ιδιότητες λ-λογισµού
Church-Rosser

Επιθυµούµε ένας όρος να έχει το πολύ µία κανονική µορφή (εκτός

από α-µετατροπές)

Θεώρηµα Church-Rosser: Αν M � M1 και M � M2, τότε υπάρχει

N ώστε M1 � N και M2 � N

Κάθε όρος έχει το πολύ µία κανονική µορφή:

M � N1 ∧ M � N2 ∧ N1, N2 κανονικές µορφές ⇒ N1 =α N2

Η αναγωγή κανονικής σειράς εξασφαλίζει την εύρεση κανονικής

µορφής εάν αυτή υπάρχει
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Ιδιότητες λ-λογισµού
Σταθερά Σηµεία

Σταθερό σηµείο (fixed point) ενός όρου F είναι ένας όρος X

ώστε F X = X

Κάθε λ-όρος έχει σταθερό σηµείο

Τελεστής σταθερού σηµείου Y :

Y ≡ λf.(λx.f(x x))(λx.f(x x))

F(Y F) = Y F

Απόδειξη:

Y F = (λf.(λx.f(x x))(λx.f(x x)))F

= (λx.F(x x))(λx.F(x x))
= F((λx.F(x x))(λx.F(x x)))
= F((λf.(λx.f(x x))(λx.f(x x)))F)
= F(Y F)
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Ιδιότητες λ-λογισµού
Σταθερά Σηµεία
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Εκφραστική ∆ύναµη λ-λογισµού
Αληθοτιµές

Κωδικοποίηση αληθοτιµών: Ϲητάµε: true 6= false

αρκούν δύο άνισες κανονικές τιµές

Κωδικοποίηση:

true ≡ λx.λy.x

false ≡ λx.λy.y

Κωδικοποίηση not : Ϲητάµε not true = false και αντίστροφα

Κωδικοποίηση: not ≡ λz.z false true

not true = true false true = false
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Εκφραστική ∆ύναµη λ-λογισµού
Τελεστής if

Κωδικοποίηση if : Ϲητάµε:

if true then T else F = T

if false then T else F = F

Κωδικοποίηση:

cond ≡ λz.λx.λy.λz.z x y

if B then T else F ≡ cond B T F

if true then T else F = true T F = T

if true then T else F = false T F = F

΄Ολοι οι λογικοί τελεστές κωδικοποιούνται µε if
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Εκφραστική ∆ύναµη λ-λογισµού
Ζεύγη

Κωδικοποίηση Ϲευγών: Ϲητάµε

fst〈M, N〉 = M

snd〈M, N〉 = N

Κωδικοποίηση 〈〉:

pair ≡ λz.λx.λy.λz.z x y

〈M, N〉 ≡ pair M N

Κωδικοποίηση fst και snd :

fst ≡ λz.z true

snd ≡ λz.z false

fst〈M, N〉 = 〈M, N〉true = true M N = M

snd〈M, N〉 = 〈M, N〉false = false M N = N
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Εκφραστική ∆ύναµη λ-λογισµού
Ακέραιοι

Κωδικοποίηση ακεραίων: Ϲητάµε (αξιώµατα του Peano)

0 6= succ N

succ N = succ M ⇒ N = M

Πολλαπλή εφαρµογή:

F
0 ≡ id ≡ λx.x

F
n+1 ≡ λx.F(F

n x)

Αριθµοειδή του Church:

n = λf.λx.fnx

succ:

succ ≡ λn.λf .λx.nf(fx)

Αξιώµατα του Peano ισχύουν (κανονικές µορφές)

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός



Εκφραστική ∆ύναµη λ-λογισµού
Ακέραιοι

Κωδικοποίηση ακεραίων: Ϲητάµε (αξιώµατα του Peano)

0 6= succ N

succ N = succ M ⇒ N = M

Πολλαπλή εφαρµογή:

F
0 ≡ id ≡ λx.x

F
n+1 ≡ λx.F(F

n x)

Αριθµοειδή του Church:

n = λf.λx.fnx

succ:

succ ≡ λn.λf .λx.nf(fx)

Αξιώµατα του Peano ισχύουν (κανονικές µορφές)

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός



Εκφραστική ∆ύναµη λ-λογισµού
Ακέραιοι

Κωδικοποίηση ακεραίων: Ϲητάµε (αξιώµατα του Peano)

0 6= succ N

succ N = succ M ⇒ N = M

Πολλαπλή εφαρµογή:

F
0 ≡ id ≡ λx.x

F
n+1 ≡ λx.F(F

n x)

Αριθµοειδή του Church:

n = λf.λx.fnx

succ:

succ ≡ λn.λf .λx.nf(fx)

Αξιώµατα του Peano ισχύουν (κανονικές µορφές)

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός



Εκφραστική ∆ύναµη λ-λογισµού
Ακέραιοι

Κωδικοποίηση ακεραίων: Ϲητάµε (αξιώµατα του Peano)

0 6= succ N

succ N = succ M ⇒ N = M

Πολλαπλή εφαρµογή:

F
0 ≡ id ≡ λx.x

F
n+1 ≡ λx.F(F

n x)

Αριθµοειδή του Church:

n = λf.λx.fnx

succ:

succ ≡ λn.λf .λx.nf(fx)

Αξιώµατα του Peano ισχύουν (κανονικές µορφές)

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός



Εκφραστική ∆ύναµη λ-λογισµού
Ακέραιοι

Κωδικοποίηση ακεραίων: Ϲητάµε (αξιώµατα του Peano)

0 6= succ N

succ N = succ M ⇒ N = M

Πολλαπλή εφαρµογή:

F
0 ≡ id ≡ λx.x

F
n+1 ≡ λx.F(F

n x)

Αριθµοειδή του Church:

n = λf.λx.fnx

succ:

succ ≡ λn.λf .λx.nf(fx)

Αξιώµατα του Peano ισχύουν (κανονικές µορφές)

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός



λ-λογισµός και Γλώσσες Προγραµµατισµού

λ-όροι ↔ εντολές / εκφράσεις

λ-αφαίρεση ↔ ορισµός υποπρογραµµάτων / συναρτήσεων

Εφαρµογή (β-µετατροπή) ↔ κλήση προγράµµατος / εφαρµογή

συνάρτησης

Αναγωγή ↔ εκτέλεση εντολών / αποτίµηση εκφράσεων

Κανονική αποτίµηση ↔ οκνηρή αποτίµηση

Για να πετύχουµε πρόθυµη αποτίµηση επιτρέπουµε εφαρµογή

µόνο σε τιµές

τιµή (value) = πλήρως αποτιµηµένη έκφραση

στο λ-λογισµό: τιµή = λ-αφαίρεση (ή κανονική τιµή)
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Επισκόπηση - Ι

Ο λ-λογισµός είναι ϑεµελειώδης ϑεωρία συναρτήσεων και

πλήρες υπολογιστικό µοντέλο

αναπτύχθηκε το 1933 από τον Church

αποτέλεσε το µαθηµατικό υπόβαθρο για τις συναρτησιακές

γλώσσες αλλά και για τη µελέτη των γλωσσών προγραµµατισµού

γενικότερα

Χρησιµοποιούµε µία µεταθεωρία µε µεταµεταβλητές για να

περιγράψουµε τη ϑεωρία του λ-λογισµού

Οι εκφράσεις του λ-λογισµού είναι όλες συναρτήσεις

µεταβλητές

λ-αφαιρέσεις (κατασκευή συνάρτησης)

εφαρµογές συνάρτησης
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γλώσσες αλλά και για τη µελέτη των γλωσσών προγραµµατισµού

γενικότερα

Χρησιµοποιούµε µία µεταθεωρία µε µεταµεταβλητές για να

περιγράψουµε τη ϑεωρία του λ-λογισµού

Οι εκφράσεις του λ-λογισµού είναι όλες συναρτήσεις

µεταβλητές

λ-αφαιρέσεις (κατασκευή συνάρτησης)

εφαρµογές συνάρτησης
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Επισκόπηση - ΙΙ

Οι εµφανίσεις µεταβλητών χωρίζονται σε δεσµευµένες (από µία

λ-αφαίρεση) ή ελεύθερες

µία έκφραση εξαρτάται από τις ελεύθερες µεταβλητές της

τα ονόµατα δεσµευµένων µεταβλητών µπορούν να αλλάξουν κατά

ϐούληση

µια µετατροπή δε µπορεί να δηµιουργήσει καινούριες δεσµεύσεις

ή να αντικαταστήσει δεσµευµένες µεταβλητές

Μετατροπές:

α-µετατροπή: αλλαγή ονόµατος δεσµεύουσας µεταβλητής

β-µετατροπή: εφαρµογή συνάρτησης

η-µετατροπή: ισοδυναµία συναρτήσεων

Αναγωγή: µηδέν ή περισσότερες µετατροπές

Ισότητα : σχέση ισοδυναµίας που προκύπτει από την αναγωγή
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Επισκόπηση - ΙΙΙ

Κανονική µορφή: δεν περιέχει άλλα βη-redexes

(αναγωγή = υπολογισµός = αποτίµηση = κανονικοποίηση)

Κάθε λ-όρος έχει το πολύ µία κανονική µορφή

δεν ϐρίσκουν όλες οι στρατηγικές αναγωγής την κανονική µορφή

ενός όρου

Κανονική αναγωγή: επιλέγουµε πάντα το αριστερότερο λ

ϐρίσκει την κανονική µορφή, εάν υπάρχει

Κάθε όρος έχει σταθερό σηµείο (X = F X ). Ο τελεστής Y

επιστρέφει ένα σταθερό σηµείο µίας συνάρτησης

λ-λογισµός µπορεί να εκφράσει booleans, αριθµούς και όλους

τους όρους υπολογισµού
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