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Συστήµατα Τύπων

΄Ενα σύστηµα τύπων ( type system) είναι µία συντακτική

µέθοδος απόδειξης ότι κάποιες υπολογιστικές

συµπεριφορές εκλείπουν, µε την κατηγοριοποίηση

εκφράσεων ανάλογα µε το τι είδους τιµές υπολογίζουν.

Benjamin Pierce: Types and Programming Languages, 2002

Στατικά (static) συστήµατα τύπων

Μη πλήρης µέθοδος απόδειξης ορθότητας

Προσέγγιση των αποτελεσµάτων ενός υπολογισµού
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Συστήµατα Τύπων
Κεντρική Ιδέα

Ο έλεγχος τύπων αποσκοπεί στο να ϐρει ‘λανθασµένες’ χρήσεις

τιµών σε προγράµµατα.

Παράδειγµα: συνάρτηση not
έχει σχεδιαστεί για να εφαρµόζεται µόνο σε αληθοτιµές, π.χ.:

not true
η χρήση της σε κάποια άλλη τιµή είναι ‘λανθασµένη’ και

απαγορεύεται από ένα σύστηµα τύπων:

not 3
ένα λάθος τύπων σε ένα πρόγραµµα σηµαίνει πιθανότατα ότι ο

προγραµµατιστής έχει κάνει ένα σοβαρό σηµασιολογικό σφάλµα

Ο έλεγχος τύπων είναι συντηρητικός (conservative):

if true then 5 else not 3

Ο έλεγχος τύπων δεν πιάνει όλα τα λάθη

διαίρεση µε το µηδέν, δείκτης πίνακα εκτός ορίων

λεπτά σηµασιολογικά λάθη (‘bugs’)
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Συστήµατα Τύπων
Χρήσεις Συστηµάτων Τύπων

Εντοπισµός σηµασιολογικών σφαλµάτων

Αφαίρεση

Τεκµηρίωση

Ασφάλεια (= κανένας λανθασµένος υπολογισµός δε συµβαίνει

σε προγράµµατα που επιτρέπει το σύστηµα τύπων)

σύστηµα τύπων + δυναµικός έλεγχος
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Συστήµατα Τύπων
Εκφραστικότητα

΄Ενα σύστηµα τύπων απορρίπτει εκφράσεις της γλώσσας

Πολλές ϕορές ένα απλό σύστηµα τύπων είναι πολύ συντηρητικό

π.χ. λίστες χωρίς πολυµορφισµό

Εκφραστικότητα ενός συστήµατος τύπων: πόσες µη λανθασµένες

εκφράσεις επιτρέπει το σύστηµα

Η εκφραστικότητα είναι το κύριο µέληµα της έρευνας στους

τύπους
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Συστήµατα χωρίς Τύπους
λ-λογισµός χωρίς Τύπους

Ο λ-λογισµός που είδαµε + ‘τιµές’ + κανόνες αποτίµησης

λειτουργική σηµασιολογία (operational semantics)

Σύνταξη:

t ::= όρος

x µεταβλητή

λx.t λ-αφαίρεση

t t εφαρµογή

v ::= τιµή

λx.t λ-αφαίρεση

Αποτίµηση (κανόνες πρόθυµης αποτίµησης):

t1 −→ t ′1
(εφ.1)

t1 t2 −→ t ′1 t2

t −→ t ′

(εφ.2)
v t −→ v t ′

(β-µετ.)
(λx.t)v −→ t[x := v]

Αναγωγή:

−→∗=
∞⋃

i=0

−→i
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t −→ t ′

(εφ.2)
v t −→ v t ′

(β-µετ.)
(λx.t)v −→ t[x := v]

Αναγωγή:

−→∗=
∞⋃

i=0

−→i
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Συστήµατα χωρίς Τύπους
λ-λογισµός χωρίς Τύπους

Ο λ-λογισµός που είδαµε + ‘τιµές’ + κανόνες αποτίµησης
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Συστήµατα χωρίς Τύπους
Αληθοτιµές χωρίς Τύπους

Σύνταξη:

t ::= ...

true αληθές

false ψευδές

if t then t else t έλεγχος

v ::= ...

true
false

Αποτίµηση:

(αλ.)
if true then t1 else t2 −→ t1

(ψευδ.)
if false then t1 else t2 −→ t2

t1 −→ t ′1
(έλ.)

if t1 then t2 else t3 −→ if t ′1 then t2 else t3
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Συστήµατα χωρίς Τύπους
Αληθοτιµές χωρίς Τύπους
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Συστήµατα χωρίς Τύπους
Φυσικοί Αριθµοί χωρίς Τύπους

Σύνταξη:

t ::= ...

0 µηδέν

succ t διάδοχος

iszero t έλεγχος µηδέν

v ::= ...

0
succ v

Αποτίµηση:

t −→ t′

(διάδ.)
succ t −→ succ t′

t −→ t′

(έλ.0)
iszero t −→ iszero t′

(0)
iszero 0 −→ true

(µη 0)
iszero (succ v) −→ false

Γράφουµε 0,1,2... αντί για

0,succ 0,succ(succ 0)...

Υποθέτουµε την ύπαρξη συνηθισµένων πράξεων +-*/ κτλ.
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Φυσικοί Αριθµοί χωρίς Τύπους

Σύνταξη:

t ::= ...

0 µηδέν

succ t διάδοχος

iszero t έλεγχος µηδέν

v ::= ...

0
succ v

Αποτίµηση:

t −→ t′

(διάδ.)
succ t −→ succ t′

t −→ t′

(έλ.0)
iszero t −→ iszero t′

(0)
iszero 0 −→ true

(µη 0)
iszero (succ v) −→ false

Γράφουµε 0,1,2... αντί για

0,succ 0,succ(succ 0)...

Υποθέτουµε την ύπαρξη συνηθισµένων πράξεων +-*/ κτλ.

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - Ι



Συστήµατα χωρίς Τύπους
Παράδειγµα Ολοκληρωµένης Αποτίµησης

A = if iszero((λx.x)1) then 2 else 3

(β-µετ.)
(λx.x)1 −→ 1

(έλ.0)
iszero((λx.x)1) −→ iszero 1

(έλ.)
A −→ if iszero 1 then 2 else 3

(µη 0)
iszero 1 −→ false

(έλ.)
if iszero 1 then 2 else 3 −→ if false then 2 else 3

(ψευδ.)
if false then 2 else 3 −→ 3

A −→∗ 3
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Συστήµατα χωρίς Τύπους
Παράδειγµα Αποτυχηµένης Αποτίµησης

(β-µετ.)
(λx.x)1 −→ 1

(έλ.)
if (λx.x)1 then 2 else 3 −→ if 1 then 2 else 3

Σφάλµα υπολογισµού!

Κανένας κανόνας αποτίµησης δεν εφαρµόζεται πλέον

∆εν έχουµε ϕτάσει σε τιµή

∆εν έχουµε περίπτωση µη τερµατισµού

Αυτό είναι το είδος σφαλµάτων που ϑέλουµε να ‘πιάνει’ ένα σύστηµα

τύπων
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λ-λογισµός µε Απλούς Τύπους
Επιθυµητές Ιδιότητες Συστήµατος Τύπων

Το σύστηµα διαχωρίζει τις εκφράσεις σε όρθες (well-typed) και

εσφαλµένες (ill-typed)

Ασφάλεια (safety): ένα ϐήµα αποτίµησης σε ορθή έκφραση δίνει

µια νέα ορθή έκφραση

Πρόοδος (progress): µία ορθή έκφραση είτε είναι τιµή είτε

υπάρχει κανόνας αποτίµησης που µπορεί να εφαρµοστεί σε αυτήν
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λ-λογισµός µε Απλούς Τύπους
Τύποι και Περιβάλλοντα

Ορίζουµε δύο ακόµα συντακτικές κατηγορίες:

τύπος (type) (T )

περιβάλλον (environment,context) (Γ)

Το περιβάλλον είναι ένα σύνολο υποθέσεων για τους τύπους

µεταβλητών

υπόθεση: x : T

Γ ` t : T αν οι υποθέσεις στο Γ ισχύουν, τότε ο όρος t έχει τύπο T

γράφουµε ` t : T για Γ = ∅
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λ-λογισµός µε Απλούς Τύπους
Σύνταξη και Αποτίµηση

Σύνταξη:

t ::= ...

λx: T .t λ-αφαίρεση

v ::= ...

λx: T .t

T ::= τύποι

Nat ϕυσικοί

Bool αληθοτιµές

T → T συναρτήσεις

Γ ::= περιβάλλοντα

∅ κενό περιβάλλον

Γ, x : T ένωση

Αποτίµηση:

(β-µετ.)
(λx: T .t)v −→ t[x := v]
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λ-λογισµός µε Απλούς Τύπους
Κανόνες Τύπων

(τ.0)
Γ ` 0:Nat

(τ.αλ.)
Γ ` true:Bool

(τ.ψευδ.)
Γ ` false:Bool

Γ ` t : Nat
(τ.διάδ.)

Γ ` succ t : Nat

Γ ` t : Nat
(τ.έλ.0)

Γ ` iszero t : Bool

Γ ` t1 : Bool Γ ` t2 : T Γ ` t3 : T
(τ.έλ)

Γ ` if t1 then t2 else t3 : T

(x : T) ∈ Γ
(τ.µετ.)

Γ ` x : T

Γ ` t1 : T1 → T2 Γ ` t2 : T1
(τ.εφαρµ.)

Γ ` t1t2 : T2

Γ, x : T1 ` t : T2
(τ.λ-αφ.)

Γ ` λx : T1.t : T1 → T2
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λ-λογισµός µε Απλούς Τύπους
Παραδείγµατα Αναγωγής Τύπου

(x : Bool) ∈ {(x : Bool)}
(τ.µετ.)

x : Bool ` x : Bool
(τ.λ-αφ.)

` λx:Bool.x : Bool→Bool
(τ.αλ.)

` true : Bool
(τ.εφαρµ.)

` (λx:Bool.x)true : Bool

(τ.αλ.)
true : Bool

(τ.µη 0)
1 : Nat

(τ.ψευδ.)
false : Bool

X
if true then 1 else false : X
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(x : Bool) ∈ {(x : Bool)}
(τ.µετ.)

x : Bool ` x : Bool
(τ.λ-αφ.)

` λx:Bool.x : Bool→Bool
(τ.αλ.)

` true : Bool
(τ.εφαρµ.)

` (λx:Bool.x)true : Bool

(τ.αλ.)
true : Bool

(τ.µη 0)
1 : Nat

(τ.ψευδ.)
false : Bool

X
if true then 1 else false : X
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λ-λογισµός µε Απλούς Τύπους
Απάλειψη - Ι

Απάλειψη τύπων (erasure): σβήσιµο τύπων από τις εκφράσεις

erase(x) = x

erase(λx : T .t) = λx.erase(t)
erase(t1t2) = erase(t1)erase(t2)

Αν t −→ t ′ τότε erase(t) −→ erase(t ′)

Αν erase(t) −→ m τότε υπάρχει όρος t ′ ώστε erase(t ′) = m και

t −→ t ′

Ο όρος λ-λογισµού χωρίς τύπους m έχει τυπο (is typable) σε ένα

λογισµό L µε τύπους αν υπάρχει περιβάλλον Γ, όρος t και τύπος T

στο L, ώστε :

Γ ` t : T

erase(t) = m
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λ-λογισµός µε Απλούς Τύπους
Απάλειψη - ΙΙ

΄Οροι µε τύπο:

(λx.x)true
t = (λx:Bool.x)true
T = Bool
Γ = ∅

if iszero x then false else y
t = if iszero x then false else y
T = Bool
Γ = {(x : Nat), (y : Bool)}

΄Οροι χωρίς τύπο:

if true then 1 else false
Y (δηλ. λf.(λx.f x x)(λx.f x x))
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λ-λογισµός µε Απλούς Τύπους
Y δεν ΄Εχει Τύπο

Y = λf.(λx.f x x)(λx.f x x)

Y
′ = λf:Tf. (λx:Tx1

.f x x) (λx:Tx2
.f x x)

Tf = Tx1
→ Tx1

→ Tr1

Tf = Tx2
→ Tx2

→ Tr2

Tx1
= Tx2

→ Tr2

Tx1
= Tx2

= Tx Tr1 = Tr2 = Tr

Tx = Tx → Tr

∆εν επιτρέπονται άπειροι τύποι στο σύστηµα !
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Απλές Επεκτάσεις του λ-λογισµού
Εγγραφές - Ι

Ετικέττες (labels) (l)

Μετασυµβολισµός: X i∈1..n = X [i := 1], X [i := 2], .., X [i := n]

Νέα Σύνταξη:

t ::= ...

{(l=t)i∈1..n} εγγραφή

v ::= ...

{(l=v)i∈1..n}
T ::= ...

{(l:T)i∈1..n} τύπος εγγραφής
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Απλές Επεκτάσεις του λ-λογισµού
Εγγραφές - ΙΙ

Νέοι κανόνες αποτίµησης:

(αποαναφ.1)
{(li=vi)

i∈1..n}.lj −→ vj

t −→ t ′

(αποαναφ.2)
t.l −→ t ′.l

j ∈ 1..n tj −→ t ′j
(εγγρ.)

{(li=vi)
i∈1..j−1, (li=ti)

i∈j..n} −→
{(li=vi)

i∈1..j−1, (lj=t ′j ), (li=ti)
i∈j+1..n}

Νέοι κανόνες τύπων:

∀i. Γ ` ti : Ti
(τ.εγγρ.)

Γ ` {(li=ti)
i∈1..n} : {(li:Ti)

i∈1..n}

Γ ` t : {(li:Ti)
i∈1..n}

(τ.αποαναφ.)
Γ ` t.lj : Tj
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Απλές Επεκτάσεις του λ-λογισµού
Εναλλακτικοί Τύποι - Ι

Η τιµή ενός εναλλακτικού τύπου (variant type) επιλέγεται από ένα

πεπερασµένο σύνολο περιπτώσεων

Κάθε περίπτωση έχει δική της ετικέττα (όπως οι αλγεβρικοί τύποι

της Haskell)

Σύνταξη:

t ::= ...

<l=t> as T κόλληµα ετικέττας

case t of (<l=x> =>t)i∈1..n έλεγχος ετικέττας

v ::= ...

<l=v> as T
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Απλές Επεκτάσεις του λ-λογισµού
Εναλλακτικοί Τύποι - ΙΙ

Νέοι κανόνες αποτίµησης:

(επιλ.)
case <lj=vj> as T of (<li=xi>=>ti)

i∈1..n −→ tj [xj := vj ]

t −→ t′

(έλ.ετ.)
case t of X −→
case t′ of X

t −→ t′

(ετ.)
<li=t> as T −→
<li=t′> as T

Νέοι κανόνες τύπων:

Γ ` tj : Tj
(τ.ετ.)

Γ ` <lj=tj> as <(li:Ti)
i∈1..n> : <(li:Ti)

i∈1..n>

Γ ` t : <(li:Ti)
i∈1..n> ∀i. Γ, xi : Ti ` ti : T

(τ.έλ.ετ.)
Γ ` case t of (<li=xi>=>ti)

i∈1..n : T
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Απλές Επεκτάσεις του λ-λογισµού
Γενική Αναδροµή

Το Y δε µπορεί να κατασκευαστεί προγραµµατιστικά στη γλώσσα

µας, µπορούµε όµως να επεκτείνουµε τη γλώσσα µας

Θα ονοµάζουµε fix τον τελεστή αναδροµή Y στην επέκταση

Νέα σύνταξη:

t ::= ...

fix t σταθερό σηµείο

Νέοι κανόνες αποτίµησης:

(unfold)
fix(λx:T.t) −→

t[x := fix(λx:T.t)]

t −→ t′

(fix)
fix t −→ fix t′

Νέος κανόνας τύπων:

Γ ` t : T → T
(τ.fix)

Γ ` fix t : T
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Γενική Αναδροµή
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Απλές Επεκτάσεις του λ-λογισµού
Παράδειγµα Αναδροµής - Ι

factorial = fix factdef

factdef
= λf:Nat→Nat.λn:Nat.

if iszero n then 1 else n*f(n-1)

Τύπος:

...

n : Nat,f : Nat→Nat `
if iszero n then 1 else n*f(n-1) : Nat

(τ.λ-αφ.)
` factdef : (Nat→Nat)→(Nat→Nat)

(τ.fix)
` factorial : Nat→Nat
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Απλές Επεκτάσεις του λ-λογισµού
Παράδειγµα Αναδροµής - ΙΙ

factorial 1
−→ ( (λn:Nat.if iszero n then 1 else n*f(n-1))

[f := factorial]) 1
= (λn:Nat.

if iszero n then 1 else n*factorial(n-1))1
−→ if iszero 1 then 1 else 1*factorial(1-1)
−→∗ 1*factorial 0
−→ 1*(if iszero 0 then 1 else 0*factorial(0-1))
−→∗ 1*1
−→∗ 1
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Subtyping

Το απλό σύστηµα τύπων είναι πολύ αυστηρό:

(λr:{x:Nat}. r.x){x=0,y=1}

το όρισµα πρέπει να είναι ακριβώς τύπου {x:Nat}:

Γ ` f : T1 → T2 Γ ` x : T1
(τ.εφ.)

Γ ` f x : T2

Θέλουµε η έκφραση να επιτρέπεται : οποιαδήποτε εγγραφή που

να περιέχει την ετικέττα x µε τύπο Nat πρέπει να γίνεται δεκτή

Σχέση συµπερίληψης στους τύπους: ο τύπος {x:Nat} ϑα

πρέπει να περιέχει τις τιµές του τύπου {x:Nat,y:Nat}

Subtyping: σχέση συµπερίληψης στους τύπους. ΄Ενας τύπος S

είναι υποτύπος (subtype) ενός άλλου τύπου T όταν οι τιµές του S

είναι και τιµές του T . Ο T είναι υπερτύπος (supertype) του S.

‘S υποτύπος του T ’ γράφεται S <: T

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - Ι



Subtyping

Το απλό σύστηµα τύπων είναι πολύ αυστηρό:

(λr:{x:Nat}. r.x){x=0,y=1}

το όρισµα πρέπει να είναι ακριβώς τύπου {x:Nat}:

Γ ` f : T1 → T2 Γ ` x : T1
(τ.εφ.)

Γ ` f x : T2

Θέλουµε η έκφραση να επιτρέπεται : οποιαδήποτε εγγραφή που

να περιέχει την ετικέττα x µε τύπο Nat πρέπει να γίνεται δεκτή

Σχέση συµπερίληψης στους τύπους: ο τύπος {x:Nat} ϑα

πρέπει να περιέχει τις τιµές του τύπου {x:Nat,y:Nat}

Subtyping: σχέση συµπερίληψης στους τύπους. ΄Ενας τύπος S

είναι υποτύπος (subtype) ενός άλλου τύπου T όταν οι τιµές του S

είναι και τιµές του T . Ο T είναι υπερτύπος (supertype) του S.

‘S υποτύπος του T ’ γράφεται S <: T

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - Ι



Subtyping

Το απλό σύστηµα τύπων είναι πολύ αυστηρό:

(λr:{x:Nat}. r.x){x=0,y=1}

το όρισµα πρέπει να είναι ακριβώς τύπου {x:Nat}:

Γ ` f : T1 → T2 Γ ` x : T1
(τ.εφ.)

Γ ` f x : T2

Θέλουµε η έκφραση να επιτρέπεται : οποιαδήποτε εγγραφή που

να περιέχει την ετικέττα x µε τύπο Nat πρέπει να γίνεται δεκτή

Σχέση συµπερίληψης στους τύπους: ο τύπος {x:Nat} ϑα

πρέπει να περιέχει τις τιµές του τύπου {x:Nat,y:Nat}

Subtyping: σχέση συµπερίληψης στους τύπους. ΄Ενας τύπος S

είναι υποτύπος (subtype) ενός άλλου τύπου T όταν οι τιµές του S

είναι και τιµές του T . Ο T είναι υπερτύπος (supertype) του S.

‘S υποτύπος του T ’ γράφεται S <: T

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - Ι



Subtyping

Το απλό σύστηµα τύπων είναι πολύ αυστηρό:

(λr:{x:Nat}. r.x){x=0,y=1}

το όρισµα πρέπει να είναι ακριβώς τύπου {x:Nat}:

Γ ` f : T1 → T2 Γ ` x : T1
(τ.εφ.)

Γ ` f x : T2

Θέλουµε η έκφραση να επιτρέπεται : οποιαδήποτε εγγραφή που

να περιέχει την ετικέττα x µε τύπο Nat πρέπει να γίνεται δεκτή

Σχέση συµπερίληψης στους τύπους: ο τύπος {x:Nat} ϑα

πρέπει να περιέχει τις τιµές του τύπου {x:Nat,y:Nat}

Subtyping: σχέση συµπερίληψης στους τύπους. ΄Ενας τύπος S

είναι υποτύπος (subtype) ενός άλλου τύπου T όταν οι τιµές του S

είναι και τιµές του T . Ο T είναι υπερτύπος (supertype) του S.

‘S υποτύπος του T ’ γράφεται S <: T

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - Ι



Subtyping

Το απλό σύστηµα τύπων είναι πολύ αυστηρό:

(λr:{x:Nat}. r.x){x=0,y=1}

το όρισµα πρέπει να είναι ακριβώς τύπου {x:Nat}:

Γ ` f : T1 → T2 Γ ` x : T1
(τ.εφ.)

Γ ` f x : T2

Θέλουµε η έκφραση να επιτρέπεται : οποιαδήποτε εγγραφή που

να περιέχει την ετικέττα x µε τύπο Nat πρέπει να γίνεται δεκτή

Σχέση συµπερίληψης στους τύπους: ο τύπος {x:Nat} ϑα

πρέπει να περιέχει τις τιµές του τύπου {x:Nat,y:Nat}

Subtyping: σχέση συµπερίληψης στους τύπους. ΄Ενας τύπος S

είναι υποτύπος (subtype) ενός άλλου τύπου T όταν οι τιµές του S

είναι και τιµές του T . Ο T είναι υπερτύπος (supertype) του S.

‘S υποτύπος του T ’ γράφεται S <: T

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - Ι



Subtyping
Βασικοί Κανόνες

Υπαγωγή (subsumption)

Γ ` t : S S <: T
(υπαγ.)

Γ ` t : T

Ανακλαστικότητα

(ανακλ.)
S <: S

Μεταβατικότητα

S <: U U <: T
(µεταβ.)

S <: T
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Subtyping
Εγγραφές

Αντι-µονοτονική σχέση πλάτους:

(εγγ.πλ.)
{(li:Ti)

i∈1..n+k} <: {(li:Ti)
i∈1..n}

Μονοτονική σχέση ϐάθους:

∀i. Si <: Ti
(εγγ.βάθ.)

{(li:Si)
i∈1..n} <: {(li:Ti)

i∈1..n}

Αντιµετάθεση ετικεττών:

X αντιµετάθεση του Y
(εγγ.αντιµετ.)

{X} <: {Y}
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Subtyping
Εγγραφές - Παράδειγµα

(εγγ.πλ.)
{y:Nat} <: {}

(εγγ.βάθ.)
{x:{y:Nat}}<: {x:{}}

(εγγ.πλ.)
{x:{y:Nat},z:Nat}<: {x:{}}

΄Εστω:

rec={x=0,y=1} f = λr:{x:Nat}. r.x

T={x:Nat} S={x:Nat,y:Nat}

Τότε :

`0:Nat
...

`1:Nat (τ.εγγρ.)
` rec : S

(εγγ.πλ.)
S <: T

(υπαγ.)
` rec : T

...

` f : T → Nat
(τ.εφαρµ.)

` f rec : Nat
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Subtyping
Εναλλακτικοί Τύποι - Ι

΄Οταν έχουµε subtyping, δε χρειαζόµαστε το κοµµάτι as στους

εναλλακτικούς τύπους.

Νέα Σύνταξη:

t ::= ...

<l=t> as T κόλληµα ετικέττας

v ::= ...

<l=v> as T

Νέος κανόνας τύπων:

Γ ` t : T
(τ.ετ.)

<l=t> : <l:T>
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Subtyping
Εναλλακτικοί Τύποι - ΙΙ

Μονοτονική σχέση πλάτους:

(εναλ.πλ.)
<(li:Ti)

i∈1..n> <: <(li:Ti)
i∈1..n+k>

Μονοτονική σχέση ϐάθους:

∀i. Si <: Ti
(εναλ.βάθ.)

<(li:Si)
i∈1..n> <: <(li:Ti)

i∈1..n>

Αντιµετάθεση ετικεττών:

X αντιµετάθεση του Y
(εναλ.αντιµετ.)

<X> <: <Y>
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Subtyping
Συναρτήσεις και Top

Αντι-µονοτονικός / µονοτονικός κανόνας συναρτήσεων:

T1 <: S1 S2 <: T2
(υποτ.συν.)

S1 → S2 <: T1 → T2

Παράδειγµα:

h=λg:{x:Nat}→Nat.g{x=2}+1

µε το f του προηγούµενου παραδείγµατος:

h f −→ f{x=2}+1 −→∗ 3

µε λr:{}.4:

h(λr:{}.4) −→ (λr:{}.4){x=2}+1 −→∗ 5

Κορυφαίος τύπος Top: (top)
S <: Top

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - Ι



Subtyping
Συναρτήσεις και Top

Αντι-µονοτονικός / µονοτονικός κανόνας συναρτήσεων:

T1 <: S1 S2 <: T2
(υποτ.συν.)

S1 → S2 <: T1 → T2

Παράδειγµα:

h=λg:{x:Nat}→Nat.g{x=2}+1

µε το f του προηγούµενου παραδείγµατος:

h f −→ f{x=2}+1 −→∗ 3

µε λr:{}.4:

h(λr:{}.4) −→ (λr:{}.4){x=2}+1 −→∗ 5

Κορυφαίος τύπος Top: (top)
S <: Top

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - Ι



Subtyping
Συναρτήσεις και Top

Αντι-µονοτονικός / µονοτονικός κανόνας συναρτήσεων:

T1 <: S1 S2 <: T2
(υποτ.συν.)

S1 → S2 <: T1 → T2

Παράδειγµα:

h=λg:{x:Nat}→Nat.g{x=2}+1

µε το f του προηγούµενου παραδείγµατος:

h f −→ f{x=2}+1 −→∗ 3

µε λr:{}.4:

h(λr:{}.4) −→ (λr:{}.4){x=2}+1 −→∗ 5

Κορυφαίος τύπος Top: (top)
S <: Top

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - Ι



Subtyping
Συναρτήσεις και Top

Αντι-µονοτονικός / µονοτονικός κανόνας συναρτήσεων:

T1 <: S1 S2 <: T2
(υποτ.συν.)

S1 → S2 <: T1 → T2

Παράδειγµα:

h=λg:{x:Nat}→Nat.g{x=2}+1

µε το f του προηγούµενου παραδείγµατος:

h f −→ f{x=2}+1 −→∗ 3

µε λr:{}.4:

h(λr:{}.4) −→ (λr:{}.4){x=2}+1 −→∗ 5

Κορυφαίος τύπος Top: (top)
S <: Top

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - Ι



Subtyping
Συναρτήσεις και Top

Αντι-µονοτονικός / µονοτονικός κανόνας συναρτήσεων:

T1 <: S1 S2 <: T2
(υποτ.συν.)

S1 → S2 <: T1 → T2

Παράδειγµα:

h=λg:{x:Nat}→Nat.g{x=2}+1

µε το f του προηγούµενου παραδείγµατος:

h f −→ f{x=2}+1 −→∗ 3

µε λr:{}.4:

h(λr:{}.4) −→ (λr:{}.4){x=2}+1 −→∗ 5

Κορυφαίος τύπος Top: (top)
S <: Top

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - Ι



Επισκόπηση - Ι

Συστήµατα τύπων: στατικές µη πλήρεις αποδείξεις ορθότητας που

προσεγγίζουν τον υπολογισµό

εντοπίζουν (συντηρητικά) λανθασµένες χρήσεις τιµών

χρήσιµα για: εντοπισµό σφαλµάτων, αφαίρεση, τεκµηρίωση,

ασφάλεια

εκφραστικότητα: πόσες ορθές εκφράσεις επιτρέπονται

λ-λογισµός χωρίς τύπους + ϕυσικοί + αληθοτιµές

λάθος τύπων ↔ η αποτίµηση `κολλάει΄

Επιθυµητές ιδιότητες συστήµατος τύπων

ασφάλεια (η αποτίµηση διατηρεί την ορθότητα)

πρόοδος (η αποτίµηση ορθών εκφράσεων δεν κολλάει)

Μελέτη τύπων µέσω του ορισµού σχέσης: Γ ` t : T

Απάλειψη → πότε µία έκφραση χωρίς τύπους µπορεί να πάρει

τύπο σε ένα σύστηµα
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Επισκόπηση - ΙΙ

Ο τελεστής αναδροµής Y δεν έχει τύπο στον λ-λογισµό µε

απλούς τύπους

Απλές επεκτάσεις : εγγραφές, εναλλακτικές τιµές και αναδροµή

ως πρωταρχικός τελεστής

Subtyping: S <: T Οι τιµές ενός υποτύπου S είναι τιµές και του

υπερτύπου T

χαλαρώνει το σύστηµα τύπων επιτρέποντας περισσότερες

εφαρµογές

ϐασικές ιδιότητες: υπαγωγή, ανακλαστικότητα, µεταβατικότητα

αντιµονοτονικές σχέσεις subtyping σε εγγραφές / συναρτήσεις

απλοποίηση της σύνταξης για εναλλακτικούς τύπους

χρήση κορυφαίου τύπου Top
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