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Αναδροµικοί Τύποι

Αναδροµικος τύπος (recursive type) = τύπος του οποίου ο ορισµός

περιέχει τον εαυτό του

άπειροι τύποι µε επαναλαµβανόµενη δοµή (π.χ. λίστες, δέντρα κτλ.)

Στη Haskell: αλγεβρικοί τύποι (σε συνδυασµό µε εναλλακτικούς

τύπους και πολυµορφισµό)

Γενικότερα: συνδυάζονται και µε άλλους τύπους της γλώσσας

όπως εγγραφές, συναρτήσεις

Γράφουµε µX .F X για τον τύπο που ορίζεται T = F T , όπου F µία

συνάρτηση τύπων
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Αναδροµικοί Τύποι - Παραδείγµατα
Συνδυασµός µε Εναλλακτικούς Τύπους (Αλγεβρικοί Τύποι): Λίστες Φυσικών

Μία λίστα ϕυσικών αριθµών είναι :

η κενή λίστα ή

µία µη κενή λίστα που περιλαµβάνει ένα ϕυσικό αριθµό

ακολουθούµενο από µία λίστα ϕυσικών αριθµών

Συµβολίζουµε την κενή λίστα µε την ετικέττα nil και τη µη κενή

λίστα µε την ετικέττα cons. Στη Haskell

nil↔ []
cons↔ :

Ορισµός:

NatList = µX.<nil:{}, cons:{h:Nat,t:X}>
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Αναδροµικοί Τύποι - Παραδείγµατα
Η Πεινασµένη Συνάρτηση και τα Ρεύµατα

Η `πεινασµένη΄ συνάρτηση παίρνει έναν ϕυσικό και επιστρέφει τον

εαυτό της:

hungry = λn:Nat.hungry

Τύπος και ορισµός:

Hungry = µX.Nat→X
hungry = fix(λf:Nat→Hungry.λn:Nat.f)

΄Οµοια, αλλά πιο χρήσιµα: ϱεύµατα (streams):

µX .P → {result:R,next:X}

Παράδειγµα:

Sum = µX.Nat→{result:Nat,next:X}
sum = fix(λf:Nat→Sum.λi:Nat.λn:Nat.

{result = i+n, next = f(i+n)}) 0
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Αναδροµικοί Τύποι - Παραδείγµατα
Συναρτησιακά Αντικείµενα

Στο συναρτησιακό αντικειµενοστρεφές µοντέλο, αντί να

αλλάζουµε κατάσταση επιστρέφουµε ένα νέο αντικείµενο

Αντικείµενο µετρητής:

Counter = µX.{get:Nat, inc:Nat→X}
counter = fix(λf:Nat→Counter.λn:Nat.

{get=n, inc=λx:Nat.f(x+n)})

Χρήση:

counter 0.inc 2.get
= {get=0,inc=λx:Nat.counter(x+0)}

.inc 2.get
= (λx:Nat.counter(x+0))2.get
= counter 2.get
= {get=2,inc=λx:Nat.counter(x+2)}.get
= 2
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Αναδροµικοί Τύποι - Παραδείγµατα
Τύπος του Y

Ο όρος Y δεν έχει τύπο στον λ-λογισµό µε απλούς τύπους:

Y = λf.(λx.f (x x)) (λx.f (x x))

ο τύπος Tx της τυπικής x ϑα έπρεπε να ικανοποιεί:

Tx = Tx → Tr

Με αναδροµικούς τύπους, ο τύπος αυτός υπάρχει :

µX.X→Tr

Ο όρος fixT για αναδροµικό υπολογισµό σε τύπο T είναι :

fixT : (T→T)→T

RT = µX.X→T

fixT = λf:T→T. (λx:RT. f(x x))(λx:RT. f(x x))
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Αναδροµικοί Τύποι - Παραδείγµατα
Τύποι για Ολόκληρο το λ-λογισµό χωρίς Τύπους

΄Ολες οι τιµές είναι συναρτήσεις. Τύπος όλων των τιµών:

D=µX.X→X

Οµοίως µπορούµε να δώσουµε τύπους σε λ-λογισµό +

πρωτογενείς τιµές

δηλωτική σηµασιολογία για λ-λογισµούς

Παράδοξο; D=D→D
στη ϑεωρία συνόλων δεν ισχύει για κανένα αριθµήσιµο σύνολο D:

|D → D| = |D||D|

εδώ ισχύει : X → Y είναι το σύνολο των υπολογίσιµων

συναρτήσεων από X προς Y (λ-όροι)

|D| = |D→D| = ℵ0
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Αναδροµικοί Τύποι
Νέοι Κανόνες Σύνταξης και Τύπων

Σύνταξη:

T ::= ...

X µεταβλητή τύπων

µX .T αναδροµικός τύπος

Κανόνες Τύπων:

Γ ` t : T [X := µX .T ]
(αν.τ.-fold)

Γ ` t : µX .T

Γ ` t : µX .T
(αν.τ.-unfold)

Γ ` t : T [X := µX .T ]
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Εξαγωγή Τύπων

Εξαγωγή τύπων (type inference): δίνεται µία έκφραση λ-λογισµού

χωρίς τύπους και Ϲητούνται όλοι οι τύποι που µπορεί να πάρει αυτή

η έκφραση

ο προγραµµατιστής δε χρειάζεται να γράφει τύπους: η γλώσσα

τους ανακαλύπτει

εισαγωγικό ϑέµα στη µελέτη του πολυµορφισµού

΄Ενας όρος σε λ-λογισµό χωρίς τύπους µπορεί να δέχεται 0,1 ή

περισσότερους τύπους:

if 5 then 2 else 0 true
λx.x
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Εξαγωγή Τύπων
Σύστηµα υπό Εξέταση - Ι

Παίρνουµε τον λ-λογισµό χωρίς τύπους + ϕυσικούς + αληθοτιµές

Για ευκολία

χρήση συνηθισµένου συµβολισµού 0, 1, 2...
προσθέτουµε πράξεις + - * / < > =

Για ενδιαφέρον (πολυµορφισµός) προσθέτουµε λίστες:

t ::= ...

emptylist κενή λίστα

cons t t µη κενή λίστα

head t κεφαλή λίστας

tail t ουρά λίστας

isempty t έλ. κενότ.

v ::= ...

emptylist
cons v v

Κανόνες αποτίµησης παραλείπονται
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Εξαγωγή Τύπων
Σύστηµα υπό Εξέταση - ΙΙ

Τύποι λιστών:

(τ.κενής λ.)
Γ ` emptylist : [T]

Γ ` t1 : T Γ ` t2 : [T]
(τ.µη κενής λ.)

Γ ` cons t1 t2 : [T]

Γ ` t : [T]
(τ.κεφαλής)

Γ ` head t : T

Γ ` t : [T]
(τ.ουράς)

Γ ` tail t : [T]

Γ ` t : [T]
(τ.ελ.κενότ.)

Γ ` isempty t : Bool
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Εξαγωγή Τύπων
Μεταβλητές Τύπων και Αντικαταστάσεις

Προσθέτουµε µεταβλητές τύπων

Σύνολο TypeExp εκφράσεων τύπων δίνεται από:

TX ::= X |Nat|Bool|TX → TX |[TX]

(X µεταβλητές τύπων)

Σύνολο µεταβλητών τύπου: TypeVar = {A,B...}

Αντικατάσταση τύπων: συνάρτηση στο TypeVar →f TypeExp

΄Εστω έκφραση τύπων E και αντικατάσταση σ. Η έκφραση σ(E)
δίνεται από ταυτόχρονη αντικατάσταση:

X 6∈ Domσ ⇒ σ(X) = X

σ(Nat) = Nat
σ(Bool) = Bool
σ(T1 → T2) = σ(T1) → σ(T2)
σ([T]) = [σ(T)]
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Εξαγωγή Τύπων
Πιο Γενικός Πολυµορφικός Τύπος

΄Εστω κλειστός όρος χωρίς τύπους t . Αν ο t παίρνει τύπο, τότε

υπάρχει µία έκφραση τύπων Pt ώστε κάθε τύπος του t να είναι της

µορφής σ(Pt) για κάποια αντικατάσταση σ

Η E ονοµάζεται πιο γενικός πολυµορφικός τύπος για τον t

Η διαδικασία εξαγωγής τύπου παίρνει έναν όρο t και επιστρέφει

τον πιο γενικό πολυµορφικό τύπο Pt ή

σφάλµα σε περίπτωση που ο t δεν είναι κλειστός ή ο Pt δεν

υπάρχει
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Εξαγωγή Τύπων
Βήµα Ι - Ανάθεση Τύπων

Για κάθε υποέκφραση και κάθε δεσµεύουσα µεταβλητή στον όρο

µας, ορίζουµε µία µεταβλητή τύπου.

Παράδειγµα:

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

λf.cons emptylist (f(λx.x+1)) : A
f : B
cons emptylist (f(λx.x+1)) : C
emptylist : D
f(λx.x+1) : E
f : F
λx.x+1 : G
x : H
x+1 : I
x : J
1 : K
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Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙ - Εξαγωγή Περιορισµών - Ι

Περιορισµός (constraint) = µία εξίσωση µεταξύ εκφράσεων τύπων

Ο αλγόριθµος εξαγωγής τύπου εξάγει ένα σύνολο περιορισµών

C που περιέχει τους τύπους των υποεκφράσεων

Κανόνες εξαγωγής περιορισµών (για κάθε υποέκφραση E και

αντίστοιχη µεταβλητή τύπου X )

µεταβλητή x . ΄Εστω Y η µεταβλητή τύπου που ανέθεσε στη x το

ϐήµα Ι :

E = x : X ⇒ X = Y

σταθερά c τύπου T = Bool ή T = Nat:

E = c : X ⇒ X = T

δυαδικός τελεστής b τύπου T → T → U







E = b t1 t2 : X

t1 : Y

t2 : Z







⇒







Y = T

Z = T

X = U






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Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙ - Εξαγωγή Περιορισµών - ΙΙ

Κανόνες εξαγωγής περιορισµών (συνέχεια)

τελεστής if then else:














E = if t1 then t2 else t3 : X

t1 : Y

t2 : Z

t3 : W















⇒







Y = Bool
X = Z

Z = W







Κενή λίστα:

E = emptylist : X ⇒ X = [Y]

Y : αχρησιµοποίητη µεταβλητή τύπων

Μη κενή λίστα:






E = cons t1 t2 : X

t1 : Y

t2 : Z







⇒

{

Z = [Y]
X = Z

}
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Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙ - Εξαγωγή Περιορισµών - ΙΙΙ

Κανόνες εξαγωγής περιορισµών (συνέχεια)

τελεστής head:

{

E = head t : X

t : Y

}

⇒ Y = [X]

τελεστής tail:

{

E = tail t : X

t : Y

}

⇒

{

X = Y

Y = [Z]

}

Z : αχρησιµοποίητη µεταβλητή τύπων

τελεστής isempty:

{

E = isempty t : X

t : Y

}

⇒

{

X = Bool
Y = [Z]

}

Z : αχρησιµοποίητη µεταβλητή τύπων
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t : Y

}

⇒ Y = [X]

τελεστής tail:

{

E = tail t : X

t : Y

}
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{
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}
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Κανόνες εξαγωγής περιορισµών (συνέχεια)
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


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Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

Περιορισµοί:

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = H→I I = Nat
J = Nat K = Nat
J = H K = Nat
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Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Ενοποίηση - Ι

Παίρνουµε το σύνολο περιορισµών C από το προηγούµενο ϐήµα

και εφαρµόζουµε ενοποίηση (unification) για την εξαγωγή του πιο

γενικού τύπου

Αλγόριθµος ενοποίησης:

εισάγουµε νέο περιορισµό A’=A. ΄Εστω a αυτός ο περιορισµός

για κάθε περιορισµό c (εκτός από τον a)

αν ο c ϐρίσκει αντίφαση, σταµατάµε µε αποτυχία

αλλιώς, εφαρµόζουµε τον c σε όλους τους άλλους περιορισµούς

ϐγάζουµε τον c από τον C

αν δεν έχουµε αποτυχία µέχρι το τέλος, ο περιορισµός a δίνει τον

πιο γενικό τύπο της έκφρασης
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Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Ενοποίηση - ΙΙ

Κανόνες χειρισµού περιορισµών:

περιορισµός X = T και X 6∈ FV(T): εφαρµογή της µετατροπής

[X := T ] σε κάθε άλλο περιορισµό του C

περιορισµός T = X : όµοια µε X = T

περιορισµός [T1] = [T2]: εισαγωγή περιορισµού T1 = T2

περιορισµός S1 → T1 = S2 → T2: εισαγωγή περιορισµών S1 = S2

και T1 = T2

περιορισµός T = T για T σταθερό τύπο ή µεταβλητή: καµία

ενέργεια

κάθε άλλη περίπτωση: αποτυχία

Στο τέλος µένουµε µε τον περιορισµό a που είναι της µορφής

A’=T . Ο T είναι ο πιο γενικός τύπος που ψάχνουµε
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Στο τέλος µένουµε µε τον περιορισµό a που είναι της µορφής

A’=T . Ο T είναι ο πιο γενικός τύπος που ψάχνουµε

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Ενοποίηση - ΙΙ

Κανόνες χειρισµού περιορισµών:

περιορισµός X = T και X 6∈ FV(T): εφαρµογή της µετατροπής

[X := T ] σε κάθε άλλο περιορισµό του C

περιορισµός T = X : όµοια µε X = T

περιορισµός [T1] = [T2]: εισαγωγή περιορισµού T1 = T2

περιορισµός S1 → T1 = S2 → T2: εισαγωγή περιορισµών S1 = S2

και T1 = T2

περιορισµός T = T για T σταθερό τύπο ή µεταβλητή: καµία

ενέργεια

κάθε άλλη περίπτωση: αποτυχία

Στο τέλος µένουµε µε τον περιορισµό a που είναι της µορφής

A’=T . Ο T είναι ο πιο γενικός τύπος που ψάχνουµε

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = H→I I = Nat
J = Nat K = Nat
J = H K = Nat

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = H→I I = Nat
J = Nat K = Nat
J = H K = Nat

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = H→I I = Nat
J = Nat Nat = Nat
J = H

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = H→I I = Nat
J = Nat Nat = Nat
J = H

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = H→I I = Nat
H = Nat Nat = Nat

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = H→I I = Nat
H = Nat Nat = Nat

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = H→I I = Nat
H = Nat

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = H→I I = Nat
H = Nat

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = Nat→I I = Nat

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = Nat→I I = Nat

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = Nat→Nat

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = G→E F = B
G = Nat→Nat

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = (Nat→Nat)→E F = B

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
F = (Nat→Nat)→E F = B

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
B = (Nat→Nat)→E

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = B→C E = [D]
C = E D = [L]
B = (Nat→Nat)→E

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = ((Nat→Nat)→E)→C E = [D]
C = E D = [L]

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = ((Nat→Nat)→E)→C E = [D]
C = E D = [L]

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = ((Nat→Nat)→E)→C E = [[L]]
C = E

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = ((Nat→Nat)→E)→C E = [[L]]
C = E

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = ((Nat→Nat)→E)→E E = [[L]]

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = ((Nat→Nat)→E)→E E = [[L]]

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπων
Βήµα ΙΙΙ - Παράδειγµα

λf.cons emptylist (f(λx.x+1))

A = ((Nat→Nat)→[[L]])→[[L]]

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπου
Χαρακτηριστικά της Haskell που δεν καλύψαµε

∆οµές let,where και ορισµοί (+αναδροµή)

([]++"a",[]++[1])
\l->(l++"a",l++[1])

Πλειάδες, αλγεβρικοί τύποι

προφανής επέκταση

Υπερφόρτωση και κλάσεις

Μοτίβα

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπου
Χαρακτηριστικά της Haskell που δεν καλύψαµε

∆οµές let,where και ορισµοί (+αναδροµή)

([]++"a",[]++[1])
\l->(l++"a",l++[1])

Πλειάδες, αλγεβρικοί τύποι

προφανής επέκταση

Υπερφόρτωση και κλάσεις

Μοτίβα

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπου
Χαρακτηριστικά της Haskell που δεν καλύψαµε

∆οµές let,where και ορισµοί (+αναδροµή)

([]++"a",[]++[1])
\l->(l++"a",l++[1])

Πλειάδες, αλγεβρικοί τύποι

προφανής επέκταση

Υπερφόρτωση και κλάσεις

Μοτίβα

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπου
Χαρακτηριστικά της Haskell που δεν καλύψαµε

∆οµές let,where και ορισµοί (+αναδροµή)

([]++"a",[]++[1])
\l->(l++"a",l++[1])

Πλειάδες, αλγεβρικοί τύποι

προφανής επέκταση

Υπερφόρτωση και κλάσεις

Μοτίβα

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Εξαγωγή Τύπου
Χαρακτηριστικά της Haskell που δεν καλύψαµε

∆οµές let,where και ορισµοί (+αναδροµή)

([]++"a",[]++[1])
\l->(l++"a",l++[1])

Πλειάδες, αλγεβρικοί τύποι

προφανής επέκταση

Υπερφόρτωση και κλάσεις

Μοτίβα

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Πολυµορφισµός
let (Haskell,ML) Πολυµορφισµός

Επιτρέπονται εκφράσεις χωρίς τύπους

(ή τύποι µε µεταβλητές τύπων)

Εκφράσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν µε οποιονδήποτε από

τους τύπους τους:

map :: (a->b)->[a]->[b]

map (\x-> x+1) [2,3] −→ [3,4]

map (\x-> x++[1]) [[2],[3]] −→ [[2,1],[3,1]]

Το σύστηµα τύπων δεν επηρεάζεται. Εκφράσεις όπως

[1,False] δεν παίρνουν τύπο και δεν επιτρέπονται

΄Ενας πολυµορφικός τύπος είναι ένα σύνολο µονοµορφικών τύπων

οι µεταβλητές αντικαθίστανται µόνο από µονοµορφικούς τύπους

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Πολυµορφισµός
let (Haskell,ML) Πολυµορφισµός

Επιτρέπονται εκφράσεις χωρίς τύπους

(ή τύποι µε µεταβλητές τύπων)

Εκφράσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν µε οποιονδήποτε από

τους τύπους τους:

map :: (a->b)->[a]->[b]

map (\x-> x+1) [2,3] −→ [3,4]

map (\x-> x++[1]) [[2],[3]] −→ [[2,1],[3,1]]

Το σύστηµα τύπων δεν επηρεάζεται. Εκφράσεις όπως

[1,False] δεν παίρνουν τύπο και δεν επιτρέπονται

΄Ενας πολυµορφικός τύπος είναι ένα σύνολο µονοµορφικών τύπων

οι µεταβλητές αντικαθίστανται µόνο από µονοµορφικούς τύπους

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Πολυµορφισµός
let (Haskell,ML) Πολυµορφισµός

Επιτρέπονται εκφράσεις χωρίς τύπους

(ή τύποι µε µεταβλητές τύπων)

Εκφράσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν µε οποιονδήποτε από

τους τύπους τους:

map :: (a->b)->[a]->[b]

map (\x-> x+1) [2,3] −→ [3,4]

map (\x-> x++[1]) [[2],[3]] −→ [[2,1],[3,1]]

Το σύστηµα τύπων δεν επηρεάζεται. Εκφράσεις όπως

[1,False] δεν παίρνουν τύπο και δεν επιτρέπονται

΄Ενας πολυµορφικός τύπος είναι ένα σύνολο µονοµορφικών τύπων

οι µεταβλητές αντικαθίστανται µόνο από µονοµορφικούς τύπους

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Πολυµορφισµός
let (Haskell,ML) Πολυµορφισµός

Επιτρέπονται εκφράσεις χωρίς τύπους

(ή τύποι µε µεταβλητές τύπων)

Εκφράσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν µε οποιονδήποτε από

τους τύπους τους:

map :: (a->b)->[a]->[b]

map (\x-> x+1) [2,3] −→ [3,4]

map (\x-> x++[1]) [[2],[3]] −→ [[2,1],[3,1]]

Το σύστηµα τύπων δεν επηρεάζεται. Εκφράσεις όπως

[1,False] δεν παίρνουν τύπο και δεν επιτρέπονται

΄Ενας πολυµορφικός τύπος είναι ένα σύνολο µονοµορφικών τύπων

οι µεταβλητές αντικαθίστανται µόνο από µονοµορφικούς τύπους

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Πολυµορφισµός
Ισχυρότερα Συστήµατα Πολυµορφισµού - Σύστηµα F

Σύστηµα F : οι πολυµορφικοί τύποι συµπεριλαµβάνονται στο

σύστηµα τύπων

΄Ενας πολυµορφικός τύπος αντιµετωπίζεται ως ένας τύπος από

µόνος του και όχι ως σύνολο µονοµορφικών τύπων

Οι µεταβλητές τύπων αντικαθίστανται και από πολυµορφικούς

τύπους

Παράδειγµα πολυµορφικού τύπου: ∀X.[X]

αν e:∀X.[X], τότε, για κάθε τύπο X είναι e<<X>>:[X]

παράδειγµα:

emptylist : ∀X.[X]
emptylist<<Int>> : [Int]
emptylist<<∀X.X→X>> : [∀X.X→X]
[emptylist] : [∀X.[X]]

Εξαγωγή τύπου µη αποφασίσιµη

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Πολυµορφισµός
Ισχυρότερα Συστήµατα Πολυµορφισµού - Σύστηµα F

Σύστηµα F : οι πολυµορφικοί τύποι συµπεριλαµβάνονται στο

σύστηµα τύπων

΄Ενας πολυµορφικός τύπος αντιµετωπίζεται ως ένας τύπος από

µόνος του και όχι ως σύνολο µονοµορφικών τύπων

Οι µεταβλητές τύπων αντικαθίστανται και από πολυµορφικούς

τύπους

Παράδειγµα πολυµορφικού τύπου: ∀X.[X]

αν e:∀X.[X], τότε, για κάθε τύπο X είναι e<<X>>:[X]

παράδειγµα:

emptylist : ∀X.[X]
emptylist<<Int>> : [Int]
emptylist<<∀X.X→X>> : [∀X.X→X]
[emptylist] : [∀X.[X]]

Εξαγωγή τύπου µη αποφασίσιµη

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Πολυµορφισµός
Ισχυρότερα Συστήµατα Πολυµορφισµού - Σύστηµα F

Σύστηµα F : οι πολυµορφικοί τύποι συµπεριλαµβάνονται στο

σύστηµα τύπων

΄Ενας πολυµορφικός τύπος αντιµετωπίζεται ως ένας τύπος από

µόνος του και όχι ως σύνολο µονοµορφικών τύπων

Οι µεταβλητές τύπων αντικαθίστανται και από πολυµορφικούς

τύπους

Παράδειγµα πολυµορφικού τύπου: ∀X.[X]

αν e:∀X.[X], τότε, για κάθε τύπο X είναι e<<X>>:[X]

παράδειγµα:

emptylist : ∀X.[X]
emptylist<<Int>> : [Int]
emptylist<<∀X.X→X>> : [∀X.X→X]
[emptylist] : [∀X.[X]]

Εξαγωγή τύπου µη αποφασίσιµη

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Πολυµορφισµός
Ισχυρότερα Συστήµατα Πολυµορφισµού - Σύστηµα F

Σύστηµα F : οι πολυµορφικοί τύποι συµπεριλαµβάνονται στο

σύστηµα τύπων

΄Ενας πολυµορφικός τύπος αντιµετωπίζεται ως ένας τύπος από

µόνος του και όχι ως σύνολο µονοµορφικών τύπων

Οι µεταβλητές τύπων αντικαθίστανται και από πολυµορφικούς

τύπους

Παράδειγµα πολυµορφικού τύπου: ∀X.[X]

αν e:∀X.[X], τότε, για κάθε τύπο X είναι e<<X>>:[X]

παράδειγµα:

emptylist : ∀X.[X]
emptylist<<Int>> : [Int]
emptylist<<∀X.X→X>> : [∀X.X→X]
[emptylist] : [∀X.[X]]

Εξαγωγή τύπου µη αποφασίσιµη

Γιάννης Κασσιός Λάµβδα Λογισµός µε Τύπους - ΙΙ



Πολυµορφισµός
Ισχυρότερα Συστήµατα Πολυµορφισµού - Σύστηµα F

Σύστηµα F : οι πολυµορφικοί τύποι συµπεριλαµβάνονται στο

σύστηµα τύπων

΄Ενας πολυµορφικός τύπος αντιµετωπίζεται ως ένας τύπος από

µόνος του και όχι ως σύνολο µονοµορφικών τύπων

Οι µεταβλητές τύπων αντικαθίστανται και από πολυµορφικούς

τύπους

Παράδειγµα πολυµορφικού τύπου: ∀X.[X]

αν e:∀X.[X], τότε, για κάθε τύπο X είναι e<<X>>:[X]

παράδειγµα:

emptylist : ∀X.[X]
emptylist<<Int>> : [Int]
emptylist<<∀X.X→X>> : [∀X.X→X]
[emptylist] : [∀X.[X]]

Εξαγωγή τύπου µη αποφασίσιµη
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Πολυµορφισµός
Ισχυρότερα Συστήµατα Πολυµορφισµού - Σύστηµα F<:

Σύστηµα F<:: F + subtyping + subtyping στις παραµέτρους τύπων

Περιορισµός της παραµέτρου σε υποτύπους δεδοµένου τύπου:

∀X<:{c:Int}.X→X

Πανίσχυρο αλλά δύσχρηστο σύστηµα

΄Ελεγχος τύπων µη αποφασίσιµος στο πλήρες F<:
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Επισκόπηση

Οι αναδροµικοί τύποι έχουν πολύ µεγάλη εκφραστικότητα. Μπορεί

να δώσει τύπο σε κάθε έκφραση του λ-λογισµού χωρίς τύπους

Η χρήση µεταβλητών τύπων κάνει δυνατή την εξαγωγή τύπου και

κάθε είδος πολυµορφισµού

Σε ένα σύστηµα τύπων όπως της Haskell, οι εκφράσεις έχουν ένα

γενικότερο πολυµορφικό τύπο

Ο αλγόριθµος εξαγωγής τύπου Hindley-Milner ανακαλύπτει τον πιο

γενικό πολυµορφικό τύπο µίας έκφρασης χρησιµοποιώντας

εξαγωγή περιορισµών και ενοποίηση

Ο let- ή ML- πολυµορφισµός επιτρέπει τη χρήση εκφράσεων

οπουδήποτε τουλάχιστον ένας από τους τύπους τους είναι

έγκυρος

Ισχυρότερα συστήµατα πολυµορφισµού δε διαχωρίζουν τους

πολυµορφικούς από τους µονοµορφικούς τύπους
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