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1. ΄Εστω A ένα µη κενό σύνολο. Να δείξετε ότι η αλγεβρική δοµή (P(A),⊕) είναι αβελιανή οµάδα.

2. ΄Εστω ένα ξενοδοχείο µε απείρως αριθµήσιµο πλήθος δωµατίων που είναι όλα κατειληµµένα. Σε κάθε

δωµάτιο µένει µόνο ένα άτοµο. Επιτρέπονται οι µετακινήσεις.

Μπορούν να εξυπηρετηθούν :

α. ένας νέος πελάτης ;

ϐ. απείρως αριθµήσιµοι νέοι πελάτες ;

γ. απείρως αριθµήσιµα γκρουπ από απείρως αριθµήσιµους νέους πελάτες ;

3. Να δείξετε ότι το δυναµοσύνολο του N δεν είναι αριθµήσιµο.

4. Να δείξετε ότι το σύνολο των ϑετικών ϱητών Q+
είναι αριθµήσιµο.

5. Παρουσιάζουµε µια απόδειξη της πρότασης ‘‘Οποιεσδήποτε n µπάλες του µπιλιάρδου έχουν το ίδιο

χρώµα’’ µε επαγωγή.

Βάση της επαγωγής: για n = 1, τετριµµένα αληθής

Επαγωγικό ϐήµα: έστω k + 1 αριθµηµένες µπάλες. Οι 1, 2, . . . , k έχουν το ίδιο χρώµα. Οµοίως και οι

2, 3, . . . , (k + 1). ΄Αρα όλες έχουν το ίδιο χρώµα.

Ποιο είναι το λάθος στην απόδειξη ;

6. Μια χώρα κατοικείται µόνο από ανθρώπους που είτε λένε πάντα αλήθεια, ή πάντα ψέµατα και απαντούν

σε ερωτήσεις µόνο µε ένα ‘ναι’ ή ένα ‘όχι’.
΄Ενας τουρίστας ϕτάνει σε µια διακλάδωση του δρόµου που µόνο το ένα παρακλάδι της οδηγεί στην πρωτεύ-

ουσα. ∆εν υπάρχει πινακίδα που να υποδεικνύει ποιο παρακλάδι να ακολουθήσει, αλλά υπάρχει ένας κάτοικος,

ο κύριος Ζ, ο οποίος στέκεται στη διακλάδωση.

Ποια ερώτηση πρέπει να του κάνει ο τουρίστας για να αποφασίσει ποιο παρακλάδι πρέπει να ακολουθήσει ;

7. Καρκινική λέγεται µια λέξη που διαβάζεται το ίδιο είτε κανονικά είτε ανάποδα. Πόσες καρκινικές λέξεις

µε 7 γράµµατα είναι δυνατόν να ϕτιαχτούν µε το ελληνικό αλφάβητο ;

8.

α. Με πόσους τρόπους µπορεί να δηµιουργηθεί το σχήµα
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µε 0 και 1;

ϐ. Πόσα από αυτά τα σχήµατα δεν είναι συµµετρικά ως προς τον κατακόρυφο άξονα ;

9. Την παραµονή των Χριστουγέννων οι γονείς του Αλέξη, του Κώστα και του ∆ηµήτρη πρέπει να µοιράσουν

στα παιδιά τους 13 παιχνίδια. Με πόσους διαφορετικούς τρόπους µπορούν να κατανείµουν τα παιχνίδια µεταξύ

των παιδιών τους ;

10. Κινούµαι σε ένα πλέγµα ακεραίων κάνοντας είτε ένα ϐήµα δεξιά ή ένα πάνω. Με πόσα διαφορετικά

µονοπάτια µπορώ να ϕτάσω από το (0, 0) στο (10, 20);

11. ΄Εχουµε n διακεκριµένα άτοµα και τα ϐάζουµε να καθίσουν γύρω από ένα στρογγυλό τραπέζι. Οι

καρέκλες δεν είναι αριθµηµένες. Με πόσους διαφορετικούς τρόπους µπορούν να καθίσουν ;

12. ΄Εστω ότι ο n είναι ϑετικός ακέραιος. ∆είξτε ότι :

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
= 0

13. Αποδείξτε την ταυτότητα (
2n

2

)
= 2

(
n

2

)
+ n2

α. αλγεβρικά,

ϐ. συνδυαστικά.

14. Στην τράπουλα έχουµε 52 ϕύλλα όπου κάθε ϕύλλο έχει χρώµα και τιµή. Υπάρχουν 4 χρώµατα:

µπαστούνια (♠), κούπες (♥), σπαθιά (♣), καρώ (♦) και 13 τιµές : 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J (ϐαλές), Q (ντάµα),

K (ϱήγας), A (άσσος).

Στο παιχνίδι ‘απλουστευµένο πόκερ’ κάθε παίκτης σε κάθε µοιρασιά λαµβάνει 5 ϕύλλα.

Πόσες διαφορετικές µοιρασιές υπάρχουν όπου ένας παίκτης έχει

α. 4 ϕύλλα µε ίδια τιµή και διαφορετικό χρώµα, µαζί µε ένα οποιοδήποτε άλλο ϕύλλο ;

ϐ. 3 ϕύλλα µε ίδια τιµή και 2 ϕύλλα µιας άλλης τιµής ;

γ. 2 Ϲευγάρια (δηλαδή 2 ϕύλλα ίδιας τιµής, άλλα 2 ϕύλλα ίδιας τιµής και ένα 5ο ϕύλλο µιας άλλης τιµής);

15. Πόσοι ϑετικοί ακέραιοι µικρότεροι του 1.000.000 υπάρχουν, µε ένα ακριβώς ψηφίο ίσο µε 9 και

άθροισµα ψηφίων ίσο µε 13;

16. (Το πρόβληµα Monty Hall) Σε ένα τηλεπαιχνίδι ο παίκτης πρέπει να επιλέξει µία από τρείς πόρτες.

Πίσω από τη µία πόρτα ϐρίσκεται ένα αυτοκίνητο ενώ πίσω από τις άλλες δύο ϐρίσκονται κατσίκες. Μετά από
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την επιλογή του παίκτη ο παρουσιαστής, ανεξάρτητα από την επιλογή του παίκτη, αποκαλύπτει µε την ίδια

πιθανότητα µια από τις δύο πόρτες που πίσω της υπάρχει µια κατσίκα. Είναι προς το συµφέρον του παίκτη να

αλλάξει την αρχική επιλογή του ;

17. ΄Εχουµε 2 κουτιά µε σφαίρες. Το κουτί I περιέχει 3 κόκκινες και 2 µπλε σφαίρες. Το κουτί II

περιέχει 2 κόκκινες και 8 µπλε σφαίρες. Ρίχνουµε ένα νόµισµα και αν ϕέρει κορώνα ϐγάζουµε µια σφαίρα από

το κουτί I, αλλιώς από το II. Ποια η πιθανότητα να ϐγάλουµε κόκκινη σφαίρα ;

18. Το παιχνίδι µε τα «περίεργα Ϲάρια» παίζεται µε τα τρία περίεργα αριθµηµένα Ϲάρια (Α,Β,Γ). Το Α έχει

τις τιµές 2, 6 και 7, το Β τις τιµές 1, 5 και 9 και το Γ τις τιµές 3, 4 και 8. Ο παίκτης που αρχίζει επιλέγει ένα

Ϲάρι και το ϱίχνει και ο επόµενος επιλέγει ένα από τα υπόλοιπα Ϲάρια και το ϱίχνει. Κερδίζει ο παίκτης που

το Ϲάρι του ϑα δείξει το µεγαλύτερο αριθµό. Ποιό Ϲάρι πρέπει να επιλέξουµε ώστε να µεγιστοποιήσουµε την

πιθανότητα νίκης ;

19. ΄Εχουµε δύο νοµίσµατα, το κανονικό που µε πιθανότητα
1
2 ϕέρνει κορώνα και µε πιθανότητα

1
2 ϕέρνει

γράµµατα και το «πειραγµένο» που πάντα ϕέρνει κορώνα. Επιλέγουµε ένα νόµισµα τυχαία και το στρίβουµε.

Αν το αποτέλεσµα είναι κορώνα ποιά είναι η πιθανότητα να έχουµε επιλέξει το κανονικό νόµισµα ;

20. Μια λεοπάρδαλη κατοικεί στη σπηλιά Α µε πιθανότητα
1
2 , στη σπηλιά Β µε πιθανότητα

1
4 και στη

σπηλιά Γ µε πιθανότητα
1
4 . ΄Ενα κουνέλι µπαίνει σε κάποια από τις δύο σπηλιές που δεν κατοικούνται µε ίση

πιθανότητα. Το κουνέλι αφήνει ίχνη µπροστά από τη σπηλιά που µπήκε µε πιθανότητα
1
3 , ενώ οι λεοπαρδάλεις

δεν αφήνουν ποτέ ίχνη. Ποιά είναι η πιθανότητα να κατοικεί η λεοπάρδαλη στη σπηλιά Γ δεδοµένου ότι δεν

υπάρχουν ίχνη µπροστά από τη σπηλιά Β;

21. ΄Εχουµε n διακεκριµένα άτοµα και τα ϐάζουµε να καθίσουν γύρω από ένα στρογγυλό τραπέζι µε n

καρέκλες. Οι καρέκλες δεν είναι αριθµηµένες.

΄Εστω πως δύο συγκεκριµένα άτοµα από τα n είναι τσακωµένα µεταξύ τους και δεν πρέπει να καθίσουν σε

διπλανές ϑέσεις.

Με πόσους διαφορετικούς τρόπους µπορούν να καθίσουν τα n άτοµα ;

22. ΄Εχουµε n διακεκριµένα άτοµα και τα ϐάζουµε να καθίσουν γύρω από ένα στρογγυλό τραπέζι µε n

καρέκλες. Οι καρέκλες δεν είναι αριθµηµένες.

΄Εστω πως δύο συγκεκριµένα άτοµα από τα n πρέπει να καθίσουν σε διπλανές ϑέσεις.

Με πόσους διαφορετικούς τρόπους µπορούν να καθίσουν τα n άτοµα ;

23. ∆ίνεται ένα σύνολο µε n στοιχεία. Πόσα διακεκριµένα υποσύνολα 5 στοιχείων µπορώ να ϕτιάξω ;

24. Οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς ; ∆ικαιολογήστε τις απαντήσεις σας.

α. {{{}}} ⊆ {{}}

ϐ. {{{}}} ∩ {{}} = {}

25. Μια ποδοσφαιρική οµάδα ξεκινάει τους αγώνες της µε πιθανότητα νίκης
1
2 . Στη συνέχεια µετά από

κάθε νίκη η πιθανότητα να κερδίσει έναν αγώνα είναι
2
3 , ενώ µετά από κάθε ήττα η πιθανότητα να κερδίσει είναι

1
3 . Η οµάδα πρόκειται να παίξει σε ένα τουρνουά 3 αγώνων όπου τελικός νικητής είναι αυτός που ϑα σηµειώσει

2 νίκες.

Ποια η πιθανότητα να κερδίσει η οµάδα το τουρνουά, αν ξέρουµε ότι κέρδισε τον πρώτο αγώνα ;
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26. ΄Εστω f, g, h ϑετικές συναρτήσεις. Αποφασίστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς.

∆ικαιολογήστε τις απαντήσεις σας.

α. f(n) = Ω(g(n)) =⇒ g(n) = O(f(n))

ϐ. f(n) = ω(g(n)) =⇒ f(n) = Ω(g(n))

γ. f(n) = O(g(n)) ∧ f(n) = Ω(h(n)) =⇒ g(n) = Θ(h(n))

δ. f(n) + g(n) = Θ(min(g(n), f(n)))

ε. f(n) = O(g(n)) ∧ g(n) = Ω(f(n)) =⇒ f(n) = Θ(g(n))

27. ΄Εστω a > 1 και f(n) = O(loga(n)). ∆είξτε ότι f(n) = O(log n).

28. ∆είξτε ότι log(n!) = O(n log n).

29. Οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς ; ∆ικαιολογήστε τις απαντήσεις σας.

α. 2n+1 = O(2n)

ϐ. 22n = O(2n)

30. Να δείξετε ότι :

α. 100n2 = O(n2)

ϐ. n2 + 100n + 10 = O(n2)

31. ∆είξτε ότι για πραγµατικούς αριθµούς n, a και µη αρνητικό ακέραιο b ισχύει (n + a)b = Θ(nb).

32. Ποιές σχέσεις (O, Ω,Θ, o, ω) συνδέουν τις συναρτήσεις 2n
και 22n

; Ποια είναι η πιο ακριβής ;

33. ΄Εστω οι ϕοιτητές A,B,C, D, E που πρέπει να εξεταστούν στα µαθήµατα C1, C2, C3, C4, C5, C6.

Οι ϕοιτητές παρακολουθούν τα µαθήµατα ως εξής : C1 = {A,B,D}, C2 = {C,D,E}, C3 = {A,B,E},
C4 = {B,C,E}, C5 = {A,D}, C6 = {B,D,E}.

Κάθε ϕοιτητής απαγορεύεται να εξεταστεί σε περισσότερα του ενός µαθήµατα σε µία µέρα.

Πιο είναι το ελάχιστο πλήθος ηµερών που απαιτούνται για να ολοκληρωθούν οι εξετάσεις ;

34. ΄Ενας άνθρωπος πρέπει να µεταφέρει από τη µία όχθη ενός ποταµού στην άλλη ένα σκύλο, ένα

πρόβατο και ένα λάχανο, µε µία ϐάρκα που χωράει το πολύ ένα από τα παραπάνω σε κάθε πλεύση.

∆ε µπορεί να αφήσει το σκύλο µε το πρόβατο ή το πρόβατο µε το λάχανο χωρίς να είναι ο ίδιος παρών.

Μοντελοποιήστε τις δυνατές καταστάσεις και τις µεταβάσεις µεταξύ τους µε ένα γράφηµα και ϐρείτε όλους

τους τρόπους µε τους οποίους µπορεί να λύσει το πρόβληµά του ο άνθρωπος.

35. ∆είξτε ότι σε ένα κατευθυνόµενο γράφηµα G = (V,E) µε |V | = n και |E| = m:

α.
∑

v∈V δ+(v) = m

ϐ.
∑

v∈V δ−(v) =
∑

v∈V δ+(v)
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36. ΄Εστω G = (V,E) ένα µη κατευθυνόµενο γράφηµα µε k συνεκτικές συνιστώσες και |V | = n, |E| = m.

Αποδείξτε ότι m ≥ n− k.

37. ΄Εστω G ένας µη κατευθυνόµενος γράφος. ∆είξτε ότι από κάθε περιττού ϐαθµού κόµβο του υπάρχει

ένα µονοπάτι προς κάποιο άλλο περιττού ϐαθµού κόµβο του.

38. Το συµπλήρωµα ενός µη κατευθυνόµενου γραφήµατος G = (V,E) είναι ένα γράφηµα GC = (V,EC)
που αποτελείται από τους κόµβους του G και τις ακµές που δεν υπάρχουν στο G.

α. ΄Εστω το γράφηµα H = ({A,B, C, D, E, F}, {{A,F}, {B,D}, {B,E}, {C,D}, {C,E}, {D,E}}). Βρείτε

τις συνεκτικές συνιστώσες του.

ϐ. ΄Εστω το γράφηµα J = ({A,B, C, D}, {{A,B}, {C,D}}). Βρείτε το συµπλήρωµά του.

γ. ∆είξτε ότι :

(α΄) αν το G είναι µη συνεκτικό, τότε το GC
είναι συνεκτικό,

(ϐ΄) αν το GC
είναι συνεκτικό, το G δεν είναι απαραίτητα µη συνεκτικό.

39. ∆είξτε ότι ένα κανονικό δυαδικό δέντρο έχει περιττό πλήθος κορυφών.
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