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�åñßëçøçÇ êñõð�ïãñáößá áðï�åëåß �ïí êýñéï åðéó�çìïíéêü êëÜäï ãéá �ç ìåëÝ�ç �çò áóöÜëåéáò �ùí �çëå-ðéêïéíùíéþí. Ïé áëãüñéèìïé ñïÞò áðï�åëïýí ìßá óçìáí�éêÞ êá�çãïñßá êñõð�ïãñáöéêþí áëãïñßèìùí,ïé ïðïßïé ÷ñçóéìïðïéïýí�áé êõñßùò óå åöáñìïãÝò õøçëþí áðáé�Þóåùí óå �á÷ý�ç�á êñõð�ïãñÜöçóçò,êáèþò åðßóçò êáé ü�áí ç äéáèÝóéìç õðïëïãéó�éêÞ éó÷ýò åßíáé ðåñéïñéóìÝíç. Âáóéêü äïìéêü ó�ïé÷åßï�ùí áëãïñßèìùí ñïÞò áðï�åëïýí ïé êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò, ìå ãñáììéêÞ (LFSR) Þ ìç ãñáììéêÞ(FSR) óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò. Ç áóöÜëåéá áõ�þí �ùí áëãïñßèìùí Ýãêåé�áé óå ìåãÜëï âáèìü ó�á÷áñáê�çñéó�éêÜ �õ÷áéü�ç�áò ðïõ åìöáíßæåé ç áêïëïõèßá �ïõ êëåéäéïý. Ìå�áîý �ùí äéáöüñùí êñõð�ï-ãñáöéêþí êñé�çñßùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �ïí ÷áñáê�çñéóìü ìßáò áêïëïõèßáò ùò øåõäï�õ÷áßáåßíáé ç ðïëõðëïêü�ç�á, ç ïðïßá ïñßæå�áé ùò �ï ìÞêïò �ïõ ìéêñü�åñïõ FSR ðïõ ðáñÜãåé �çí áêïëïõèßá.Éäéáß�åñá ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé ðïëý óçìáí�éêÞ: ìßá êñõð�ïãñáöéêÞ áêïëïõèßá ðñÝðåé íáÝ÷åé õøçëÞ ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ðñïêåéìÝíïõ �ï óýó�çìá íá åßíáé áóöáëÝò áðÝíáí�é óå äéÜöïñåòêñõð�áíáëõ�éêÝò åðéèÝóåéò, üðùò ï áëãüñéèìïò Berlekamp-Massey (BMA). �éá �çí ðáñáãùãÞ áêï-ëïõèéþí õøçëÞò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ìç ãñáììéêÝò ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò, ïéïðïßåò åöáñìüæïí�áé ùò ößë�ñá Þ óõíäõáó�Ýò óå Ýíáí Þ ðåñéóóü�åñïõò FSRs áí�ßó�ïé÷á. Ùó�üóï,ç áóöÜëåéá �ïõ óõó�Þìá�ïò åîáñ�Ü�áé åðßóçò êáé áðü åðß ìÝñïõò éäéü�ç�åò áõ�þí �ùí ëïãéêþí óõ-íáñ�Þóåùí. ÅðéðëÝïí, õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ áíáðÜí�ç�á åñù�Þìá�á üóïí áöïñÜ �éò ó÷Ýóåéò ìå�áîý �ùíäéáöüñùí êñõð�ïãñáöéêþí êñé�çñßùí ìßáò áêïëïõèßáò.Ó�çí ðáñïýóá äéá�ñéâÞ ìåëå�þí�áé ÷áñáê�çñéó�éêÜ �õ÷áéü�ç�áò �ùí áêïëïõèéþí, ÷ñçóéìïðïéþ-í�áò åñãáëåßá �çò èåùñßáò óõó�çìÜ�ùí. ¸ìöáóç äßíå�áé ó�ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á, ç ïðïßáìåëå�Ü�áé ìå ÷ñÞóç �ùí åííïéþí �çò åëåãîéìü�ç�áò êáé ðáñá�çñçóéìü�ç�áò �ùí óõó�çìÜ�ùí ðáñáãù-ãÞò áêïëïõèéþí. Áíáð�ýóóå�áé ìßá íÝá áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò �ùí áêïëïõèéþí, áðüññïéá �çò ïðïßáòåßíáé Ýíáò ãåíéêåõìÝíïò ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier ðïõ ðåñéãñÜöåé üëåò �éò áêïëïõèßåò áíåîáñ�Þ�ùòðåñéüäïõ êáé åðé�ñÝðåé �çí êá�áóêåõÞ áêïëïõèéþí ìå ïðïéáäÞðï�å åðéèõìç�Þ �éìÞ ãéá �ç ãñáììéêÞ ðï-ëõðëïêü�ç�á. Åðßóçò, êá�áóêåõÜæå�áé ìßá íÝá ïéêïãÝíåéá ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí, ç ïðïßá ãåíéêåýåéÜëëåò ãíùó�Ýò ïéêïãÝíåéåò ößë�ñùí êáé ðáñÜãåé áêïëïõèßåò õøçëÞò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò.Ç äéá�ñéâÞ ìåëå�Ü åðßóçò �ç ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á, êáèþò êáé �ç ó÷Ýóç �çò ìå Üëëá êñõ-ð�ïãñáöéêÜ êñé�Þñéá. Áíáð�ýóóå�áé Ýíáò íÝïò áíáäñïìéêüò áëãüñéèìïò ãéá �çí åýñåóç �ïõ åëÜ÷éó�ïõFSR ðïõ ðáñÜãåé ìßá áêïëïõèßá, ãåíéêåýïí�áò êá�Ü áõ�üí �ïí �ñüðï �ïí BMA ó�ç ìç ãñáììéêÞðåñßð�ùóç. ÅðéðëÝïí, áíáäåéêíýå�áé ç ó÷Ýóç �çò ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ìå �çí ðïëõðëïêü-�ç�á Lempel-Ziv. Áðïäåéêíýå�áé åðßóçò Ýíá êÜ�ù öñÜãìá �ïõ ëüãïõ óõìðßåóçò ìßáò áêïëïõèßáò, �ïïðïßï åîáñ�Ü�áé áðü �ç ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�Ü �çò.ÔÝëïò, ìå äåäïìÝíï ü�é ïé êñõð�ïãñáöéêÝò ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò äåí ðñÝðåé íá ìðïñïýí íá ðñï-óåããéó�ïýí éêáíïðïéç�éêÜ áðü óõíáñ�Þóåéò ÷áìçëïý âáèìïý, ç åñãáóßá ìåëå�Ü �ï ðñüâëçìá åýñåóçòâÝë�éó�ùí ðñïóåããßóåùí äåõ�Ýñïõ âáèìïý. Áíáð�ýóóïí�áé áðïäï�éêÝò �å÷íéêÝò ãéá �çí åýñåóç áõ-�þí �ùí ðñïóåããßóåùí ãéá êá�çãïñßá óõíáñ�Þóåùí âáèìïý 3 êáé 4, ïé ïðïßåò äåí åîáñ�þí�áé áðü�ï ðëÞèïò �ùí ìå�áâëç�þí. Ïé �å÷íéêÝò áõ�Ýò êáèïñßæïõí íÝåò ó÷åäéáó�éêÝò áñ÷Ýò ðïõ ðñÝðåé íá�çñïýí�áé ó�çí êá�áóêåõÞ êñõð�ïãñáöéêþí óõíáñ�Þóåùí. MåëÝ�ç ãíùó�þí êá�áóêåõþí óõíáñ�Þ-óåùí êá�áäåéêíýåé ýðáñîç áäõíáìéþí óå áõ�Ýò, ëüãù ìç �Þñçóçò �ùí ðáñáðÜíù áñ÷þí ó÷åäßáóçò.Èåìá�éêÞ ðåñéï÷Þ: Êñõð�ïãñáößáËÝîåéò-êëåéäéÜ: Áêïëïõèßåò, Áëãüñéèìïé ñïÞò, Êá�á÷ùñç�Þò ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóç, ËïãéêÝòóõíáñ�Þóåéò, �ïëõðëïêü�ç�á. 5





Abstra
tCryptography is the study of mathemati
al te
hniques 
on
erning aspe
ts of tele
om-muni
ation se
urity. There exist several types of 
ryptographi
 algorithms; amongst them,stream 
iphers are widely used to provide 
on�dentiality in environments 
hara
terized bya limited 
omputing power or memory 
apa
ity, and the need to en
rypt at high speed.Shift registers with linear (LFSR) or nonlinear (NFSR) feedba
k are basi
 building blo
ksin stream 
iphers. The se
urity of these systems is mainly attributed to pseudorandom
hara
teristi
s of the keystreams. Amongst the measures used to 
hara
terize a sequen
e aspseudorandom is its 
omplexity , de�ned as the length of the shortest FSR that generatesthe sequen
e. Espe
ially the linear 
omplexity is important for assessing resistan
e to 
rypt-analyti
 atta
ks, like the Berlekamp{Massey algorithm (BMA). Hen
e, sequen
es a
hievinghigh linear 
omplexity are required for 
ryptographi
 systems. Su
h keystreams are gener-ated by applying nonlinear Boolean fun
tions either as �lters or 
ombiners to one or severalFSRs respe
tively. However, resistan
e of 
ryptosystems to various atta
ks is also asso
iatedwith properties of the Boolean fun
tions used. Determining the 
onne
tions between several
ryptographi
 
riteria of sequen
es remains an open problem.In this thesis, pseudorandom properties of sequen
es are studied, by using system the-oreti
 
on
epts. A new uni�ed approa
h for analyzing the linear 
omplexity is developed,via 
ontrollability and observability 
onditions applied to sequen
e generators. A ve
torialtra
e representation of sequen
es with arbitrary period is provided, whi
h leads to a newgeneralized dis
rete Fourier transform allowing the generation of sequen
es with pres
ribedlinear 
omplexity. Moreover, new 
lasses of nonlinear �lters are 
onstru
ted, whi
h generalizeexisting results and guarantee the same lower bound on the linear 
omplexity.Furthermore, the nonlinear 
omplexity of binary sequen
es and its 
onne
tions to other
ryptographi
 
riteria is studied. A new eÆ
ient re
ursive algorithm is presented, whi
hprodu
es the minimal nonlinear feedba
k shift register of a given sequen
e, thus generalizingthe BMA to the nonlinear 
ase. Conne
tions between Lempel-Ziv 
omplexity and nonlinear
omplexity are also established. Moreover, a lower bound for the Lempel-Ziv 
ompressionratio of a given sequen
e is proved, whi
h depends on its nonlinear 
omplexity.Finally, the well-known problem of 
omputing best quadrati
 approximations of Booleanfun
tions is studied. EÆ
ient formulas for 
omputing su
h approximations for a 
lass offun
tions with degree 3 and 4 are proved. The methodology is developed upon Shannon'sexpansion formula. The derived method reveals new design prin
iples for 
ryptographi
fun
tions. An analysis of re
ently proposed 
onstru
tions of 
ryptographi
 fun
tions is 
ar-ried out, indi
ating potential weaknesses if 
onstru
tion parameters are not properly 
hosen.Subje
t area: CryptographyKeywords: Boolean fun
tions, 
omplexity, feedba
k shift registers, sequen
es, stream 
i-phers.
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Êá�Üëïãïò Óõìâïëéóìþí
⊗ : �éíüìåíï Krone
ker

〈a; b〉 : Åóù�åñéêü ãéíüìåíï �ùí äéáíõóìÜ�ùí a; b
Af : Óýíïëï üëùí �ùí âÝë�éó�ùí ãñáììéêþí ðñïóåããßóåùí �çò óõíÜñ�çóçò f
AT : ÁíÜó�ñïöïò ðßíáêáò �ïõ A

Bn : Óýíïëï ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí n ìå�áâëç�þí
C : �ßíáêáò åëåãîéìü�ç�áòCf(y) : �ïëõðëïêü�ç�á óþìá�ïò �çò áêïëïõèßáò yCs(y) : �ïëõðëïêü�ç�á óõíüëïõ �çò áêïëïõèßáò y
(y) : Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò y

deg(f) : Âáèìüò �çò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f
Fq : �åðåñáóìÝíï óþìá q ó�ïé÷åßùík(y) : Éäéï�éìÞ �çò áêïëïõèßáò yl
(y) : �ñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò yLZ(yN) : �ïëõðëïêü�ç�á Lempel-Ziv �çò áêïëïõèßáò y

NLf : Ìç ãñáììéêü�ç�á ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f
NLrf : Ìç ãñáììéêü�ç�á âáèìïý r ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f
NQf : Ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý �çò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f

ord(f) : ÔÜîç �ïõ ðïëõùíýìïõ f
J� Jordan ìðëïê, ìå äéáãþíéï ó�ïé÷åßï �ï �
O : �ßíáêáò ðáñá�çñçóéìü�ç�áò
Qf : Óýíïëï üëùí �ùí âÝë�éó�ùí ðñïóåããßóåùí äåõ�Ýñïõ âáèìïý �çò óõíÜñ�çóçò f

R(r; n) : Äõáäéêüò Reed-Muller êþäéêáò �Üîçò r
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rank(A) : Âáèìüò �ïõ ðßíáêá A

tr : ÓõíÜñ�çóç ß÷íïõò
wt(e) : ÂÜñïò Hamming �çò äõáäéêÞò áíáðáñÜó�áóçò �ïõ áêåñáßïõ e
wt(f) : ÂÜñïò Hamming �çò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò fyji : Õðáêïëïõèßá yiyi+1 : : : yj �çò yyN : Áêïëïõèßá y0y1 : : : yN−1 ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò Nysopt : s− âÝë�éó�ç áêïëïõèßá�f : ÂÝë�éó�ç ãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç �çò óõíÜñ�çóçò f�f : ÂÝë�éó�ç �å�ñáãùíéêÞ ðñïóÝããéóç �çò óõíÜñ�çóçò f�sopt : Ëüãïò óõìðßåóçò ìßáò s− âÝë�éó�çò áêïëïõèßáò�y : Ëüãïò óõìðßåóçò �çò áêïëïõèßáò y�̂f (a) : ÔéìÞ �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Walsh �çò óõíÜñ�çóçò f ó�ç èÝóç a
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�ñüëïãïòÈá Þèåëá íá åêöñÜóù �éò ðéï èåñìÝò ìïõ åõ÷áñéó�ßåò ó�ïí åðéâëÝðïí�á êáèçãç�Þ ìïõ ê.Í. Êáëïõð�óßäç, Êáèçãç�Þ �ïõ �áíåðéó�çìßïõ Áèçíþí, ãéá �ç óõíå÷Þ êáèïäÞãçóÞ �ïõ, �çíáäéÜêïðç åíèÜññõíóÞ �ïõ êáé �ïí åíèïõóéáóìü ðïõ ìïõ åíÝðíåå. ×Üñç ó�çí åðéó�çìïíéêÞ �ïõêá�Üñ�éóç êáé ó�ïí åñåõíç�éêü �ïõ æÞëï ãíþñéæá ðÜí�á ü�é êÜèå óõæÞ�çóç ìáæß �ïõ èá ìïõÜíïéãå íÝïõò äñüìïõò êáé èá ìïõ åíßó÷õå �ïí åíèïõóéáóìü. �éá �çí åðéó�çìïíéêÞ ó�Þñéîç êáé�éò ãíþóåéò ðïõ ìïõ ìå�Ýäùóå üëá áõ�Ü �á ÷ñüíéá, ãéá �éò åðïéêïäïìç�éêÝò åðéó�çìïíéêÝòìáò óõæç�Þóåéò êáé �éò ðáñï�ñýíóåéò �ïõ íá ðñïóðáèþ ãéá �ï êáëý�åñï, áëëÜ êáé ãéá �ï ü�éäßðëá �ïõ áðÝê�çóá ðéï äçìéïõñãéêü �ñüðï óêÝøçò, �ïõ ïöåßëù �á ìÝãéó�á.Åõ÷áñéó�þ åðßóçò ïëüèåñìá �çí ê. Á. ÁñáðïãéÜííç, Áí. ÊáèçãÞ�ñéá �ïõ �áíåðéó�çìßïõÁèçíþí, ìÝëïò �çò �ñéìåëïýò óõìâïõëåõ�éêÞò åðé�ñïðÞò, ãéá �çí åñåõíç�éêÞ óõíåñãáóßá ðïõåß÷áìå óå üëç �ç äéÜñêåéá �ùí ìå�áð�õ÷éáêþí ìïõ óðïõäþí, ãéá �ç óõíå÷Þ ó�Þñéîç êáé çèéêÞóõìðáñÜó�áóç ðïõ ìïõ ðáñåß÷å, áëëÜ êáé ãéá �çí áíéäéï�åëÞ êáëïóýíç �çò. Åõ÷áñéó�þ åðßóçòèåñìÜ �ïí ê. Ë. ÌåñÜêï, Êáèçãç�Þ �ïõ �áíåðéó�çìßïõ Áèçíþí, ðïõ äÝ÷�çêå íá áðï�åëÝóåéìÝëïò �çò �ñéìåëïýò óõìâïõëåõ�éêÞò åðé�ñïðÞò êáé íá áîéïëïãÞóåé �çí õðïâáëëüìåíç åñãáóßá.Åõ÷áñéó�þ èåñìÜ �ïõò ê. É. Åìßñç, Êáèçãç�Þ �ïõ �áíåðéó�çìßïõ Áèçíþí, Å. ÆÜ÷ï, Êá-èçãç�Þ �ïõ Åèíéêïý Ìå�óüâéïõ �ïëõ�å÷íåßïõ, Ó. Èåïäùñßäç, Êáèçãç�Þ �ïõ �áíåðéó�çìßïõÁèçíþí, êáé Ç. Êïõ�óïõðéÜ, Êáèçãç�Þ �ïõ �áíåðéó�çìßïõ Áèçíþí, ðïõ äÝ÷�çêáí íá óõììå-�Üó÷ïõí ó�çí åð�áìåëÞ ìïõ åîå�áó�éêÞ åðé�ñïðÞ.Èá Þèåëá íá åêöñÜóù Ýíá ðïëý ìåãÜëï åõ÷áñéó�þ ó�ïí Äñ. Í. Êïëïêï�ñþíç ãéá �çíÜøïãç óõíåñãáóßá ðïõ åß÷áìå êáé �çí ðïëý óçìáí�éêÞ âïÞèåéá ðïõ ìïõ ðñïóÝöåñå áðëü÷åñá,ç ïðïßá óå ðïëëÝò ó�éãìÝò õðÞñîå êá�áëõ�éêÞ. ¸ìáèá ðïëëÜ áðü �ç óõíåñãáóßá ìáæß �ïõ,�çí åñãá�éêü�ç�á êáé ìåèïäéêü�ç�Ü �ïõ, êáèþò êáé áðü �éò ðïëýùñåò ãüíéìåò óõæç�Þóåéò ìáò.Ôïí åõ÷áñéó�þ éäéáß�åñá ãéá �ï åíäéáöÝñïí êáé �ç èÝñìç ðïõ åðÝäåéîå. Åõ÷áñéó�þ åðßóçòèåñìÜ �ïí Äñ. �. Ñéæïìéëéþ�ç ãéá �ç âïÞèåéÜ �ïõ êáé ãéá �éò ðïëëÝò áí�áëëáãÝò áðüøåùíðïõ åß÷áìå ðÜíù óå åñåõíç�éêÜ èÝìá�á. Åßìáé éäéáß�åñá ÷áñïýìåíïò ðïõ åß÷á �çí �ý÷ç íá21



óõíåñãáó�þ ìáæß �ïõò.Åõ÷áñéó�þ èåñìÜ üëïõò �ïõò ößëïõò óõíåñãÜ�åò êáé õðïøÞöéïõò äéäÜê�ïñåò ó�ï åñãáó�Þ-ñéï Åðåîåñãáóßáò ÓÞìá�ïò êáé ó�ï åñãáó�Þñéï Ìéêñïçëåê�ñïíéêÞò üðïõ êáé öéëïîåíÞèçêá,ïé ïðïßïé äçìéïýñãçóáí Ýíá éäáíéêü êëßìá åñãáóßáò êáé Ýíá ðïëý åõ÷Üñéó�ï êëßìá ðáñÝáò.¸íá ìåãÜëï åõ÷áñéó�þ ïöåßëù óå üëïõò �ïõò ößëïõò ìïõ ïé ïðïßïé ìå åíèÜññõíáí äéáñêþòóå áõ�Þ �çí ðñïóðÜèåéá. ¸íá éäéáß�åñï åõ÷áñéó�þ èá Þèåëá íá áðåõèýíù ó�ïõò ößëïõò ìïõÄñ. Ó. Ó�åñãßïõ êáé õð. äéäÜê�ïñá Í. ÖñáãêéáäÜêç ãéá �çí áäéÜêïðç ó�ÞñéîÞ �ïõò üëá�á ÷ñüíéá êáé ãéá �éò áìÝ�ñç�åò óõæç�Þóåéò ìáò, ðïëëÝò åê �ùí ïðïßùí õðåñá�ëáí�éêÝò, ðïõðÜí�á ìïõ áíáð�Ýñùíáí �ï çèéêü.ÔÝëïò, èá Þèåëá íá åêöñÜóù Ýíá ðïëý ìåãÜëï åõ÷áñéó�þ áëëÜ êáé �çí åõãíùìïóýíç ìïõóå üëç �çí ïéêïãÝíåéÜ ìïõ ãéá �çí çèéêÞ êáé õëéêÞ óõìðáñÜó�áóç ðïõ ìïõ ðñïóÝöåñáí üëá�á ÷ñüíéá �ùí óðïõäþí ìïõ.

Ç ðáñïýóá äéäáê�ïñéêÞ äéá�ñéâÞ áðï�åëåß õðïÝñãï �ïõ ðñïãñÜììá�ïò: \ÇñÜêëåé�ïò: Õðï�ñïößåòÝñåõíáò ìå ðñï�åñáéü�ç�á ó�çí âáóéêÞ Ýñåõíá". Ôï �ñüãñáììá \ÇÑÁÊËÅÉÔÏÓ" óõã÷ñçìá�ïäï-�åß�áé áðü �ï Åõñùðáúêü Êïéíï�éêü Ôáìåßï (75%) êáé áðü Åèíéêïýò �üñïõò (25%). The Proje
t\HRAKLEITOS" is 
o-funded by the European So
ial Fund (75%) and National Resour
es (25%).
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ÊåöÜëáéï 1ÅéóáãùãÞ
The last thing one knows when writing a book iswhat to put �rst. Blaise Pas
alÇ êñõð�ïãñáößá, ùò ï êëÜäïò ðïõ Üð�å�áé æç�çìÜ�ùí áóöÜëåéáò �ùí åðéêïéíùíéþí, Ý÷åéìßá ðëïýóéá éó�ïñßá ðïëëþí å�þí: îåêéíÜåé ìå �çí åìöÜíéóç ðñù�üëåéùí ìïñöþí êñõð�ïãñÜ-öçóçò, ðïõ âáóßæïí�áé óå áðëÝò áí�éêá�áó�Üóåéò �ùí óõìâüëùí �ïõ ìå�áäéäüìåíïõ ìçíýìá-�ïò, êáé óõíå÷ßæå�áé ìÝ÷ñé óÞìåñá üðïõ õðÜñ÷åé ðëçèþñá óýíèå�ùí, äéáñêþò åîåëéóóüìåíùí,áëãïñßèìùí êñõð�ïãñÜöçóçò. Éäéáß�åñá ó�éò �åëåõ�áßåò äåêáå�ßåò, ç ñáãäáßá Üíèçóç �ùí �ç-ëåðéêïéíùíéþí (ìå êõñéü�åñï åêöñáó�Þ áõ�Þò �ï äéáäßê�õï) Ý÷åé ãéãáí�þóåé �çí áíÜãêç ãéá�ç äéáóöÜëéóç �ïõ áðïññÞ�ïõ �ùí åðéêïéíùíéþí, êÜ�é �ï ïðïßï êáèéó�Ü �çí êñõð�ïãñáößááí�éêåßìåíï Ýí�ïíçò åñåõíç�éêÞò äñáó�çñéü�ç�áò.Ç óçìåñéíÞ ìïñöÞ �ùí êñõð�ïãñáöéêþí óõó�çìÜ�ùí Ý÷åé êáèïñéó�åß óå ðïëý ìåãÜëïâáèìü áðü äýï, êåöáëáéþäïõò óçìáóßáò ãéá �çí êñõð�ïãñáößá êáé �éò åðéêïéíùíßåò ãåíéêü-�åñá, åðéó�çìïíéêÝò åñãáóßåò [72, 126℄, ðïõ äçìïóéåý�çêáí ó�á 1883 êáé 1949 áí�ßó�ïé÷á.Ó�çí ðñþ�ç, ï Ker
ho�s Ýèåóå �ç âáóéêÞ ó÷åäéáó�éêÞ áñ÷Þ ðïõ Ýê�ï�å äéÝðåé êÜèå êñõð�ï-ãñáöéêü óýó�çìá, óýìöùíá ìå �çí ïðïßá ç áóöÜëåéá åíüò óõó�Þìá�ïò ðñÝðåé íá Ýãêåé�áéìüíï ó�ç ìõó�éêü�ç�á �ïõ êëåéäéïý êáé íá ìçí åîáñ�Ü�áé áðü �ç ìõó�éêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõêñõð�ïãñÜöçóçò. Ç äåý�åñç åñãáóßá áíÞêåé ó�ï èåìåëéù�Þ �çò Èåùñßáò �ëçñïöïñßáò ClaudeShannon. Ó�çí åñãáóßá áõ�Þ ç êñõð�ïãñáößá ìå�á�ñÝðå�áé óå áõó�çñü åðéó�çìïíéêü ðåäßï,üðïõ ïñßæå�áé ç Ýííïéá �ïõ êñõð�ïóõó�Þìá�ïò êáé ç áðüëõ�ç áóöÜëåéá. Ç åñãáóßá áõ�Þ �ïõShannon áðï�Ýëåóå éó÷õñÞ êéíç�Þñéá äýíáìç ãéá �çí �á÷åßá åîÝëéîç �çò Ýñåõíáò ó�ï ÷þñï�çò êñõð�ïãñáößáò, ç ïðïßá Ýëáâå ÷þñá ó�ï äåý�åñï ìéóü �ïõ åéêïó�ïý áéþíá êáé óõíå÷ßæå�áéìÝ÷ñé óÞìåñá. ¼ëïé ïé óýã÷ñïíïé êñõð�ïãñáöéêïß áëãüñéèìïé ó÷åäéÜæïí�áé õðü �ï ðñßóìá23 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



ÅéóáãùãÞ�ùí åííïéþí ðïõ åéóÞãáãå ï Shannon. Óçìáí�éêÞ �ïìÞ åðßóçò ó�ï ÷þñï �çò êñõð�ïãñáößáòáðï�Ýëåóå ç åñãáóßá �ùí DiÆe-Hellman �ï 1976 [29℄, üðïõ ðñï�Üèçêå ìßá äéáöïñå�éêÞ �å÷íéêÞêñõð�ïãñÜöçóçò ðïõ êáëåß�áé êñõð�ïãñáößá äçìïóßïõ êëåéäéïý, ç ïðïßá åðéëýåé ðñïâëÞìá�áðïõ ó÷å�ßæïí�áé �üóï ìå �çí áóöáëÞ áí�áëëáãÞ �ïõ êëåéäéïý üóï êáé ìå �çí ðéó�ïðïßçóç �çò�áõ�ü�ç�áò �ùí ÷ñçó�þí.Ó�çí ðáñïýóá äéá�ñéâÞ ìåëå�þí�áé âáóéêÜ äïìéêÜ óõó�á�éêÜ óýã÷ñïíùí êñõð�ïãñáöé-êþí óõó�çìÜ�ùí, ìå áðþ�åñï ó�ü÷ï �üóï �çí ðáñáãùãÞ íÝùí ìåèüäùí ãéá �ïí ðïéï�éêü÷áñáê�çñéóìü �ïõò üóï êáé �çí êá�áóêåõÞ óõó�çìÜ�ùí ìå êáëÜ êñõð�ïãñáöéêÜ ÷áñáê�ç-ñéó�éêÜ. ¸ìöáóç äßíå�áé ó�ç ìåëÝ�ç, áíÜëõóç êáé êá�áóêåõÞ êñõð�ïãñáöéêþí áêïëïõèéþíïé ïðïßåò, åöüóïí áðï�åëïýí �ï ìõó�éêü êëåéäß ó�ïõò áëãïñßèìïõò êñõð�ïãñÜöçóçò, ðñÝðåéíá åìöáíßæïõí õøçëÞ �õ÷áéü�ç�á. Ìåëå�þí�áé åðßóçò éäéü�ç�åò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ÷ñçóéìïðïéïýí�áé óå êñõð�ïãñáöéêïýò áëãïñßèìïõò, áíáäåéêíýïí�áò íÝá êñé�Þñéá ðïõ ðñÝðåéíá ëáìâÜíïí�áé õð' üøéí ó�ç ó÷åäßáóç åíüò �Ý�ïéïõ áëãïñßèìïõ. Ôüóï ç �õ÷áéü�ç�á �ùíáêïëïõèéþí, üóï êáé �á êáëÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ �ùí êñõð�ïãñáöéêþí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí,õðÜãïí�áé ó�éò ãåíéêü�åñåò éäéü�ç�åò ðïõ üñéóå ï Shannon ùò áíáãêáßåò ãéá �çí áóöÜëåéáåíüò óõó�Þìá�ïò: êá�Ü óõíÝðåéá, ç ìåëÝ�ç áõ�þí åßíáé éäéáß�åñçò óçìáóßáò. Ôï áêñéâÝòðëáßóéï ó�ï ïðïßï åí�Üóóïí�áé �á áðï�åëÝóìá�á �çò äéá�ñéâÞò ðáñïõóéÜæå�áé ó�çí åíü�ç�á1.4.�éá �çí åîáãùãÞ �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí �çò ðáñïýóáò äéá�ñéâÞò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé Ýííïéåò êáéìáèçìá�éêÜ åñãáëåßá áðü �ç èåùñßá óçìÜ�ùí êáé óõó�çìÜ�ùí. ÓõãêåêñéìÝíá, êñõð�ïãñáöé-êÝò éäéü�ç�åò �ùí áêïëïõèéþí ìåëå�þí�áé ìÝóù �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier, åíþ åðßóçò÷ñçóéìïðïéåß�áé ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Walsh ãéá �ç ìåëÝ�ç êñõð�ïãñáöéêþí ëïãéêþí óõíáñ�Þ-óåùí. Ôá óõó�Þìá�á ðáñáãùãÞò áêïëïõèéþí ðåñéãñÜöïí�áé ìå ÷ñÞóç åííïéþí ãíùó�þí áðü�ç èåùñßá óõó�çìÜ�ùí, üðùò ç åëåãîéìü�ç�á êáé ç ðáñá�çñçóéìü�ç�á. Áõ�Þ ç íÝá èåþñçóçðáñÝ÷åé ðåñéóóü�åñåò äõíá�ü�ç�åò ãéá �ç ìåëÝ�ç �ùí êñõð�ïãñáöéêþí óõó�çìÜ�ùí, êá�á-äåéêíýïí�áò ãéá ìßá áêüìç öïñÜ ðùò ï óõíäõáóìüò ðïëëþí åñåõíç�éêþí ðåäßùí åßíáé ìßáåîáéñå�éêÜ ãüíéìç êáé áðïäï�éêÞ äéáäéêáóßá.1.1 ÂáóéêÝò áñ÷Ýò �çò êñõð�ïãñáößáòÌå �ïí üñï êñõð�ïãñÜöçóç (en
ryption) åííïïýìå �ç äéáäéêáóßá ìå�áó÷çìá�éóìïý åíüò áñ-÷éêïý ìçíýìá�ïò (plaintext) óå ìßá íÝá, áêá�Üëçð�ç ìïñöÞ ðïõ áðïêáëåß�áé êñõð�üãñáììá(
iphertext), ðñïêåéìÝíïõ íá ìå�áäïèåß ìÝóá áðü Ýíá äçìüóéï êáíÜëé ìå�Üäïóçò ÷ùñßò íá ìðï-
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1.1 ÂáóéêÝò áñ÷Ýò �çò êñõð�ïãñáößáò
Áñ÷éêü ìÞíõìá Êñõð�ïãñÜöçóç Êñõð�üãñáììá Áðïêñõð�ïãñÜöçóç Áñ÷éêü ìÞíõìá

- - -

Áðïó�ïëÝáò �áñáëÞð�çò
? ?

6

Êëåéäß êñõð�ïãñÜöçóçò Êëåéäß áðïêñõð�ïãñÜöçóçò
ÕðïêëïðÝáòÓ÷Þìá 1.1. ÄéÜãñáììá åíüò êñõð�ïãñáöéêïý óõó�Þìá�ïòñåß íá �ï äéáâÜóåé êáíåßò ðëçí �ïõ åîïõóéïäï�çìÝíïõ ðáñáëÞð�ç. Ç êñõð�ïãñÜöçóç ðñÝðåé íáãßíå�áé ìå �ñüðï �Ý�ïéï þó�å ï ðáñáëÞð�çò íá ìðïñåß íá áíáóêåõÜóåé �ï áñ÷éêü ìÞíõìá áðü�ï ëáìâáíüìåíï êñõð�üãñáììá - áõ�Þ ç áí�ßó�ñïöç äéáäéêáóßá êáëåß�áé áðïêñõð�ïãñÜöçóç(de
ryption). Ó�éò äéáäéêáóßåò êñõð�ïãñÜöçóçò E êáé áðïêñõð�ïãñÜöçóçò D õðåéóÝñ÷å�áéêáé ìßá Üëëç ðïóü�ç�á, �ï êëåéäß (key) Ê , �ï ïðïßï �ï ãíùñßæïõí ìüíï ïé äýï óõíäéáëåãüìåíïé- åí áí�éèÝóåé ìå �éò äéáäéêáóßåò êñõð�ïãñÜöçóçò/áðïêñõð�ïãñÜöçóçò, ïé ïðïßåò åßíáé ðëÞñùòãíùó�Ýò óå üëïõò (Áñ÷Þ �ïõ Ker
ho�s (Ker
ho�s Prin
iple)). Ôï âáóéêü äéÜãñáììá åíüòêñõð�ïãñáöéêïý óõó�Þìá�ïò áðåéêïíßæå�áé ó�ï Ó÷Þìá 1.1. Áí M , C óõìâïëßæïõí �ï áñ÷éêüìÞíõìá êáé �ï êñõð�üãñáììá áí�ßó�ïé÷á, åíþ Ke; Kd åßíáé �á êëåéäéÜ êñõð�ïãñÜöçóçò êáéáðïêñõð�ïãñÜöçóçò, �ü�å éó÷ýïõí ïé áêüëïõèåò ó÷Ýóåéò:C = EKe(M); DKd(C) = M :Áðü �á ìÝóá �ïõ 1970, ç Ýííïéá �çò êñõð�ïãñáößáò Ý÷åé äéåõñõíèåß, Ý�óé þó�å ìÝóù �çòäéáäéêáóßáò �çò êñõð�ïãñÜöçóçò íá åðé�õã÷Üíïí�áé êáé Üëëïé ó�ü÷ïé. �éï óõãêåêñéìÝíá, Ý÷åéäéá�õðùèåß ï áêüëïõèïò ïñéóìüò [105℄:Ïñéóìüò 1.1. Êñõð�ïãñáößá åßíáé ç ìåëÝ�ç �ùí ìáèçìá�éêþí �å÷íéêþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áéãéá �çí åîáóöÜëéóç, êá�Ü �ç ìå�Üäïóç åíüò ìçíýìá�ïò, �ùí áêüëïõèùí:

• åìðéó�åõ�éêü�ç�á (
on�dentiality): êáíåßò ìç åîïõóéïäï�çìÝíïò ÷ñÞó�çò äåí ðñÝðåé íáÝ÷åé ðñüóâáóç ó�ï ìå�áäéäüìåíï ìÞíõìá,
• Ýëåã÷ïò áêåñáéü�ç�áò �ùí äåäïìÝíùí (data integrity): áëëïßùóç �ùí äåäïìÝíùí êá�Ü�ç ìå�Üäïóç ðñÝðåé íá ãßíå�áé áí�éëçð�Þ ó�ïí ðáñáëÞð�ç,
• ðéó�ïðïßçóç �áõ�ü�ç�áò (authenti
ation): ï ðáñáëÞð�çò ðñÝðåé íá åßíáé óßãïõñïò ãéá�çí �áõ�ü�ç�á �ïõ áðïó�ïëÝá Þ ãéá �çí ðñïÝëåõóç �ùí äåäïìÝíùí ðïõ ëáìâÜíåé.25 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



ÅéóáãùãÞÁðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, ç êñõð�áíÜëõóç (
ryptanalysis) ïñßæå�áé ùò ç ìåëÝ�ç �ùí ìáèç-ìá�éêþí �å÷íéêþí ðïõ áðïóêïðïýí ó�çí ðáñáâßáóç, óå Ýíá êñõð�ïãñáöéêü óýó�çìá, �ùíðáñáðÜíù ÷áñáê�çñéó�éêþí. Ôï êñõð�üãñáììá, åöüóïí ìå�áäßäå�áé ìÝóá áðü äçìüóéï �çëå-ðéêïéíùíéáêü êáíÜëé, åßíáé äéáèÝóéìï ó�ïí ïðïéïíäÞðï�å, áêüìá êáé ó�ïí åðßäïîï õðïêëïðÝá(Ó÷Þìá 1.1). Ç åìðéó�åõ�éêü�ç�á óå Ýíá êñõð�ïãñáöéêü óýó�çìá ðáñáâéÜæå�áé áí êÜðïéïòõðïêëïðÝáò êá�áöÝñåé �åëéêÜ, ÷ùñßò �ç ãíþóç �ïõ êëåéäéïý, íá äéáâÜóåé �ï áñ÷éêü ìÞíõìá(Þ, éóïäýíáìá, íá áíáêáëýøåé �ï êëåéäß áðïêñõð�ïãñÜöçóçò). ¸÷ïõí áíáð�õ÷èåß ðïëëÝòêñõð�áíáëõ�éêÝò �å÷íéêÝò ãéá üëá �á åßäç êñõð�ïãñáöéêþí áëãïñßèìùí. Ç åìöÜíéóç êÜèåêñõð�áíáëõ�éêÞò �å÷íéêÞò Ý÷åé åí �Ýëåé ùò áðï�Ýëåóìá �ï íá êáèïñßæïí�áé íÝåò ó÷åäéáó�éêÝòáñ÷Ýò ðïõ ðñÝðåé íá ëáìâÜíïí�áé õð' üøéí êá�Ü �çí êá�áóêåõÞ êñõð�ïãñáöéêþí áëãïñßèìùí.Êá�Ü óõíÝðåéá, ç êñõð�ïãñáößá êáé ç êñõð�áíÜëõóç óõìâáäßæïõí ùò ðñïò �çí åîÝëéîÞ �ïõò.Ï üñïò êñõð�ïëïãßá (
ryptology) Ý÷åé ðáãéùèåß, ðñïêåéìÝíïõ íá óõìðåñéëáìâÜíåé �áõ�ü÷ñïíá�üóï �çí êñõð�ïãñáößá üóï êáé �çí êñõð�áíÜëõóç.Ïé êñõð�ïãñáöéêïß áëãüñéèìïé ÷ùñßæïí�áé óå äýï âáóéêÝò êá�çãïñßåò: ç ðñþ�ç ðåñéãñÜ-öå�áé ìå �ïí ãåíéêü üñï óõììå�ñéêÞ êñõð�ïãñáößá (symmetri
 
ryptography), åíþ ç äåý�åñçêá�çãïñßá áëãïñßèìùí åí�Üóóå�áé ó�ï ãåíéêü�åñï ÷þñï ðïõ êáëåß�áé êñõð�ïãñáößá äçìïóßïõêëåéäéïý (publi
-key 
ryptography) Þ áóýììå�ñç êñõð�ïãñáößá (asymmetri
 
ryptography).Ôá ãåíéêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ �ùí áëãïñßèìùí êÜèå êá�çãïñßáò ðáñïõóéÜæïí�áé ó�ç óõíÝ÷åéá.1.2 Óõììå�ñéêïß áëãüñéèìïé êñõð�ïãñÜöçóçòÓ�ïõò áëãüñéèìïõò áõ�Þò �çò êá�çãïñßáò ÷ñçóéìïðïéåß�áé �ï ßäéï êëåéäß �üóï ãéá �çí êñõ-ð�ïãñÜöçóç üóï êáé ãéá �çí áðïêñõð�ïãñÜöçóç, äçëáäÞ Ke = Kd. Ôï êïéíü áõ�ü êëåéäß �ïãíùñßæïõí ìüíï ïé óõíäéáëåãüìåíïé, ãéá áõ�ü ç åí ëüãù êá�çãïñßá áëãïñßèìùí óõíáí�Ü�áéåðßóçò ó�ç âéâëéïãñáößá ìå �ï üíïìá êñõð�ïãñáößá éäéù�éêïý êëåéäéïý (private key 
ryptog-raphy). Óå Ýíáí áëãüñéèìï óõììå�ñéêïý êëåéäéïý, ïé óõíäéáëåãüìåíïé ðñÝðåé íá áí�áëëÜîïõí,ðñéí �çí Ýíáñîç �çò åðéêïéíùíßáò �ïõò, �ï êïéíü êëåéäß êñõð�ïãñÜöçóçò/áðïêñõð�ïãñÜöçóçòìå áóöáëÞ �ñüðï (ãéá áõ�üí �ï ëüãï åðéó�ñá�åýïí�áé, üðùò èá äïýìå ó�ç óõíÝ÷åéá, ïé áëãü-ñéèìïé äçìïóßïõ êëåéäéïý).Ïé áëãüñéèìïé óõììå�ñéêïý êëåéäéïý ÷ùñßæïí�áé ìå �ç óåéñÜ �ïõò óå äýï óçìáí�éêÝò õðï-êá�çãïñßåò, ó�ïõò áëãüñéèìïõò �ìÞìá�ïò (blo
k 
iphers) êáé ó�ïõò áëãüñéèìïõò ñïÞò (stream
iphers).
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1.2 Óõììå�ñéêïß áëãüñéèìïé êñõð�ïãñÜöçóçòÁñ÷éêü ìÞíõìá: : : Blo
k Mi−1 Blo
k Mi Blo
k Mi+1
: : :

?Êñõð�ïãñÜöçóç-Êëåéäß
?: : : Blo
k Ci−1 Blo
k Ci Blo
k Ci+1

: : :Êñõð�üãñáììáÓ÷Þìá 1.2. ÄéÜãñáììá âáóéêÞò ëåé�ïõñãßáò åíüò áëãïñßèìïõ �ìÞìá�ïò1.2.1 Áëãüñéèìïé �ìÞìá�ïòÓå Ýíáí áëãüñéèìï �ìÞìá�ïò, �ï áñ÷éêü ìÞíõìá M ÷ùñßæå�áé óå äéáäï÷éêÜ �ìÞìá�áM1;M2; : : :ßóïõ ìåãÝèïõò. ÊÜèå �ìÞìá Mi êñõð�ïãñáöåß�áé îå÷ùñéó�Ü, äßíïí�áò ùò áðï�Ýëåóìá Ýíá�ìÞìá �ïõ êñõð�ïãñÜììá�ïò Ci, äçëáäÞ Ci = EK(Mi) ãéá i = 1; 2; : : :. Ç áðïêñõð�ïãñÜ-öçóç ó�ïí ðáñáëÞð�ç ãßíå�áé åðßóçò êá�Ü �ìÞìá�á, äçëáäÞ Mi = DK(Ci) ãéá êÜèå i. Aõ�Þç äéáäéêáóßá êñõð�ïãñÜöçóçò áðåéêïíßæå�áé ó�ï Ó÷Þìá 1.2. Ìßá �õðéêÞ �éìÞ óÞìåñá ãéá �ïìÝãåèïò �ïõ �ìÞìá�ïò óå áëãïñßèìïõò áõ�Þò �çò êá�çãïñßáò åßíáé 128 bits. Ç ëåé�ïõñãßááõ�þí �ùí áëãïñßèìùí åßíáé åðáíáëçð�éêÞ, õðü �çí Ýííïéá ü�é �ï áñ÷éêü �ìÞìá ìçíýìá�ïòMi êñõð�ïãñáöåß�áé ìÝóá áðü äéÜöïñá äéáäï÷éêÜ ó�Üäéá (rounds), üðïõ óå êÜèå ó�Üäéï óõ-í�åëåß�áé áêñéâþò ï ßäéïò êñõð�ïãñáöéêüò ìå�áó÷çìá�éóìüò, ðñïêåéìÝíïõ íá ó÷çìá�éó�åß �ï�åëéêü �ìÞìá êñõð�ïãñÜììá�ïò Ci· ãéá êÜèå ó�Üäéï, ÷ñçóéìïðïéåß�áé äéáöïñå�éêü �ìÞìá �ïõêëåéäéïý. Ç ðáñáðÜíù âáóéêÞ ëåé�ïõñãßá �ùí áëãïñßèìùí �ìÞìá�ïò, üðùò áðåéêïíßæå�áé ó�ïÓ÷Þìá 1.2, êáëåß�áé ëåé�ïõñãßá çëåê�ñïíéêïý êùäéêïâéâëßïõ (Ele
troni
 CodeBook - ECB).ÕðÜñ÷ïõí êáé Üëëïé �ñüðïé ëåé�ïõñãßáò ãéá áõ�ïýò �ïõò áëãüñéèìïõò - óçìáí�éêüò åê �ùíïðïßùí åßíáé �ñüðïò ëåé�ïõñãßáò áëõóéäù�ïý �ìÞìá�ïò (Cipher Blo
k Chaining mode - CBC),üðïõ óå êÜèå �ìÞìáMi �ïõ ìçíýìá�ïò, ðñéí êñõð�ïãñáöçèåß, ðñïó�ßèå�áé modulo 2 �ï �ìÞìáCi−1.Óå üëïõò �ïõò áëãüñéèìïõò �ìÞìá�ïò õðåéóÝñ÷å�áé ó�ç ëåé�ïõñãßá �ïõò ìßá äïìéêÞ ìï-íÜäá ðïõ êáëåß�áé ìïíÜäá áí�éêá�Üó�áóçò (Substitution Box Þ S-Box), ç ïðïßá ðñáãìá�ïðïéåßáí�éêá�áó�Üóåéò bits ìå ìç ãñáììéêü �ñüðï. Áðï�Ýëåóìá áõ�Þò �çò ëåé�ïõñãßáò êá�Ü �çí êñõ-
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ÅéóáãùãÞð�ïãñÜöçóç åßíáé �ï íá õðÜñ÷åé åí �Ýëåé ìßá óýíèå�ç ó÷Ýóç ìå�áîý �ùí bits �ïõ êëåéäéïý êáé�ùí bits �ïõ êñõð�ïãñÜììá�ïò. Áõ�Þ ç éäéü�ç�á êáëåß�áé óýã÷õóç (
onfusion) êáé Ý÷åé ïñé-ó�åß áðü �ïí Shannon ó�ï [126℄ ùò áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá �ïí ÷áñáê�çñéóìü åíüò óõó�Þìá�ïòùò áóöáëÝò. Êá�Ü óõíÝðåéá, ïé éäéü�ç�åò �ïõ S-Box åßíáé ðïëý óçìáí�éêÝò ãéá �çí áóöÜëåéá�ïõ áëãïñßèìïõ ó�ï óýíïëü �ïõ. Áðü ìáèçìá�éêÞ Üðïøç, êÜèå S-box ìå m åéóüäïõò êáé nåîüäïõò ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò óõíÜñ�çóç f : F
m
2 → F

n
2 Þ, éóïäýíáìá, ùò óõëëïãÞ n ëïãéêþíóõíáñ�Þóåùí fi : F

m
2 → F2, i = 1; 2; : : : ; n (üðïõ F2 = {0; 1}).Ìßá Üëëç óçìáí�éêÞ éäéü�ç�á ðïõ üñéóå ï Shannon ùò áðáñáß�ç�ç ãéá Ýíá êñõð�ïãñáöéêüóýó�çìá åßíáé ç äéÜ÷õóç (di�usion), ç ïðïßá õðïäçëþíåé ü�é Ýíá bit �ïõ ìçíýìá�ïò ðñÝðåéíá åðçñåÜæåé ðïëëÜ bits �ïõ êñõð�ïãñÜììá�ïò. �éá �çí éêáíïðïßçóç áõ�Þò �çò éäéü�ç�áò,ïé óýã÷ñïíïé áëãüñéèìïé �ìÞìá�ïò ðåñéÝ÷ïõí äïìéêÝò ìïíÜäåò ðïõ åðé�åëïýí áí�éìå�áèÝóåéòbits (ìïíÜäåò áí�éìå�Üèåóçò (Permutation-Box Þ P-Box)) Þ ãñáììéêïýò ìå�áó÷çìá�éóìïýò.�ïëëïß áëãüñéèìïé �ìÞìá�ïò âáóßæïí�áé óå áëëçëïõ÷ßá åíåñãåéþí áí�éêá�Üó�áóçò êáé áí�é-ìå�Üèåóçò, âáóéóìÝíïé áêñéâþò ó�éò èåùñç�éêÝò áñ÷Ýò �ïõ Shannon: áõ�ïß ïé áëãüñéèìïé êá-ëïýí�áé äßê�õá áí�éêá�Üó�áóçò/áí�éìå�Üèåóçò (Substitution-Permutation Networks (SPN)).Ï ðéï ãíùó�üò êáé ðåñéóóü�åñï äéáäåäïìÝíïò áëãüñéèìïò �ìÞìá�ïò åßíáé ï Advan
edEn
ryption Standard (AES), ãíùó�üò åðßóçò ùò Rijndael [107℄, ï ïðïßïò åðåëÝãç áðü �ïíïñãáíéóìü NIST (National Institute of Standards and Te
hnology) ùò êáèïëéêü ðñü�õðï êñõ-ð�ïãñÜöçóçò �ï 2001, áí�éêáèéó�þí�áò �ïí ðñïêÜ�ï÷ü �ïõ DES (Data En
ryption Standard)[108℄. Ï AES åßíáé áëãüñéèìïò �çò ìïñöÞò SPN êáé óõíáí�Ü�áé óå ìåãÜëï åýñïò åöáñìïãþí,üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá óå óõíáëëáãÝò çëåê�ñïíéêïý åìðïñßïõ, óå ÅéêïíéêÜ Éäéù�éêÜ Äßê�õáêáé óå áóýñìá�åò åðéêïéíùíßåò. ¢ëëïé ãíùó�ïß áëãüñéèìïé �ìÞìá�ïò åßíáé ïé FEAL [127℄,IDEA [85℄, RC6 [119℄, SERPENT [4℄, êáé TWOFISH [128℄.1.2.2 Áëãüñéèìïé ñïÞòÏé áëãüñéèìïé ñïÞò êñõð�ïãñáöïýí, ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, îå÷ùñéó�Ü �ï êÜèå bit �ïõ ìç-íýìá�ïò. Ôï ðéï ãíùó�ü ìïí�Ýëï áëãüñéèìïõ ñïÞò åßíáé �ï ëåãüìåíï óçìåéùìá�Üñéï ìéáò÷ñÞóçò (one-time pad) Þ áëãüñéèìïò Vernam (Vernam 
ipher) [135℄, ó�ïí ïðïßï ÷ñçóéìï-ðïéåß�áé ìßá �õ÷áßá áêïëïõèßá bits ðïõ êáëåß�áé êëåéäïñïÞ (keystream) ç ïðïßá ðñïó�ßèå�áémodulo 2 (XOR) ó�á bits �ïõ ìçíýìá�ïò. ÂáóéêÝò ðñïûðïèÝóåéò ãéá �ïí áëãüñéèìï Vernamåßíáé ç áðüëõ�ç �õ÷áéü�ç�á �çò êëåéäïñïÞò, êáèþò åðßóçò êáé ü�é �ï ìÝãåèüò �çò ðñÝðåé íáåßíáé üóï êáé �ï ìÝãåèïò �ïõ ìçíýìá�ïò. O Shannon ó�ï [126℄ áðïäåéêíýåé ü�é ï áëãüñéèìïò
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1.2 Óõììå�ñéêïß áëãüñéèìïé êñõð�ïãñÜöçóçò
�åííÞ�ñéáêëåéäïñïÞò

?⊕
ki

- -
mi 
i = mi ⊕ ki: : : : : : : : : �åííÞ�ñéáêëåéäïñïÞò

?⊕
ki

- -

i mi = 
i ⊕ ki

Áðïó�ïëÝáò �áñáëÞð�çò
Ó÷Þìá 1.3. ÄéÜãñáììá åíüò äõáäéêïý ðñïóèå�éêïý áëãüñéèìïõVernam åðé�õã÷Üíåé áðåñéüñéó�ç áóöÜëåéá (perfe
t se
re
y), ç ïðïßá ïñßæå�áé ìå ÷ñÞóç �ùíåííïéþí �çò åí�ñïðßáò �ïõ ìçíýìá�ïò êáé �ïõ êñõð�ïãñÜììá�ïò: óõãêåêñéìÝíá, Ýíá óýó�çìáïñßæå�áé ùò áðåñéüñéó�á áóöáëÝò åÜí ãíþóç �ïõ êñõð�ïãñÜììá�ïò äåí ðáñÝ÷åé êáìßá ðëçñï-öïñßá ãéá �ï áñ÷éêü ìÞíõìá. Ùó�üóï, ðáñüëá �á éäáíéêÜ êñõð�ïãñáöéêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ �ïõáëãüñéèìïõ Vernam, åßíáé ïõóéáó�éêÜ ìç ðñáê�éêü óýó�çìá, áöåíüò ëüãù �ïõ ðïëý ìåãÜëïõìÞêïõò êëåéäéïý ðïõ áðáé�åß (ßóïõ ìå �ï ìÝãåèïò �ïõ ìçíýìá�ïò, êáèéó�þí�áò �çí áóöáëÞáí�áëëáãÞ �ïõ ðñüâëçìá ßäéáò äõóêïëßáò ìå áõ�Þ �çò áóöáëïýò áí�áëëáãÞò �ïõ ßäéïõ �ïõìçíýìá�ïò) êáé, áöå�Ýñïõ, ëüãù �ïõ ü�é äåí ìðïñïýí íá õðÜñîïõí áðüëõ�á �õ÷áßåò áêïëïõ-èßåò. �áñüëá áõ�Ü, ïé áëãüñéèìïé ñïÞò ó÷åäéÜæïí�áé ìå �ñüðï �Ý�ïéï þó�å íá ðñïóïìïéÜæïõí,êá�Ü �ï äõíá�üí ðåñéóóü�åñï, �ïí áëãüñéèìï Vernam.Ìßá ìåãÜëç êá�çãïñßá áëãïñßèìùí ñïÞò åßíáé ïé äõáäéêïß ðñïóèå�éêïß áëãüñéèìïé (binaryadditive stream 
iphers), ïé ïðïßïé áðï�åëïýí�áé áðü ìßá ãåííÞ�ñéá êëåéäïñïÞò, üðïõ êÜèåbit ki áõ�Þò ðñïó�ßèå�áé ó�ï áí�ßó�ïé÷ï bit mi �ïõ áñ÷éêïý ìçíýìá�ïò ðñïêåéìÝíïõ íá äç-ìéïõñãçèåß �ï bit 
i �ïõ êñõð�ïãñÜììá�ïò. Ôï âáóéêü äéÜãñáììá åíüò äõáäéêïý ðñïóèå�éêïýáëãüñéèìïõ áðåéêïíßæå�áé ó�ï Ó÷Þìá 1.3. Ç ãåííÞ�ñéá êëåéäïñïÞò Ý÷åé ìßá áñ÷éêÞ êá�Ü-ó�áóç, ç ïðïßá áðï�åëåß �ï ìõó�éêü êëåéäß �ïõ áëãïñßèìïõ: áðü áõ�Þí �çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóçîåêéíÜ �ç ëåé�ïõñãßá �çò êáé, åí óõíå÷åßá, ðåñíÜåé óå äéáäï÷éêÝò êá�áó�Üóåéò, ðáñÜãïí�áòÝíá bit �çò êëåéäïñïÞò óå êÜèå êá�Üó�áóç. Ìå Üëëá ëüãéá, êÜèå ãåííÞ�ñéá êëåéäïñïÞò åßíáéìßá ìç÷áíÞ ðåðåñáóìÝíùí êá�áó�Üóåùí (�nite-state ma
hine) ìå Ýîïäï. Áðü �çí ðåñéãñáöÞ�ïõ áëãïñßèìïõ Vernam ãßíå�áé öáíåñü ü�é ç áóöÜëåéá áõ�þí �ùí óõó�çìÜ�ùí åîáñ�Ü�áéáðü �á ÷áñáê�çñéó�éêÜ �õ÷áéü�ç�áò �çò êëåéäïñïÞò, êáèþò êáé áðü �çí ðåñßïäü �çò. Êá�ÜóõíÝðåéá, ç ó÷åäßáóç áõ�þí �ùí óõó�çìÜ�ùí åðéêåí�ñþíå�áé ïõóéáó�éêÜ ó�çí êá�áóêåõÞêá�Üëëçëùí ãåííç�ñéþí êëåéäïñïÞò þó�å íá ðáñÜãïõí ðïéï�éêÝò êñõð�ïãñáöéêÜ áêïëïõèßåòó�çí Ýîïäü �ïõò. �åííÞ�ñéåò áõ�Þò �çò ìïñöÞò âáóßæïí�áé êõñßùò óå êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçòìå áíÜäñáóç, ó�ïõò ïðïßïõò õðåéóÝñ÷ïí�áé ìç ãñáììéêÝò ëåé�ïõñãßåò (ìç ãñáììéêÝò ëïãéêÝòóõíáñ�Þóåéò). Áíáëõ�éêÞ ðåñéãñáöÞ �ïõò ðáñá�ßèå�áé ó�ï ÊåöÜëáéï 2.29 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



ÅéóáãùãÞÅê�üò áðü �ïí äõáäéêü ðñïóèå�éêü áëãüñéèìï, õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò ïéêïãÝíåéåò áëãïñßè-ìùí ñïÞò: ìßá óçìáí�éêÞ ïéêïãÝíåéá áðï�åëïýí ïé ëåãüìåíïé áóýã÷ñïíïé áëãüñéèìïé ñïÞò(asynhronous stream 
iphers), ó�ïõò ïðïßïõò �ï êÜèå bit êëåéäïñïÞò åîáñ�Ü�áé åðßóçò, åê�üòáðü �çí �ñÝ÷ïõóá êá�Üó�áóç �çò ãåííÞ�ñéáò, êáé áðü ðñïçãïýìåíá bits �ïõ êñõð�ïãñÜììá-�ïò. Åðßóçò, õðÜñ÷ïõí áëãüñéèìïé ñïÞò ïé ïðïßïé êñõð�ïãñáöïýí ü÷é áíÜ bit áëëÜ áíÜ byteÞ, ãåíéêü�åñá, áíÜ ëÝîç (word). Óå üëåò �éò ðåñéð�þóåéò, �üóï �á ó�á�éó�éêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ�çò êëåéäïñïÞò üóï êáé ç ìáèçìá�éêÞ ìïñöÞ �çò ãåííÞ�ñéáò áðï�åëïýí êñßóéìïõò ðáñÜãïí�åòãéá �çí áóöÜëåéá �ïõ áëãïñßèìïõ.Ïé áëãüñéèìïé ñïÞò ðáñïõóéÜæïõí ðïëý ìåãáëý�åñç �á÷ý�ç�á áðü ü,�é ïé áëãüñéèìïé �ìÞ-ìá�ïò êáé, ùò åê �ïý�ïõ, ðñï�éìþí�áé óå åöáñìïãÝò ðñáãìá�éêïý ÷ñüíïõ, üðùò ãéá ìå�Üäïóçïìéëßáò Þ video. �åíéêü�åñá, åìöáíßæïí�áé óå Ýíá ðïëý åõñý�åñï öÜóìá åöáñìïãþí [105℄. ×á-ñáê�çñéó�éêÜ ðáñáäåßãìá�á áëãïñßèìùí ñïÞò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé åõñÝùò åßíáé ï áëãüñéèìïòÅ0 ó�ï ðñù�üêïëëï Bluetooth [8℄ ãéá áóýñìá�åò åðéêïéíùíßåò, ï A5/1 ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áéãéá êñõð�ïãñÜöçóç êéíç�þí åðéêïéíùíéþí ó�ï GSM (Global System for Mobile 
ommuni
a-tions) [1℄, êáèþò åðßóçò êáé ï RC4 ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ó�á ðñù�üêïëëá SSH (Se
ure SHell)êáé HTTPS (HyperText Transfer Proto
ol Se
ure) [118℄. Ùó�üóï, äåí õðÜñ÷åé ìÝ÷ñé �þñáêÜðïéï êáèïëéêü ðñü�õðï áëãïñßèìïõ ñïÞò, üðùò óõìâáßíåé ãéá �ïõò áëãüñéèìïõò �ìÞìá�ïò.Ôá �åëåõ�áßá ÷ñüíéá õðÜñ÷åé Ýí�ïíï åñåõíç�éêü åíäéáöÝñïí ãéá �çí êá�áóêåõÞ åíüò êáèï-ëéêÜ áðïäåê�ïý áëãïñßèìïõ ñïÞò (óå åîÝëéîç âñßóêå�áé �ï ó÷å�éêü åõñùðáúêü åñåõíç�éêüðñüãñáììá eSTREAM [34℄), ëüãù �çò êïéíÞò ðåðïßèçóçò ü�é Ýíáò �Ý�ïéïò áëãüñéèìïò ìðï-ñåß íá õðåñ�åñåß óå ó÷Ýóç ìå �ïõò áëãïñßèìïõò �ìÞìá�ïò �üóï óå �á÷ý�ç�á ó�ï ëïãéóìéêü(software), üóï êáé óå åõêïëßá õëïðïßçóçò ó�ï õëéêü (hardware).1.3 Áëãüñéèìïé êñõð�ïãñÜöçóçò äçìïóßïõ êëåéäéïýÏé áëãüñéèìïé óõììå�ñéêïý êëåéäéïý ðïõ ðáñïõóéÜó�çêáí áíù�Ýñù ðáñïõóéÜæïõí �ï óçìá-í�éêü ìåéïíÝê�çìá �ïõ ü�é áðáé�åß�áé ç åê �ùí ðñï�Ýñùí áóöáëÞò áí�áëëáãÞ �ïõ êëåéäéïýìå�áîý �ùí äýï óõíäéáëåãïìÝíùí. Ó�á ðëáßóéá áí�éìå�þðéóçò áõ�ïý �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, ðñï-�Üèçêå áðü �ïõò W. DiÆe êáé M. Hellman �ï 1976 Ýíá äéáöïñå�éêü ìïí�Ýëï êñõð�ïãñÜöçóçòðïõ êáëåß�áé êñõð�ïãñáößá äçìïóßïõ êëåéäéïý Þ êñõð�ïãñáößá áóýììå�ñïõ êëåéäéïý (asym-metri
 key 
ryptography) [29℄. Óå áõ�Þ �ç íÝá êá�çãïñßá áëãïñßèìùí, êÜèå ÷ñÞó�çò Ý÷åéó�çí êá�ï÷Þ �ïõ äýï êëåéäéÜ: �ï Ýíá ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá êñõð�ïãñÜöçóç êáé åßíáé åõñÝùòãíùó�ü óå üëïõò (äçìüóéï êëåéäß), åíþ �ï äåý�åñï ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá áðïêñõð�ïãñÜöçóç
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1.4 Áí�éêåßìåíï êáé äïìÞ �çò äéá�ñéâÞòêáé äåí �ï ãíùñßæåé êáíåßò Üëëïò ðáñÜ ìüíï ï êÜ�ï÷üò �ïõ (éäéù�éêü êëåéäß). Áí Ýíá ìÞíõìáêñõð�ïãñáöçèåß ìå �ï äçìüóéï êëåéäß åíüò ÷ñÞó�ç, �ü�å áðïêñõð�ïãñáöåß�áé óùó�Ü ìå ÷ñÞóç�ïõ éäéù�éêïý �ïõ êëåéäéïý. Áðáñáß�ç�ç ðñïûðüèåóç ãéá �çí áóöÜëåéá åíüò êñõð�ïóõó�Þìá-�ïò áõ�Þò �çò êá�çãïñßáò åßíáé ü�é ç ãíþóç �ïõ äçìïóßïõ êëåéäéïý äåí ðñÝðåé íá åðé�ñÝðåé �ïíðñïóäéïñéóìü �ïõ éäéù�éêïý êëåéäéïý.Ç áêñéâÞò ëåé�ïõñãßá áõ�þí �ùí áëãïñßèìùí åßíáé ç åîÞò: Ýó�ù Á, Â äýï ÷ñÞó�åò, ìåäçìüóéo êáé éäéù�éêü êëåéäß �ïõ B �á eB; dB áí�éó�ïß÷ùò. �éá íá ó�åßëåé ï A �ï ìÞíõìáM ó�ïí B, ÷ñçóéìïðïéåß �ï äçìüóéï êëåéäß eB (ó�ï ïðïßï Ý÷åé ðñüóâáóç), ïðü�å ðáñÜãå�áé�ï êñõð�üãñáììá C = EeB(M). Ï ðáñáëÞð�çò B ìå �ç óåéñÜ �ïõ áðïêñõð�ïãñáöåß �ïêñõð�üãñáììá C ìÝóù �çò ðñÜîçò DdB(C) = M . ÅðåéäÞ ìüíï ï B ãíùñßæåé �ï êëåéäß dB,åßíáé ï ìüíïò ï ïðïßïò ìðïñåß íá áðïêñõð�ïãñáöÞóåé óùó�Ü �ï C.Ïé áëãüñéèìïé äçìïóßïõ êëåéäéïý åðé�ñÝðïõí �çí áóöáëÞ áí�áëëáãÞ ìçíõìÜ�ùí, ÷ùñßò íááðáé�åß�áé êÜðïéá åê �ùí ðñï�Ýñùí áóöáëÞò áí�áëëáãÞ �ïõ êëåéäéïý. Ùó�üóï åßíáé åîáéñå-�éêÜ áñãïß áëãüñéèìïé, ãåãïíüò ðïõ �ïõò êáèéó�Ü, ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, ìç êá�Üëëçëïõòãéá êñõð�ïãñÜöçóç ìåãÜëùí ìçíõìÜ�ùí. Ç âáóéêÞ �ïõò ëåé�ïõñãßá åßíáé ç áí�áëëáãÞ �ùíêëåéäéþí ãéá �ïõò óõììå�ñéêïýò áëãüñéèìïõò êñõð�ïãñÜöçóçò, åíþ åðßóçò åöáñìüæïí�áé ãéá�ç äçìéïõñãßá øçöéáêþí õðïãñáöþí (digital signatures), ïé ïðïßåò åðéóõíÜð�ïí�áé ó�á ìå�á-äéäüìåíá ìçíýìá�á ðñïêåéìÝíïõ ï ðáñáëÞð�çò íá ðéó�ïðïéåß �çí �áõ�ü�ç�á �ïõ áðïó�ïëÝá.Ï ðéï óçìáí�éêüò êáé åõñÝùò ÷ñçóéìïðïéïýìåíïò áëãüñéèìïò äçìïóßïõ êëåéäéïý åßíáé ï RSA(Rivest-Shamir-Adleman) [120℄.1.4 Áí�éêåßìåíï êáé äïìÞ �çò äéá�ñéâÞòÇ ðáñïýóá äéá�ñéâÞ åí�Üóóå�áé ó�ï ÷þñï �çò óõììå�ñéêÞò êñõð�ïãñáößáò êáé åðéêåí�ñþíå�áéêõñßùò ó�ïõò áëãïñßèìïõò ñïÞò. ¼ðùò Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß íùñß�åñá, ïé éäéü�ç�åò �çò áêïëïõ-èßáò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ùò êëåéäïñïÞ áðï�åëïýí êñßóéìï ðáñÜãïí�á ãéá �çí áóöÜëåéá åíüòóõó�Þìá�ïò áõ�Þò �çò êá�çãïñßáò. Ùò åê �ïý�ïõ, âáóéêüò ó�ü÷ïò êá�Ü �ç ó÷åäßáóç áëãï-ñßèìùí ñïÞò åßíáé ç ðáñáãùãÞ øåõäï�õ÷áßùí áêïëïõèéþí, äçëáäÞ áêïëïõèéþí �ùí ïðïßùí �á÷áñáê�çñéó�éêÜ ðñïóïìïéÜæïõí åêåßíá �ùí ðñáãìá�éêÜ �õ÷áßùí áêïëïõèéþí ðïõ ëáìâÜíïí�áéáðü öõóéêÝò ðçãÝò. ÕðÜñ÷ïõí äéÜöïñá ìÝ�ñá áðï�ßìçóçò �çò øåõäï�õ÷áéü�ç�áò ìßáò áêï-ëïõèßáò: Ýíá áðü �á ðëÝïí óçìáí�éêÜ åßíáé ç (ãñáììéêÞ/ìç ãñáììéêÞ) ðïëõðëïêü�ç�á �çòáêïëïõèßáò, ç ïðïßá ðåñéãñÜöåé �ï ìÞêïò �ïõ ìéêñü�åñïõ (ãñáììéêïý/ìç ãñáììéêïý) êá�á-÷ùñç�Þ ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóç ï ïðïßïò áðáé�åß�áé ãéá �çí ðáñáãùãÞ �çò áêïëïõèßáò. Ïé
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ÅéóáãùãÞêñõð�ïãñáöéêÝò áêïëïõèßåò ðñÝðåé íá Ý÷ïõí õøçëÞ ðïëõðëïêü�ç�á (åíü�ç�á 2.4). Éäéáß�åñáç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á Ý÷åé ìåëå�çèåß åê�åíþò ó�ç âéâëéïãñáößá· âáóéêü ðáñÜãïí�á ãéááõ�ü áðï�Ýëåóå ï ðïëý ãíùó�üò áíáäñïìéêüò áëãüñéèìïò �ùí Berlekamp-Massey [3, 97℄ ïïðïßïò õðïëïãßæåé áðïäï�éêÜ �ïí åëÜ÷éó�ï ãñáììéêü êá�á÷ùñç�Þ ï ïðïßïò ðáñÜãåé ìßá áêï-ëïõèßá, åíþ ÷ñÞóç �ïõ áëãïñßèìïõ áõ�ïý ðáñÝ÷åé �ç äõíá�ü�ç�á ðñüâëåøçò ïëüêëçñçò �çòáêïëïõèßáò áðü Ýíá ìéêñü ãíùó�ü �ìÞìá �çò, åöüóïí ç ãñáììéêÞ �çò ðïëõðëïêü�ç�á åßíáéìéêñÞ (åíü�ç�á 2.4). Åðßóçò, õðÜñ÷åé ìßá Üìåóç óõó÷Ý�éóç �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourierìßáò ðåñéïäéêÞò áêïëïõèßáò ìå �ç ãñáììéêÞ �çò ðïëõðëïêü�ç�á (åö' üóïí ï ìå�áó÷çìá�éóìüòáõ�üò ïñßæå�áé) [98℄, êÜ�é �ï ïðïßï áíáäåéêíýåé äéÜöïñåò ìåèüäïõò áí�éìå�þðéóçò æç�çìÜ�ùíðïëõðëïêü�ç�áò (åíü�ç�åò 2.3-2.4). Óõíåðþò, ùò áðüññïéá �çò ìåãÜëçò êñõð�ïãñáöéêÞò �çòáîßáò, Ý÷ïõí ðñï�áèåß êáé ÷ñçóéìïðïéïýí�áé äéÜöïñåò ìÝèïäïé ðáñáãùãÞò áêïëïõèéþí õøçëÞòãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. Ç ðëåéïøçößá áõ�þí �ùí �å÷íéêþí âáóßæå�áé ó�çí åöáñìïãÞ ìçãñáììéêþí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí óå Ýíáí Þ ðåñéóóü�åñïõò ãñáììéêïýò êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèç-óçò ìå áíÜäñáóç. Ïé äýï óçìáí�éêü�åñåò êá�çãïñßåò áõ�þí �ùí óõó�çìÜ�ùí åßíáé �á ìçãñáììéêÜ ößë�ñá êáé ïé ìç ãñáììéêïß óõíäõáó�Ýò (åíü�ç�åò 2.5.2-2.5.3). Ùó�üóï, êáé ãéá �éòäýï ðåñéð�þóåéò, ç åðéëïãÞ �ùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí åßíáé êñßóéìç üóïí áöïñÜ �çí áóöÜëåéáðïõ åí �Ýëåé èá ðáñÝ÷åé �ï óýó�çìá, ãéá�ß Ý÷ïõí áíáð�õ÷èåß ðïëëÝò êñõð�áíáëõ�éêÝò �å÷íéêÝòðïõ åêìå�áëëåýïí�áé óõãêåêñéìÝíåò éäéü�ç�åò ó�éò óõíáñ�Þóåéò áõ�Ýò - êáé, ùò åê �ïý�ïõ,ðñÝðåé íá åîáóöáëßæå�áé ü�é áõ�Ýò ïé éäéü�ç�åò äåí èá õðÜñ÷ïõí óå ìßá êñõð�ïãñáöéêÞ ëïãéêÞóõíÜñ�çóç.Âáóéêüò Üîïíáò �çò ðáñïýóáò äéá�ñéâÞò åßíáé ç ðïëõðëïêü�ç�á �ùí áêïëïõèéþí. Óå áõ�ü�ï ðëáßóéï, êá�áóêåõÜæå�áé ìßá íÝá ïéêïãÝíåéá ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí, ç ïðïßá åîáóöáëß-æåé �çí ðáñáãùãÞ áêïëïõèéþí õøçëÞò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. Ç íÝá áõ�Þ ìåèïäïëïãßáó÷åäßáóçò ößë�ñùí ãåíéêåýåé Üëëåò óçìáí�éêÝò ïéêïãÝíåéåò ößë�ñùí ðïõ Ý÷ïõí ðñï�áèåß ó�çâéâëéïãñáößá [79, 124℄, åíþ åðßóçò äýíá�áé íá åöáñìïó�åß êáé óå Üëëåò êá�áóêåõÝò ößë�ñùíðïõ åíäå÷ïìÝíùò åìöáíéó�ïýí ó�ï ìÝëëïí. ÅðéðëÝïí, áíáëýïí�áé ðëÞñùò ïé éäéü�ç�åò �ùíðåñéïäéêþí áêïëïõèéþí ãéá �éò ïðïßåò äåí ïñßæå�áé ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier. Áðï�Ýëåóìááõ�Þò �çò áíÜëõóçò åßíáé ï ïñéóìüò åíüò íÝïõ ãåíéêåõìÝíïõ Äéáêñé�ïý Ìå�áó÷çìá�éóìïýFourier, ï ïðïßïò áðï�åëåß Üìåóç ãåíßêåõóç �ïõ êëáóéêïý ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier êáé, åðß-óçò, ðåñéãñÜöåé �çí ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ùí áêïëïõèéþí êá�Ü ðëÞñç áí�éó�ïé÷ßá ìå�ïí êëáóéêü ìå�áó÷çìá�éóìü. Ï íÝïò ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier ðïõ ðñï�åßíå�áé åäþ óõãêå-í�ñþíåé ðåñéóóü�åñá ðëåïíåê�Þìá�á áðü ü,�é ï ãåíéêåõìÝíïò ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier ðïõðñï�åßíå�áé ó�ï [99℄, ëüãù �ïõ ü�é ðáñÝ÷åé Ýíáí åíéáßï �ñüðï ìáèçìá�éêÞò ðåñéãñáöÞò üëùíKùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 32



1.4 Áí�éêåßìåíï êáé äïìÞ �çò äéá�ñéâÞò�ùí ðåñéïäéêþí áêïëïõèéþí, áíåîáñ�Þ�ùò ðåñéüäïõ.Ç ðáñïýóá äéá�ñéâÞ åîå�Üæåé åðßóçò �ç ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ùí áêïëïõèéþí -ç ïðïßá, ó�çí åõñý�åñç âéâëéïãñáößá, Ý÷åé ìåëå�çèåß óå óçìáí�éêÜ ìéêñü�åñï âáèìü áðüü,�é ç ãñáììéêÞ. Áíáð�ýóóå�áé êáéíïýñéïò áíáäñïìéêüò áëãüñéèìïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çòìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò äõáäéêþí áêïëïõèéþí, ãåíéêåýïí�áò Ý�óé �ïí áëãüñéèìï �ùíBerlekamp-Massey ãéá �ç ìç ãñáììéêÞ ðåñßð�ùóç. Ï áëãüñéèìïò ðïõ ðñï�åßíå�áé åäþ áðï-�åëåß �ïí ðñþ�ï áíáäñïìéêü áëãüñéèìï ó�ç âéâëéïãñáößá ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ åëÜ÷éó�ïõêá�á÷ùñç�Þ ðïõ ðáñÜãåé ìßá áêïëïõèßá êáé Ý÷åé �çí ßäéá õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á (ðï-ëõùíõìéêÞ) ìå �ïí ìç áíáäñïìéêü áëãüñéèìï ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�ï [58℄. Ç áíáäñïìéêÞ öýóç�ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé éäéáß�åñçò óçìáóßáò, áöïý äåí áðáé�åß�áé åî áñ÷Þò ãíþóç ïëüêëçñçò�çò áêïëïõèßáò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò ðïëõðëïêü�ç�Üò �çò. Åðéðñüóèå�á, ìåëå�þí�áé óõ-ó÷å�ßóåéò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò ìå Üëëá ãíùó�Ü êñõð�ïãñáöéêÜ êñé�Þñéá áêïëïõèéþí, üðùòç ðïëõðëïêü�ç�á Lempel-Ziv êáé ï ëüãïò óõìðßåóçò ìßáò áêïëïõèßáò: ç äéåñåýíçóç áõ�þí�ùí óõó÷å�ßóåùí Ý÷åé äéá�õðùèåß ùò áíïé÷�ü åñåõíç�éêü ðñüâëçìá [110℄. Óå áõ�ü �ï ðëáßóéïáðïäåéêíýå�áé Ýíá êÜ�ù öñÜãìá �ïõ ëüãïõ óõìðßåóçò êÜèå ðåñéïäéêÞò áêïëïõèßáò, �ï ïðïßïåîáñ�Ü�áé áðü �çí ðïëõðëïêü�ç�Ü �çò. Åðßóçò, áðïäåéêíýå�áé ü�é �ï ðñïößë éäéï�éìÞò ìßáòáêïëïõèßáò, �ï ïðïßï ïñßæå�áé ó�ï [88℄ ùò êñõð�ïãñáöéêü ìÝ�ñï ðïõ êáèïñßæåé �çí ðïëõðëïêü-�ç�á Lempel-Ziv, êáèïñßæåé åðßóçò ìïíïóÞìáí�á �ï ðñïößë �çò ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò�çò áêïëïõèßáò.ÔÝëïò, ç äéá�ñéâÞ ìåëå�Ü �éò ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò ïé ïðïßåò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé óå áëãï-ñßèìïõò ñïÞò ùò ìç ãñáììéêïß óõíäõáó�Ýò ãéá �çí ðáñáãùãÞ áêïëïõèéþí õøçëÞò ãñáììéêÞòðïëõðëïêü�ç�áò. Ìå�áîý �ùí éäéï�Þ�ùí ðïõ ðñÝðåé íá ðëçñïýí áõ�Ýò ïé óõíáñ�Þóåéò, üðùòáõ�Ýò áíáäåéêíýïí�áé áðü äéÜöïñåò ãíùó�Ýò êñõð�áíáëõ�éêÝò åðéèÝóåéò, åßíáé ç ìç äõíá�ü�ç�áéêáíïðïéç�éêÞò ðñïóÝããéóÞò �ïõò áðü Üëëç óõíÜñ�çóç ÷áìçëïý âáèìïý. Ùó�üóï, ìå åîáßñåóç�éò ðñïóåããßóåéò áðü óõíáñ�Þóåéò ðñþ�ïõ âáèìïý (ïé ïðïßåò õðïëïãßæïí�áé ìå �ï ìå�áó÷ç-ìá�éóìü Walsh), åëÜ÷éó�á áðï�åëÝóìá�á åßíáé ãíùó�Ü ó�ç âéâëéïãñáößá ìÝ÷ñé óÞìåñá üóïíáöïñÜ ó�çí åýñåóç âÝë�éó�ùí ðñïóåããßóåùí ÷áìçëïý âáèìïý r ìßáò óõíÜñ�çóçò, áêüìá êáéãéá r = 2 (�å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò). Ïé ìÝ÷ñé �þñá �å÷íéêÝò åß�å äåí õðïëïãßæïõí �éò êá-ëý�åñåò äõíá�Ýò ðñïóåããßóåéò åß�å ðåñéïñßæïí�áé óå óõíáñ�Þóåéò ìéêñïý ðëÞèïõò ìå�áâëç�þí[65, 106℄. Ç óõíåéóöïñÜ �çò äéá�ñéâÞò óå áõ�Þ �çí êá�åýèõíóç åßíáé ìßá íÝá áðïäï�éêÞ �å÷íéêÞãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü üëùí �ùí âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí ãéá óõãêåêñéìÝíåòïéêïãÝíåéåò óõíáñ�Þóåùí âáèìïý 3 êáé 4. Ç �å÷íéêÞ áõ�Þ áíÜãåé �ï ðñüâëçìá åýñåóçò âÝë�é-ó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí ãéá ìßá óõíÜñ�çóç n ìå�áâëç�þí âáèìïý 3 ó�ï áðëïýó�åñï33 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



ÅéóáãùãÞðñüâëçìá åýñåóçò âÝë�éó�ùí ãñáììéêþí ðñïóåããßóåùí ãéá �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç n− 1 ìå-�áâëç�þí: ãéá �éò ãñáììéêÝò áõ�Ýò ðñïóåããßóåéò áðïäßäå�áé áêñéâÞò ìáèçìá�éêüò �ýðïò ðïõ�éò ðåñéãñÜöåé, ìå áðï�Ýëåóìá ï õðïëïãéóìüò áõ�þí íá ãßíå�áé Üìåóá êáé ÷ùñßò �ç ÷ñÞóç �ïõìå�áó÷çìá�éóìïý Walsh. Ôï ðïëý óçìáí�éêü ðëåïíÝê�çìá �çò áëãïñéèìéêÞò áõ�Þò �å÷íéêÞòåßíáé �ï ü�é ìðïñåß íá åöáñìïó�åß óå óõíáñ�Þóåéò ïðïéïõäÞðï�å ðëÞèïõò ìå�áâëç�þí. ¢ìåóçáðüññïéá �çò áíÜëõóçò ðïõ áêïëïõèåß�áé åßíáé ç áíÜäåéîç óõãêåêñéìÝíùí ÷áñáê�çñéó�éêþíðïõ ðñÝðåé íá áðïöåýãïí�áé êá�Ü �ç ó÷åäßáóç êñõð�ïãñáöéêþí óõíáñ�Þóåùí, ðñïêåéìÝíïõíá ìçí ìðïñïýí íá ðñïóåããéó�ïýí éêáíïðïéç�éêÜ áðü óõíáñ�Þóåéò âáèìïý 2. Ùó�üóï, áðï-äåéêíýå�áé ü�é õðÜñ÷ïõí êá�áóêåõÝò êñõð�ïãñáöéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ Ý÷ïõí ðñï�áèåß ó�çâéâëéïãñáößá, ïé ïðïßåò åíóùìá�þíïõí áõ�Ü �á áñíç�éêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ (ìå�áîý �ùí ïðïßùíêáé óýã÷ñïíá êñõð�ïãñáöéêÜ óõó�Þìá�á). Êá�Ü óõíÝðåéá, �á áðï�åëÝóìá�á �çò äéá�ñéâÞòìðïñïýí íá áðï�åëÝóïõí åñãáëåßá êñõð�áíÜëõóçò óå ðñáãìá�éêÜ óõó�Þìá�á. Áîßæåé, åí êá-�áêëåßäé, íá óçìåéùèåß ü�é êáé ó�ïõò áëãïñßèìïõò �ìÞìá�ïò õðÜñ÷ïõí �å÷íéêÝò êñõð�áíÜëõóçòðïõ ó�çñßæïí�áé óå âÝë�éó�åò ÷áìçëïý âáèìïý ðñïóåããßóåéò �ùí S-boxes [57, 101℄, ãåãïíüò�ï ïðïßï äéåõñýíåé �ï ðëáßóéï ó�ï ïðïßï õðÜãïí�áé �á áðï�åëÝóìá�á �çò äéá�ñéâÞò.Ç äïìÞ �çò äéá�ñéâÞò, üðùò áõ�Þ äéáñèñþíå�áé áíÜ êåöÜëáéï, åßíáé ç áêüëïõèç:Ó�ï ÊåöÜëáéï 2 ðáñïõóéÜæïí�áé ïé âáóéêÝò Ýííïéåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �çí áíÜ-ëõóç áêïëïõèéþí, üðùò ç áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò, ç ñç�Þ áíáðáñÜó�áóç êáé ï ìå�áó÷çìá�é-óìüò Fourier. �åñéãñÜöïí�áé åðßóçò ïé êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóç, ùò ó�ïé÷åéþäçóõó�Þìá�á ðáñáãùãÞò áêïëïõèéþí. Ïñßæå�áé ç Ýííïéá �çò ðïëõðëïêü�ç�áò áêïëïõèéþí ùòóçìáí�éêü êñõð�ïãñáöéêü êñé�Þñéï êáé ðåñéãñÜöïí�áé �á óõó�Þìá�á ìç ãñáììéêþí ößë�ñùíêáé ìç ãñáììéêþí óõíäõáó�þí, �á ïðïßá âáóßæïí�áé óå ìç ãñáììéêÝò óõíáñ�Þóåéò êáé óåãñáììéêïýò êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóç ðñïêåéìÝíïõ íá ðáñÜãïõí áêïëïõèßåò õøç-ëÞò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. Áíáëýå�áé åðßóçò Ýíá óçìáí�éêü åýñïò êñõð�áíáëõ�éêþíåðéèÝóåùí ðïõ ìðïñïýí íá åöáñìïó�ïýí óå áõ�Ü �á óõó�Þìá�á, áíáäåéêíýïí�áò óõãêåêñé-ìÝíåò éäéü�ç�åò ðïõ ðñÝðåé íá ðëçñïýí ïé êñõð�ïãñáöéêÝò ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò Ý�óé þó�å �ááí�ßó�ïé÷á óõó�Þìá�á íá åßíáé áíèåê�éêÜ óå áõ�Ýò �éò åðéèÝóåéò.Ó�ï ÊåöÜëáéï 3 åéóÜãïí�áé �á åñãáëåßá �çò èåùñßáò óõó�çìÜ�ùí ìå �á ïðïßá èá ìåëå�ç-èïýí �á óõó�Þìá�á ðáñáãùãÞò áêïëïõèéþí. Ïñßæå�áé ç åëåãîéìü�ç�á êáé ç ðáñá�çñçóéìü�ç�áóõó�çìÜ�ùí, åíþ ðñïóäéïñßæïí�áé äéÜöïñá åßäç óõó�çìÜ�ùí ðáñáãùãÞò áêïëïõèéþí, üðïõ çäïìÞ êáèåíüò áðü áõ�Ü ïäçãåß ó�ïí ïñéóìü íÝùí ìÝ�ñùí ðïëõðëïêü�ç�áò ãéá áõ�Ýò.Ó�ï ÊåöÜëáéï 4 åöáñìüæïí�áé ïé Ýííïéåò �çò åëåãîéìü�ç�áò êáé ðáñá�çñçóéìü�ç�áò óåãñáììéêÜ óõó�Þìá�á ãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü ìßáò íÝáò äéáíõóìá�éêÞò áíáðáñÜó�áóçò ß÷íïõòKùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 34



1.4 Áí�éêåßìåíï êáé äïìÞ �çò äéá�ñéâÞòêáé åíüò �åíéêåõìÝíïõ Äéáêñé�ïý Ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier ï ïðïßïò ðåñéãñÜöåé üëåò áíå-îáéñÝ�ùò �éò ðåñéïäéêÝò áêïëïõèßåò. Åðßóçò, áíáëýïí�áé õðü �ï ßäéï ðñßóìá óõó�Þìá�á ìçãñáììéêþí ößë�ñùí, êÜ�é ðïõ ïäçãåß óå ãåíßêåõóç �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí �ïõ Rueppel ùò ðñïò�éò êá�áóêåõÝò ößë�ñùí ìå êáëÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ. �ñï�åßíå�áé ìßá íÝá ìåèïäïëïãßá êá�á-óêåõÞò ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí, êÜíïí�áò ÷ñÞóç éäéï�Þ�ùí �ùí ãéíïìÝíùí Krone
ker, ç ïðïßáåîáóöáëßæåé �çí ðáñáãùãÞ áêïëïõèéþí õøçëÞò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò.Ó�ïÊåöÜëáéï 5 áðïäåéêíýïí�áé óõó÷å�ßóåéò �çò ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ìßáò áêï-ëïõèßáò �üóï ìå �ç Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�á üóï êáé ìå �çí éêáíü�ç�á óõìðßåóçò áõ�Þò,ìå âÜóç �ïí ãíùó�ü áëãüñéèìï óõìðßåóçò �ùí Lempel-Ziv. Áíáð�ýóóå�áé åðßóçò íÝïò áíá-äñïìéêüò áëãüñéèìïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ åëÜ÷éó�ïõ êá�á÷ùñç�Þ ìå áíÜäñáóçò ï ïðïßïòðáñÜãåé ìßá áêïëïõèßá, ãåíéêåýïí�áò Ý�óé �ïí ðïëý ãíùó�ü áëãüñéèìï Berlekamp-Massey ãéá�ç ìç ãñáììéêÞ ðåñßð�ùóç.Ó�ï ÊåöÜëáéï 6 áíáð�ýóóïí�áé áðïäï�éêÝò áëãïñéèìéêÝò �å÷íéêÝò ãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü�ùí âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí óõíáñ�Þóåùí âáèìïý 3 êáé 4, ìå ïðïéïäÞðï�åðëÞèïò ìå�áâëç�þí. Ïé �å÷íéêÝò áõ�Ýò âáóßæïí�áé ó�ï áíÜð�õãìá êá�Ü Shannon �ùí ëï-ãéêþí óõíáñ�Þóåùí, êáèþò åðßóçò êáé ó�çí áíáðáñÜó�áóç �ùí �å�ñáãùíéêþí óõíáñ�ÞóåùíâÜóåé �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ Di
kson [95℄. Åðßóçò, ìåëå�þí�áé óõãêåêñéìÝíåò êá�áóêåõÝò óõ-íáñ�Þóåùí ðïõ Ý÷ïõí ðñï�áèåß ó�ç âéâëéïãñáößá, áíáäåéêíýïí�áò �çí ðñáê�éêÞ åöáñìïãÞ êáé�çí êñõð�ïãñáöéêÞ áîßá �ùí ðáñáðÜíù áðï�åëåóìÜ�ùí.ÔÝëïò, ó�ï ÊåöÜëáéï 7 ãßíå�áé ìßá óýíïøç �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí, åíþ åðßóçò ðáñïõóéÜæï-í�áé ìåëëïí�éêÝò åñåõíç�éêÝò êá�åõèýíóåéò.
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ÊåöÜëáéï 2Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþí
Any one who 
onsiders automati
al methods ofprodu
ing random digits is, of 
ourse, in a state ofsin J. V. NeumannÁêïëïõèßåò ìå �éìÝò óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï óþìá ÷ñçóéìïðïéïýí�áé óå Ýíá åõñý öÜóìá åöáñ-ìïãþí, ìå�áîý �ùí ïðïßùí ç êñõð�ïãñáößá, ïé êþäéêåò åëÝã÷ïõ óöÜëìá�ïò êáé �á óõó�Þìá�áåðéêïéíùíéþí åõñÝïõ öÜóìá�ïò [43, 67, 105℄. Óå êñõð�ïãñáöéêÝò åöáñìïãÝò, üðïõ êýñéïòó�ü÷ïò åßíáé ç äéáóöÜëéóç �ïõ ü�é ç ìå�áäéäüìåíç ðëçñïöïñßá äåí ìðïñåß íá õðïêëáðåß áðü�ñß�ïõò, ç ìõó�éêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò �ïõ êëåéäéïý åßíáé áðïëý�ùò áðáñáß�ç�ç. Óõíåðþò,ìßá âáóéêÞ éäéü�ç�á ðïõ ðñÝðåé íá äéÝðåé �éò êñõð�ïãñáöéêÝò áêïëïõèßåò åßíáé ç ìç ðñïâëåøé-ìü�ç�á Þ ç �õ÷áéü�ç�á. Ó�çí ðñÜîç üìùò êÜèå áêïëïõèßá ðáñÜãå�áé áðü êÜðïéï ðåðåñáóìÝíïáõ�üìá�ï êáé, ùò åê �ïý�ïõ, ç �éìÞ �ïõ êÜèå ó�ïé÷åßïõ �çò åîáñ�Ü�áé áðü �éìÝò ðñïçãïýìåíùíó�ïé÷åßùí. Êá�' åðÝê�áóç, äåí ìðïñïýí íá õðÜñîïõí áðüëõ�á �õ÷áßåò áêïëïõèßåò áðü áõ�Ü�á óõó�Þìá�á, áëëÜ ìüíï øåõäï�õ÷áßåò (pseudorandom) - äçëáäÞ, áêïëïõèßåò �ùí ïðïßùí �á÷áñáê�çñéó�éêÜ ðñïóïìïéÜæïõí áõ�Ü ìßáò åí�åëþò �õ÷áßáò áêïëïõèßáò. ÕðÜñ÷ïõí äéÜöïñáêñé�Þñéá øåõäï�õ÷áéü�ç�áò ãéá ìßá áêïëïõèßá· Ýíá áðü �á ðëÝïí óçìáí�éêÜ åßíáé ç ðïëõðëïêü-�ç�á áõ�Þò, ç ïðïßá õðïäçëþíåé �ï ìÞêïò �ïõ ìéêñü�åñïõ êá�á÷ùñç�Þ ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóçï ïðïßïò ìðïñåß íá ðáñÜãåé �çí áêïëïõèßá.Áí�éêåßìåíï áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ áðï�åëåß ç ìåëÝ�ç êñõð�ïãñáöéêþí éäéï�Þ�ùí �ùí áêï-ëïõèéþí, êáèþò åðßóçò êáé �ùí óõó�çìÜ�ùí ðáñáãùãÞò áõ�þí. ¸ìöáóç èá äïèåß ó�éò áêï-ëïõèßåò ðïõ ðáñÜãïí�áé áðü êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò �ùí ïðïßùí ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçòåßíáé ãñáììéêÞ: ïé ãñáììéêïß êá�á÷ùñç�Ýò Ý÷ïõí ìåëå�çèåß óå ìåãÜëï âáèìü ó�ç âéâëéïãñá-ößá, áöåíüò ëüãù �ùí ðïëý êáëþí ìáèçìá�éêþí éäéï�Þ�ùí ðïõ �ïõò äéÝðïõí êáé, áöå�Ýñïõ,37 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþíóõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò h
yi+n−1 yi+n−2 · · · yi Ýîïäïò- -s

6

-s

6

-s

6

-s

6

Ó÷Þìá 2.1. ÄéÜãñáììá åíüò êá�á÷ùñç�Þ ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóç (FSR)ëüãù �çò åõêïëßáò õëïðïßçóÞò �ïõò. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é ó�çí ðëåéïøçößá �ùí óýã÷ñïíùíáëãïñßèìùí ñïÞò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãñáììéêïß êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóç ãéá �çíðáñáãùãÞ �çò êëåéäïñïÞò, óå óõíäõáóìü ðÜí�á ìå äéÜöïñïõò ìç ãñáììéêïýò �åëåó�Ýò, üðùòèá ðåñéãñáöåß ðáñáêÜ�ù. �éá �éò ðåñéïäéêÝò áêïëïõèßåò ðïõ ðáñÜãïí�áé áðü êá�á÷ùñç�Ýò ïëß-óèçóçò äßíïí�áé äéÜöïñïé �ñüðïé áíáðáñÜó�áóÞò �ïõò, óõãêåêñéìÝíá ç ñç�Þ áíáðáñÜó�áóç,ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier êáé ç óõíÜñ�çóç ß÷íïõò. ÅéóÜãå�áé åðßóçò ç Ýííïéá �çò (ãñáììé-êÞò/ìç ãñáììéêÞò) ðïëõðëïêü�ç�áò ùò óçìáí�éêü êñõð�ïãñáöéêü êñé�Þñéï ãéá ìßá áêïëïõèßáêáé ðåñéãñÜöïí�áé �å÷íéêÝò ïé ïðïßåò, êÜíïí�áò ÷ñÞóç ìç ãñáììéêþí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí,ïäçãïýí ó�ç äçìéïõñãßá áêïëïõèéþí ìåãÜëçò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. Áõ�Ýò ïé �å÷íéêÝòó�çñßæïí�áé óå ìç ãñáììéêÜ ößë�ñá (åíü�ç�á 2.5.2) êáé óå ìç ãñáììéêïýò óõíäõáó�Ýò (åíü�ç�á2.5.3), �á ïðïßá åöáñìüæïí�áé êá�Üëëçëá óå ãñáììéêïýò êá�á÷ùñç�Ýò. ÔÝëïò, ðåñéãñÜöïí�áéêÜðïéåò áðü �éò âáóéêÝò åðéèÝóåéò êñõð�áíÜëõóçò ðïõ Ý÷ïõí åöáñìïó�åß óå óõó�Þìá�á áõ-�Þò �çò ìïñöÞò. ÊÜèå �Ý�ïéá åðßèåóç Ý÷åé ùò áðï�Ýëåóìá �ï íá êáèïñßæïí�áé óõãêåêñéìÝíåòéäéü�ç�åò ðïõ ðñÝðåé íá ðëçñïýí�áé áðü �éò ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò, Ý�óé þó�å �á óõó�Þìá�á íáåßíáé áíèåê�éêÜ óå áõ�Ýò.Ïé Ýííïéåò ðïõ åéóÜãïí�áé ó�ï ðáñüí êåöÜëáéï ÷ñçóéìïðïéïýí�áé åõñÝùò ó�á ìå�Ýðåé�áêåöÜëáéá.2.1 Êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóçÁò èåùñÞóïõìå �ï ðåðåñáóìÝíï óþìá Fq ðïõ áðï�åëåß�áé áðü q ó�ïé÷åßá.Ïñéóìüò 2.1. Ìßá áêïëïõèßá y = {yi}i≥0 ìå ó�ïé÷åßá ó�ï óþìá Fq ïíïìÜæå�áé �åëéêÜðåñéïäéêÞ (ultimately periodi
) åÜí õðÜñ÷ïõí áêÝñáéïé T > 0 êáé t0 ≥ 0 �Ý�ïéïé þó�åyi+T = yi ∀ i ≥ t0. Ï ìéêñü�åñïò áêÝñáéïò T ìå �çí ðáñáðÜíù éäéü�ç�á ïíïìÜæå�áé ðñù-�áñ÷éêÞ ðåñßïäïò (fundamental period) �çò áêïëïõèßáò y Þ áðëÜ ðåñßïäïò, êáé ï áêÝñáéïò t0åêöñÜæåé �çí ðñï-ðåñßïäï (preperiod) �çò y. Áí t0 = 0, �ü�å ç áêïëïõèßá y êáëåß�áé ðåñéïäéêÞ(periodi
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2.1 Êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóçÁí ìßá áêïëïõèßá ðáßñíåé �éìÝò ó�ï F2 = {0; 1}, �ü�å êáëåß�áé äõáäéêÞ áêïëïõèßá - áõ�Þåßíáé êáé ç óõíçèÝó�åñç ðåñßð�ùóç ãéá êñõð�ïãñáöéêÝò åöáñìïãÝò. ¼�áí áíáöåñüìáó�å óåìßá áêïëïõèßá ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò ìå N ó�ïé÷åßá, èá �ç óõìâïëßæïõìå ìå yN . �éá êÜèå�Ý�ïéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá yN = y0y1 : : : yN−1 êáé ãéá êÜèå j ≤ N , óõìâïëßæïõìå ìå yj�çí õðáêïëïõèßá y0y1 : : : yj−1 ðïõ áðáñ�ßæå�áé áðü �á ðñþ�á j ó�ïé÷åßá �çò y. ÊÜèå �Ý�ïéáõðáêïëïõèßá êáëåß�áé ðñüèåìá (pre�x) �çò yN . Ó�çí ðåñßð�ùóç üðïõ j < N , ç õðáêïëïõèßáyj êáëåß�áé ãíÞóéï ðñüèåìá (proper pre�x) �çò yN . Ïñßæïõìå åðßóçò yji , yiyi+1 : : : yj ãéáêÜèå i ≤ j - óõíåðþò, yj = yj−1
0 . Áí j = N − 1, �ü�å êÜèå õðáêïëïõèßá yji êáëåß�áé åðßèåìá(suÆx) �çò yN . Áí�ßó�ïé÷á, áí ãéá Ýíá åðßèåìá éó÷ýåé i > 0, �ü�å ïíïìÜæå�áé ãíÞóéï åðßèåìá(proper suÆx).�åñéïäéêÝò Þ �åëéêÜ ðåñéïäéêÝò áêïëïõèßåò ðáñÜãïí�áé áðü êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò ìåáíÜäñáóç (feedba
k shift registers - FSRs) (Ó÷Þìá 2.1). ¸íáò êá�á÷ùñç�Þò ìÞêïõò n ó�ïóþìá Fq áðï�åëåß�áé áðü n èÝóåéò ìíÞìçò Þ âáèìßäåò, êÜèå ìßá åê �ùí ïðïßùí ìðïñåß íáðåñéÝ÷åé Ýíá ó�ïé÷åßï �ïõ óþìá�ïò Fq. Óå êÜèå ðáëìü �ïõ ñïëïãéïý, �ï ðåñéå÷üìåíï �çòêÜèå èÝóçò ìíÞìçò ìå�á�ïðßæå�áé êá�Ü ìßá èÝóç äåîéÜ, åíþ ç �éìÞ �çò áñéó�åñü�åñçò âáèìßäáòêáèïñßæå�áé áðü �çí ðñÜîç áíÜäñáóçò h. Óõíåðþò, êÜèå áêïëïõèßá ðïõ ðáñÜãå�áé áðü Ýíáí�Ý�ïéï êá�á÷ùñç�Þ éêáíïðïéåß �çí áêüëïõèç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóçyi+n = h(yi+n−1; : : : ; yi); i ≥ 0; (2.1)üðïõ ç óõíÜñ�çóç h : F

nq → Fq åßíáé ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç ìç ãñáììéêÞ· ó�éò ðåñéóóü�åñåòðåñéð�þóåéò, ï ó�áèåñüò üñïò �çò óõíÜñ�çóçò h éóïý�áé ìå 0.�éá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ, �á ðåñéå÷üìåíá �ùí èÝóåùí ìíÞìçò ïñßæïõí �çí êá�Üó�áóç(state) �ïõ FSR. Ìå Üëëá ëüãéá, áí y åßíáé ç ðáñáãüìåíç áêïëïõèßá áðü Ýíáí FSR, �ü�å çêá�Üó�áóÞ �ïõ ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i ≥ 0 äßíå�áé áðü �ï äéÜíõóìá (yi+n−1 yi+n−2 : : : yi).�ñïöáíþò, Ýíáò FSR ìÞêïõò n ìðïñåß íá ðåñÜóåé áðü qn äéáöïñå�éêÝò êá�áó�Üóåéò. Óõíå-ðþò, ç ìÝãéó�ç ðåñßïäïò ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé ìßá áêïëïõèßá ðïõ ðáñÜãå�áé áðü Ýíáí FSR nâáèìßäùí åßíáé qn. Ìßá ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá ó�ï Fq ðåñéüäïõ qn, üðïõ ç ðåñßïäüò �çò ðåñéÝ÷åéüëåò �éò ðéèáíÝò n-Üäåò ó�ï Fq, ïíïìÜæå�áé áêïëïõèßá De Brujin. Ïé áêïëïõèßåò De BrujinðáñïõóéÜæïõí óçìáí�éêü åñåõíç�éêü åíäéáöÝñïí.Áí ðåñéïñéó�ïýìå ó�ïõò FSRs �ùí ïðïßùí ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò Ý÷åé ìçäåíéêü ó�áèåñüüñï, �ü�å ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ ðåñßïäïò �çò áêïëïõèßáò åîüäïõ åßíáé qn − 1, ëüãù �ïõ ü�é áíï FSR ðåñÜóåé áðü �ç ìçäåíéêÞ êá�Üó�áóç èá ðáñáìåßíåé ãéá ðÜí�á óå áõ�Þ. Ó�ï õðüëïéðï�ìÞìá áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ èá èåùñïýìå ü�é ï ó�áèåñüò üñïò �çò óõíÜñ�çóçò áíÜäñáóçò39 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò
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-Ó÷Þìá 2.2. ÄéÜãñáììá åíüò ãñáììéêïý êá�á÷ùñç�Þ ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóç (LFSR)åßíáé 0.�éá �çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ùí äõáäéêþí áêïëïõèéþí, �ï äéÜãñáììá åíüò êá�á÷ùñç�Þ üðùòáõ�ü �ïõ Ó÷Þìá�ïò 2.1 áí�éêá�ïð�ñßæåé Üìåóá êáé �çí õëïðïßçóÞ �ïõ óå åðßðåäï ëïãéêþíðõëþí· óõãêåêñéìÝíá, êÜèå èÝóç ìíÞìçò �ïõ êá�á÷ùñç�Þ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá 
ip-
op, åíþåðéðëÝïí ïé ðñïóèÝóåéò êáé ïé ðïëëáðëáóéáóìïß ðïõ õðåéóÝñ÷ïí�áé ó�ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçòh õëïðïéoýí�áé ùò êëáóéêïß áèñïéó�Ýò êáé ðïëëáðëáóéáó�Ýò áí�ßó�ïé÷á óå åðßðåäï bit (ó�çãåíéêÞ ðåñßð�ùóç üðïõ ïé ðñÜîåéò ãßíïí�áé ðÜíù óå êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï óþìá Fq, �ü�å ïé ðñï-óèÝóåéò êáé ïé ðïëëáðëáóéáóìïß ðÜíù ó�ï óþìá Ý÷ïõí ðéï óýíèå�ç õëïðïßçóç). Åðéðñüóèå�á,ü�áí ç ðáñáãüìåíç áêïëïõèßá åßíáé äõáäéêÞ, �ü�å ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò h åßíáé ìßá ëï-ãéêÞ óõíÜñ�çóç (Boolean fun
tion) ìå n ìå�áâëç�Ýò. Ïé ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò ðåñéãñÜöïí�áéáíáëõ�éêÜ ó�çí õðï-åíü�ç�á 2.5.1.2.1.1 �ñáììéêïß êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóç -Áêïëïõèßåò ìåãßó�ïõ ìÞêïõò�ñáììéêïß êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóç (Linear Feedba
k Shift Registers - LFSRs)ïíïìÜæïí�áé åêåßíïé ïé êá�á÷ùñç�Ýò �ùí ïðïßùí ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò åßíáé ãñáììéêÞ,äçëáäÞ �çò ìïñöÞòyi+n = an−1yi+n−1 + · · ·+ a1yi+1 + a0yi; aj ∈ Fq; ∀ j = 1; 2; : : : ; n: (2.2)¸íáò LFSR ìå n âáèìßäåò áðåéêïíßæå�áé ó�ï Ó÷Þìá 2.2. ÂáóéêÝò éäéü�ç�åò �ùí óõó�çìÜ�ùíáõ�þí Ý÷ïõí ìåëå�çèåß äéåîïäéêÜ ó�ï êëáóéêü âéâëßï �ïõ Golomb [42℄, áëëÜ êáé ó�ï êåöÜ-ëáéï 8 �ïõ âéâëßïõ �ùí Lidl-Niederreiter [89℄. Ôï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï (
hara
teristi
polynomial) åíüò LFSR ðïõ äßíå�áé áðü �ï ó÷Þìá 2.2 åßíáé �ï ðïëõþíõìïf(x) = xn − an−1xn−1 − · · · − a0 ∈ Fq[x]: (2.3)Ó�ç âéâëéïãñáößá óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåß�áé, ãéá �çí ðåñéãñáöÞ åíüò LFSR üðùò áõ�ïý �ïõó÷Þìá�ïò 2.2, �ï ðïëõþíõìï f ′(x) = 1− an−1x− an−2x2 − : : :− a0xn. Áõ�ü �ï ðïëõþíõìï,Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 40



2.1 Êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóçðïõ åðßóçò ðñïóäéïñßæåé ìïíïóÞìáí�á Ýíáí LFSR, êáëåß�áé ðïëõþíõìï áíÜäñáóçò (feedba
kpolynomial)[52℄. Áí�ßó�ñïöá, áí ãéá ìßá äïèåßóá áêïëïõèßá üëïé ïé üñïé �çò éêáíïðïéïýíìßá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç �çò ìïñöÞò (2.2), �ü�å �ï ðïëõþíõìï f ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�çí (2.3)êáëåß�áé ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �çò áêïëïõèßáò. Ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, ìßá áêïëïõèßáÝ÷åé ðïëëÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ ðïëõþíõìá (éóïäýíáìá, õðÜñ÷ïõí ðïëëïß äéáöïñå�éêïß LFSRs ðïõðáñÜãïõí �çí áêïëïõèßá).¸íáò LFSR ðáñÜãåé ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá áí êáé ìüíï áí ï ó�áèåñüò üñïò a0 �ïõ ÷á-ñáê�çñéó�éêïý �ïõ ðïëõùíýìïõ åßíáé ìç ìçäåíéêüò - äçëáäÞ, áí f(0) 6= 0. Ó�ï õðüëïéðï�çò åíü�ç�áò ðåñéïñéæüìáó�å óå áõ�ïýò �ïõò LFSRs. �éá ïðïéïíäÞðï�å LFSR ìÞêïõò n ìå÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï f , áí ç áñ÷éêÞ �ïõ êá�Üó�áóç åßíáé ç 100 : : : 0 �ü�å ç ðáñáãü-ìåíç áêïëïõèßá Ý÷åé �ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ ðåñßïäï ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé ïðïéáäÞðï�å áêïëïõèßáðáñÜãå�áé áðü áõ�üí �ïí LFSR. Ç óõãêåêñéìÝíç ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá ðïõ ðñïêýð�åé êáëåß�áéáêïëïõèßá êñïõó�éêÞò áðüêñéóçò (impulse response sequen
e). ÏðïéáäÞðï�å Üëëç áêïëïõèßáðáñÜãå�áé áðü áõ�üí �ïí LFSR Ý÷åé ðåñßïäï ðïõ åßíáé äéáéñÝ�çò �çò ðåñéüäïõ �çò êñïõó�éêÞòáðüêñéóçò Þ ßóç ìå áõ�Þ. Ìå �ç óåéñÜ �çò, ç ðåñßïäïò �çò áêïëïõèßáò êñïõó�éêÞò áðüêñéóçò�ïõ LFSR éóïý�áé ìå �çí �Üîç ord(f) �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðïëõùíýìïõ f - äçëáäÞ, åßíáé ßóçìå �ïí ìéêñü�åñï áêÝñáéï k �Ý�ïéïí þó�å �ï f íá äéáéñåß �ï xk − 1. Áí �ï ðïëõþíõìï f åßíáéáíÜãùãï (irredu
ible) ó�ï Fq êáé Ý÷åé âáèìü n, �ü�å ord(f) | qn − 1. Éó÷ýåé ord(f) = qn − 1áí êáé ìüíï áí �ï f åßíáé ðñù�áñ÷éêü ðïëõþíõìï (primitive polynomial) ó�ï Fq [89, pp. 89℄.Áí ìßá áêïëïõèßá y ∈ Fq ðïõ ðåñéãñÜöå�áé áðü �çí (2.2) Ý÷åé ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìïf �ïõ ïðïßïõ ïé ñßæåò �1; �2; : : : ; �n åßíáé áíÜ äýï äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý �ïõò (Þ, éóïäýíáìá, çðïëëáðëü�ç�á êÜèå ñßæáò �ïõ f åßíáé 1), �ü�å õðÜñ÷ïõí ó�ïé÷åßá �1; �2; : : : ; �n, ðïõ åîáñ�þí�áéáðü �éò ðñþ�åò n �éìÝò �çò áêïëïõèßáò, �Ý�ïéá þó�åyi =
n∑j=1

�j�ij; i = 0; 1; : : : (2.4)Oé áêñéâåßò �éìÝò �ùí �1; : : : ; �n ðñïóäéïñßæïí�áé áðü �çí åðßëõóç ãñáììéêïý óõó�Þìá�ïò[89℄. Ïõóéáó�éêÜ, êáèïñßæïí�áé ðëÞñùò áðü �çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç åêåßíïõ �ïõ LFSR ìå÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï f ðïõ ðáñÜãåé �çí áêïëïõèßá. Ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷�åß ðùòãéá �çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç üðïõ �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï f �ïõ LFSR åßíáé áíÜãùão ìåñßæåò �; �q; �q2; : : : ; �qn−1, �ü�å ïé óõí�åëåó�Ýò �1; : : : ; �n ðáßñíïõí �Ý�ïéá ìïñöÞ þó�å ç (2.4)íá ãñÜöå�áé éóïäýíáìá ùòyi = ��i + �q�qi + �q2�q2i + : : :+ �qn−1�qn−1i; i = 0; 1; : : : (2.5)41 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþí¸ó�ù áêïëïõèßá y ∈ Fq ðïõ éêáíïðïéåß �ç ó÷Ýóç (2.2) ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i. Ôü�åõðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü ìïíéêü (moni
) ðïëõþíõìï m(x) ∈ Fq[x] (üðïõ ùò ìïíéêü ïñßæå�áéÝíá ðïëõþíõìï �ïõ ïðïßïõ ï óõí�åëåó�Þò �ïõ ìåãéó�ïâÜèìéïõ üñïõ åßíáé ìïíÜäá) ìå �çíáêüëïõèç éäéü�ç�á: Ýíá ìïíéêü ðïëõþíõìï f(x) ∈ Fq[x] åßíáé ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï�çò áêïëïõèßáò y áí êáé ìüíï áí �ï ðïëõþíõìï m(x) äéáéñåß �ï f(x). Ôï ðïëõþíõìï m(x)ïíïìÜæå�áé åëÜ÷éó�ï ðïëõþíõìï (minimal polynomial) �çò áêïëïõèßáò y. Ìå Üëëá ëüãéá, �ïåëÜ÷éó�ï ðïëõþíõìï ìßáò áêïëïõèßáò ðåñéãñÜöåé �ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò �ïõ LFSR ìå �ïìéêñü�åñï ìÞêïò ðïõ ìðïñåß íá ðáñÜãåé �çí áêïëïõèßá. Ç ðåñßïäïò ìßáò áêïëïõèßáò ìå åëÜ÷é-ó�ï ðïëõþíõìï m(x) éóïý�áé ìå ord(m(x)). Áðü �çí ðñïçãïýìåíç áíÜëõóç ãßíå�áé óáöÝò ü�éÝíáò LFSR ðáñÜãåé ðÜí�á áêïëïõèßåò ìå �ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ ðåñßïäï qn− 1, áíåîáñ�Þ�ùò �çòáñ÷éêÞò �ïõ êá�Üó�áóçò (ðëçí �çò ìçäåíéêÞò), áí êáé ìüíï áí �ï ÷áñáê�çñéó�éêü �ïõ ðïëõþ-íõìï åßíáé ðñù�áñ÷éêü ðïëõþíõìï ó�ï óþìá Fq. Óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç, �ï ÷áñáê�çñéó�éêüðïëõþíõìï �ïõ LFSR åßíáé ðñïöáíþò êáé �ï åëÜ÷éó�ï ðïëõþíõìï �çò ðáñáãüìåíçò áêïëïõ-èßáò. Áõ�ïß ïé LFSRs êáëïýí�áé ðñù�áñ÷éêïß LFSRs, åíþ ïé áêïëïõèßåò ðïõ ðáñÜãïí�áé áðüðñù�áñ÷éêïýò LFSRs ïíïìÜæïí�áé áêïëïõèßåò ìåãßó�ïõ ìÞêïõò (maximal-length sequen
es Þm-sequen
es), ëüãù �çò ìÝãéó�çò ðåñéüäïõ ðïõ Ý÷ïõí. Ïé áêïëïõèßåò ìåãßó�ïõ ìÞêïõò éêá-íïðïéïýí ðïëëÝò óçìáí�éêÝò éäéü�ç�åò. ×áñáê�çñéó�éêÞ åßíáé ç éäéü�ç�á ïëßóèçóçò-ðñüóèåóçò(shift-and-add property): áí óå ìßá ïðïéáäÞðï�å áêïëïõèßá ìåãßó�ïõ ìÞêïõò y ðñïóèÝóïõìåìßá áõèáßñå�ç êõêëéêÞ ïëßóèçóÞ �çò, �ü�å ç ðñïêýð�ïõóá áêïëïõèßá åßíáé åðßóçò êõêëéêÞ ïëß-óèçóç �çò y. ¢ëëåò óçìáí�éêÝò éäéü�ç�åò �ùí áêïëïõèéþí áõ�þí, ìå êñõð�ïãñáöéêÞ ÷ñïéÜ,èá áíáëõèïýí ó�çí Åíü�ç�á 2.4.Áðü �ïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò ãßíå�áé öáíåñü ü�é õðÜñ÷åé Üìåóïò �ñüðïò êá�áóêåõÞò äõá-äéêþí áêïëïõèéþí De Brujin ìÝóù �ùí áêïëïõèéþí ìåãßó�ïõ ìÞêïõò. Aí y åßíáé ìßá äõáäéêÞáêïëïõèßá ìåãßó�ïõ ìÞêïõò ìå ðåñßïäï 2n − 1, �ü�å üëåò ïé ðéèáíÝò n-Üäåò ó�ï F2 åìöáíß-æïí�áé óå ìßá ðåñßïäï �çò áêïëïõèßáò, ðëçí �çò n-Üäáò ðïõ áðï�åëåß�áé ìüíï áðü ìçäåíéêÜ·óõíåðþò, áí óå ìßá ðåñßïäï �çò y åéóÜãïõìå Ýíá 0 áìÝóùò ìå�Ü �çí åìöÜíéóç n−1 äéáäï÷éêþí
0, �ü�å ç íÝá áêïëïõèßá ðåñéüäïõ 2n ðïõ èá ðñïêýøåé èá åßíáé De Brujin. Ùó�üóï, ðñÝðåé íáóçìåéùèåß ü�é äåí ðáñÜãïí�áé üëåò ïé äõáäéêÝò áêïëïõèßåò De Brujin ìå áõ�üí �ïí �ñüðï.2.2 Ñç�Þ áíáðáñÜó�áóç ðåñéïäéêÞò áêïëïõèßáòÓçìáí�éêÝò éäéü�ç�åò �ùí ðåñéïäéêþí áêïëïõèéþí áíáäåéêíýïí�áé ìÝóù �çò áíáðáñÜó�áóçòóå äõíáìïóåéñÜ (formal power series). ¸ó�ù y ∈ Fq ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá ìå ðåñßïäï N .
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2.3 Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier - ÁíáðáñÜó�áóç ß÷íïõòÔü�å, ç äõíáìïóåéñÜ �çò Y (z) =

∞∑i=0

yizi = y0 + y1z + y2z2 + : : :ìðïñåß íá ãñáöåß ùò Y (z) = yN(z)(1 + zN + z2N + : : :)üðïõ yN(z) = y0 + y1z + : : :+ yN−1zN−1 (ðëÞñùò ïñéóìÝíï áðü ìßá ðåñßïäï �çò áêïëïõèßáò).Óõíåðþò, ðñïêýð�åé ç áêüëïõèç ó÷ÝóçY (z) =
yN(z)
1− zN ; (2.6)ç ïðïßá êáëåß�áé ñç�Þ áíáðáñÜó�áóç �çò áêïëïõèßáò. Áðü �çí ñç�Þ áíáðáñÜó�áóç (2.6)ðñïêýð�åé ðùò áí gcd(yN(z); 1 − zN ) = g(z), �ü�å ç äõíáìïóåéñÜ �çò áêïëïõèßáò ìðïñåß íáãñáöåß ó�çí éóïäýíáìç ñç�Þ ðáñÜó�áóçY (z) =

p(z)
(z) ; deg(p(z)) < deg(
(z)); gcd(p(z); 
(z)) = 1 (2.7)üðïõ yN(z) = p(z)g(z) êáé 1 − zN = 
(z)g(z). Ôï ðïëõþíõìï 
(z) åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï ðï-ëõþíõìï �çò áêïëïõèßáò. Áí�ßó�ñïöá, ìßá Üðåéñç áêïëïõèßá åßíáé ðåñéïäéêÞ áí êáé ìüíï áí çäõíáìïóåéñÜ �çò ìðïñåß íá ãñáöåß ó�ç ìïñöÞ (2.7).2.3 Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier - ÁíáðáñÜó�áóç ß÷íïõòÏ Äéáêñé�üò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier (Dis
rete Fourier Transform - DFT) åßíáé Ýíá óç-ìáí�éêü åñãáëåßï ó�çí åðåîåñãáóßá óÞìá�ïò. �éá ìßá ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá y ∈ Fq ìå ðåñßïäïN �Ý�ïéá þó�å N |qn − 1 ãéá êÜðïéï n ≥ 1, ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier Y ∈ Fqn äßíå�áé áðü�ç ó÷Ýóç
Y i =

N−1∑j=0

yj�ij; i = 0; 1; : : : ; N − 1; (2.8)üðïõ �ï � åßíáé ó�ïé÷åßï �ïõ óþìá�ïò Fqn ìå �Üîç N . Ï áí�ßó�ñïöïò ìå�áó÷çìá�éóìüòFourier äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóçyi =
1N N−1∑j=0

Y j�−ij; i = 0; 1; : : : ; N − 1; (2.9)
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Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþíÁðü �ïí ïñéóìü �ïõ ðïëõùíýìïõ yN(x) ∈ Fq[x] ó�çí åíü�ç�á 2.2 êáé áðü �çí (2.8) ðñï-êýð�åé ü�é ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier �çò áêïëïõèßáò y äßíå�áé éóïäýíáìá áðü �ç ó÷Ýóç
Y = (yN(1) yN(�) yN(�2) : : : yN(�N−1)) (2.10)Ç áðáß�çóç N |qn − 1 åîáóöáëßæåé �ï ü�é õðÜñ÷åé ó�ïé÷åßï �ïõ óþìá�ïò Fqn ìå �Üîç NÞ, éóïäýíáìá, ü�é õðÜñ÷åé ó�ïé÷åßï ðïõ åßíáé ñßæá N -éïó�Þò �Üîçò �çò ìïíÜäáò - êÜ�é �ïïðïßï åßíáé áíáãêáßá ðñïûðüèåóç ãéá íá ïñßæå�áé ï áí�ßó�ñïöïò DFT �çò ó÷Ýóçò (2.9). Ïéóõí�åëåó�Ýò Y i; i = 0; 1; : : : ; N − 1, êáëïýí�áé êáé öÜóìá (spe
trum) �çò áêïëïõèßáò êáééêáíïðïéïýí �çí áêüëïõèç ó÷Ýóç óõæõãßáò ãéá êÜèå 1 ≤ i ≤ N − 1:

Y iqj = Y
qji ; 0 ≤ j < n: (2.11)�áñá�Þñçóç 2.2. Áí q = pr ãéá êÜðïéïí ðñþ�ï áñéèìü p êáé áêÝñáéï r ≥ 1, �ü�å éêáíÞ êáéáíáãêáßá óõíèÞêç ãéá íá õðÜñ÷åé ñßæá N -éïó�Þò �Üîçò �çò ìïíÜäáò óå êÜðïéï åõñý�åñï óþìá,�ï ïðïßï ðåñéÝ÷åé ùò õðüóùìá �ï Fq, åßíáé gcd(N; p) = 1. Óõíåðþò, ãéá äõáäéêÝò áêïëïõèßåò,ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier ïñßæå�áé áí êáé ìüíï áí ç ðåñßïäïò �çò áêïëïõèßáò åßíáé ðåñé��üòáñéèìüò. Åðßóçò ó�éò äõáäéêÝò áêïëïõèßåò, åðåéäÞ Í ≡ 1 (mod 2), éó÷ýåé Í−1 ≡ 1 êáé,óõíåðþò, ó�ç ó÷Ýóç (2.9) o óõí�åëåó�Þò 1=Í ìðïñåß íá ðáñáëåéöèåß.Óõãêñßíïí�áò �ç ó÷Ýóç (2.9) ìå �çí (2.4), ãßíå�áé öáíåñü ü�é õðÜñ÷åé ìßá ó÷Ýóç ìå�áîý�çò ãñáììéêÞò áíáäñïìéêÞò õëïðïßçóçò ìéáò áêïëïõèßáò êáé �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourieráõ�Þò. Áõ�Þ ç óõó÷Ý�éóç, ç ïðïßá åí �Ýëåé õðïäçëþíåé �á êñõð�ïãñáöéêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ �çòáêïëïõèßáò ðïõ áíáäåéêíýåé ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier, èá áðïóáöçíéó�åß ó�çí åíü�ç�á 2.4.Ïñéóìüò 2.3. ¸ó�ù áêÝñáéïé s;N ìå 0 ≤ s < N êáé N |qn− 1 ãéá êÜðïéï n (üðïõ �ï q åßíáéðñþ�ïò áñéèìüò Þ äýíáìç êÜðïéïõ ðñþ�ïõ áñéèìïý). Ôï óýíïëïCs = {s; sq; sq2; : : : ; sqns−1} (2.12)ïíïìÜæå�áé êõêëï�ïìéêÞ êëÜóç (
y
lotomi
 
lass) modulo N �ïõ s ùò ðñïò �ï q, üðïõ nsåßíáé ï ìéêñü�åñïò áêÝñáéïò ìå �çí éäéü�ç�á sqns ≡ s (mod N). Ï ìéêñü�åñïò áêÝñáéïò ó�ïCs êáëåß�áé ó�ïé÷åßï-ïäçãüò (
oset leader) modulo N ùò ðñïò �ï q. Ï áêÝñáéïò ns áðï�åëåß�çí �Üîç (order) �ïõ Cs êáé óõìâïëßæå�áé åðßóçò ìå ns = ord(s).Áðïäåéêíýå�áé åýêïëá ü�é ns|n [89℄. Åðßóçò, áðü �ïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ãßíå�áé öáíåñü ü�é�ï óýíïëï ZÍ = {0; 1; 2; : : : ; N − 1} éóïý�áé ìå �çí Ýíùóç ∪j∈ICj, üðïõ I åßíáé �ï óýíïëïåêåßíï ðïõ áðï�åëåß�áé áðü üëá �á ó�ïé÷åßá-ïäçãïýò �ùí êõêëï�ïìéêþí êëÜóåùí moduloKùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 44



2.3 Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier - ÁíáðáñÜó�áóç ß÷íïõòN ùò ðñïò q. Áðü �ïí ïñéóìü �ïõ óõíüëïõ I, �ç ó÷Ýóç (2.9) êáé �çí éäéü�ç�á óõæõãßáòðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�ç ó÷Ýóç (2.11), ðñïêýð�åé ç áêüëïõèç áíáðáñÜó�áóç ìéáò ðåñéïäéêÞòáêïëïõèßáò y ∈ Fq ìå ðåñßïäï Í äéáéñÝ�ç �ïõ qn − 1 ãéá êÜðïéï n:yi =
1N ∑j∈I tr

nj
1 (Y j�−ij); i = 0; 1; : : : ; N − 1; (2.13)üðïõ nj = ord(j) êáé tr

nj
1 : Fqnj → Fq åßíáé ç óõíÜñ�çóç ß÷íïõò (tra
e fun
tion) ðïõ äßíå�áéáðü �ç ó÷Ýóç

tr
nj
1 (x) = x + xq + xq2 + : : :+ xqnj−1 : (2.14)Ç ó÷Ýóç (2.13) êáëåß�áé áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò (tra
e representation) �çò áêïëïõèßáò y êáéåßíáé éóïäýíáìç �çò áíáðáñÜó�áóçò Fourier �çò áêïëïõèßáò, üðùò áõ�Þ äßíå�áé áðü �çí (2.9).Áò èåùñÞóïõìå ìßá ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá y ∈ Fq ìå ðåñßïäï N ç ïðïßá ðáñÜãå�áé áðüÝíáí LFSR �ïõ ïðïßïõ �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï åßíáé áíÜãùãï. Tü�å, ç áíáðáñÜó�áóçß÷íïõò �çò äßíå�áé áðü �çí ó÷Ýóçyi = tr

nj
1 (��i); i = 0; 1; : : : ; N − 1 (2.15)ç ïðïßá ìðïñåß åðßóçò íá ðñïêýøåé Üìåóá áðü �çí (2.5). Áí ó�çí (2.15) éó÷ýåé � = 1, �ü�åëÝìå ðùò ç áêïëïõèßá y åßíáé ó�ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ �çò öÜóç.2.3.1 �åíéêåõìÝíïò Äéáêñé�üò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier¼ðùò áíáöÝñèçêå ðáñáðÜíù, ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier ãéá ìßá áêïëïõèßá äåí ïñßæå�áéü�áí gcd(N; p) 6= 1, üðïõ N ç ðåñßïäïò �çò áêïëïõèßáò êáé p ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ �ïõ óþìá�ïò.Ó�ç âéâëéïãñáößá Ý÷ïõí ðñï�áèåß äéÜöïñåò ãåíéêåýóåéò �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier, õðü�çí Ýííïéá ü�é ïñßæïí�áé ãéá üëåò �éò áêïëïõèßåò áíåîáñ�Þ�ùò ðåñéüäïõ êáé, åðßóçò, ðáñïõóéÜ-æïõí ðïëëÜ êïéíÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ ìå �ïí êëáóéêü ìå�áó÷çìá�éóìü Fourier [5, 48, 100, 99℄.Ï ðéï óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýìåíïò ìÝ÷ñé óÞìåñá �åíéêåõìÝíïò Äéáêñé�üò Ìå�áó÷çìá�éóìüòFourier (Generalized Dis
rete Fourier Transform - GDFT) åßíáé áõ�üò ðïõ ðñï�Üèçêå áðü�ïõò Massey êáé Ser
onek [99℄. Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò áõ�üò âáóßæå�áé ó�çí Ýííïéá �çò ðáñáãþ-ãïõ Hasse: óõãêåêñéìÝíá, ãéá Ýíá ðïëõþíõìï s(x) ∈ Fq[x] üðïõ s(x) =

∑i sixi, ç ðáñÜãùãïòHasse j �Üîçò s[j](x) �ïõ ðïëõùíýìïõ s äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóçs[j](x) =
∑i (ij)sixi−j :
45 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþíÂÜóåé �ïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý, ãéá ìßá áêïëïõèßá y ∈ Fq ðåñéüäïõ N = mpe, üðïõ p ç÷áñáê�çñéó�éêÞ �ïõ Fq êáé gcd(m; p) = 1, ï GDFT ïñßæå�áé ùò
Y GDFT =





yN(1) yN(�) : : : yN(�m−1)yN [1](1) yN [1](�) : : : yN [1](�m−1)... ... ...yN [pe−1](1) yN [pe−1](�) : : : yN [pe−1](�m−1)




; (2.16)

üðïõ � åßíáé ó�ïé÷åßï ìå �Üîç m. �ßíå�áé öáíåñü ü�é ãéá e = 0 (äçëáäÞ gcd(N; p) = 1),ï GDFT �çò ó÷Ýóçò (2.16) ìå�á�ñÝðå�áé ó�ïí êëáóéêü DFT �çò ó÷Ýóçò (2.10). Ôï âÜñïòG�unther (G�unther weight) åíüò ðßíáêá äßíå�áé áðü �ï ðëÞèïò �ùí øçößùí �ïõ ðïõ åß�å åßíáéìç ìçäåíéêÜ åß�å âñßóêïí�áé êÜ�ù áðü Ýíáí ìç ìçäåíéêü áñéèìü. Ï ïñéóìüò áõ�üò èá ÷ñç-óéìïðïéçèåß ó�çí åíü�ç�á 2.4, üðïõ åðßóçò èá áðïóáöçíéó�åß êáé ï ëüãïò ðïõ ïé óõí�åëåó�Ýò�ïõ GDFT äéåõèå�ïýí�áé óå ìïñöÞ ðßíáêá äéáó�Üóåùí pe ×m ó�ç ó÷Ýóç (2.16) êáé ü÷é óáíìïíïäéÜó�á�ï äéÜíõóìá äéÜó�áóçò N = mpe.2.4 �ïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþí¼ðùò áíáöÝñèçêå ó�ï êåöÜëáéï 1, ç øåõäï�õ÷áéü�ç�á ìéáò áêïëïõèßáò åßíáé áíáãêáßá ðñïû-ðüèåóç ãéá �çí êá�áóêåõÞ åíüò áóöáëïýò êñõð�ïãñáöéêïý óõó�Þìá�ïò. Ôï ðü�å ìéá áêï-ëïõèßá ìðïñåß íá ÷áñáê�çñéó�åß ùò øåõäï�õ÷áßá äåí åßíáé åýêïëï åñþ�çìá. ¸íá áõ�ïíüç�ïêñé�Þñéï ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß ìéá øåõäï�õ÷áßá áêïëïõèßá åßíáé �ï íá Ý÷åé ìåãÜëç ðå-ñßïäï. Åê�üò �çò ìåãÜëçò ðåñéüäïõ, ï Golomb ó�ï [42℄ ðñü�åéíå �á áêüëïõèá �ñßá êñé�Þñéáøåõäï�õ÷áéü�ç�áò ðåñéïäéêþí äõáäéêþí áêïëïõèéþí, �á ïðïßá åßíáé ãíùó�Ü ùò êñé�Þñéá øåõ-äï�õ÷áéü�ç�áò �ïõ Golomb (Golomb's randomness postulates):1. Óå ìßá ðåñßïäï �çò áêïëïõèßáò, �ï ðëÞèïò �ùí 0 åßíáé ßóï Þ äéáöÝñåé êá�Ü Ýíá ìå �ïðëÞèïò �ùí 1. Áõ�Þ ç éäéü�ç�á ïíïìÜæå�áé éäéü�ç�á éóïâáñïýò áêïëïõèßáò (balan
eproperty).2. Ùò äéáäñïìÞ (run) óå ìßá äõáäéêÞ áêïëïõèßá èåùñïýìå Ýíá �ìÞìá �çò ỹ = xx : : : xðïõ áðï�åëåß�áé áðü üìïéá ó�ïé÷åßá x (x = 0 Þ 1), üðïõ üìùò �üóï �ï ó�ïé÷åßï ðïõðñïçãåß�áé �ïõ ỹ üóï êáé áõ�ü ðïõ Ýðå�áé �ïõ ỹ åßíáé äéáöïñå�éêÜ áðü �ï x. Ôï êñé�Þñéïøåõäï�õ÷áéü�ç�áò Ý÷åé ùò åîÞò: óå ìßá ðåñßïäï, �ï 1=2 �ùí äéáäñïìþí Ý÷ïõí ìÞêïò
1, �ï 1=4 = 1=22 áõ�þí Ý÷ïõí ìÞêïò 2, �ï 1=8 = 1=23 áõ�þí ìÞêïò 3 ê.ï.ê. ìÝ÷ñéò
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2.4 �ïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþíþ�ïõ �ï 1=2k �ïõ ðëÞèïõò �ùí äéáäñïìþí åßíáé ìéêñü�åñï �çò ìïíÜäáò. Áõ�Þ ç éäéü�ç�áêáëåß�áé éäéü�ç�á äéáäñïìÞò (run property).3. H óõíÜñ�çóç áõ�ïóõó÷Ý�éóçò 
(�) =
∑N−1i=0 (−1)yi+yi+� �çò äõáäéêÞò áêïëïõèßáò y, üðïõN ç ðåñßïäüò �çò, ðáßñíåé äýï �éìÝò, óõãêåêñéìÝíá
(�) =






N; áí � ≡ 0(mod N)K; áí � 6= 0(mod N)üðïõ K ó�áèåñüò áêÝñáéïò. Áõ�Þ ç éäéü�ç�á êáëåß�áé éäéü�ç�á áõ�ïóõó÷Ý�éóçò (auto-
orrelation property).Ïé áêïëïõèßåò ìåãßó�ïõ ìÞêïõò éêáíïðïéïýí êáé �á �ñßá êñé�Þñéá øåõäï�õ÷áéü�ç�áò �ïõGolomb [42℄. Ôï ãåãïíüò áõ�ü, óå óõíäõáóìü ìå �ï ü�é ïé áêïëïõèßåò ìåãßó�ïõ ìÞêïõò Ý÷ïõí�ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ ðåñßïäï ùò ðñïò �ï ìÞêïò �ïõ êá�á÷ùñç�Þ áðü �ïí ïðïßï ðáñÜãïí�áé, �éòêá�Ýó�çóå âáóéêÝò êñõð�ïãñáöéêÝò áêïëïõèßåò ó�á ðñþ�á ÷ñüíéá åìöÜíéóçò êñõð�ïãñáöéêþíåöáñìïãþí. Ìßá óçìáí�éêÞ áäõíáìßá �ïõò üìùò åß÷å óáí áðï�Ýëåóìá íá ÷áñáê�çñéó�ïýí, áíêáé äéáèÝ�ïõí ðïëý êáëÝò éäéü�ç�åò, êñõð�ïãñáöéêÜ áêá�Üëëçëåò: ç áäõíáìßá �ïõò áõ�Þ åßíáéç ÷áìçëÞ ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ðïõ Ý÷ïõí, ç ïðïßá ïñßæå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá.Ïñéóìüò 2.4. Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á (nonlinear 
omplexity Þ nonlinear span) Þ áðëÜðïëõðëïêü�ç�á ìéáò áêïëïõèßáò ïñßæå�áé ùò �ï ìÞêïò �ïõ ìéêñü�åñïõ FSR ï ïðïßïò ðáñÜãåé�çí áêïëïõèßá. ÊÜèå FSR ï ïðïßïò ðáñÜãåé ìßá áêïëïõèßá êáé Ý÷åé ìÞêïò üóï ç ðïëõðëï-êü�ç�Ü �çò êáëåß�áé åëÜ÷éó�ïò FSR �çò áêïëïõèßáò. Áí�ßó�ïé÷á, ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�áìéáò áêïëïõèßáò (linear 
omplexity Þ linear span) ïñßæå�áé ùò �ï ìÞêïò �ïõ ìéêñü�åñïõ LFSRï ïðïßïò ðáñÜãåé �çí áêïëïõèßá. Ï åëÜ÷éó�ïò LFSR ãéá ìßá áêïëïõèßá ïñßæå�áé ìå üìïéï�ñüðï.Áðü �ïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ãßíå�áé ðñïöáíÝò ü�é áí �á 
(y); lc(y) õðïäçëþíïõí áí�ßó�ïé÷á�ç ìç ãñáììéêÞ êáé �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò y, �ü�å 
(y) ≤ lc(y).Ïñéóìüò 2.5. �éá ìßá áêïëïõèßá yN = y0y1 : : : yN−1 ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò, �ï ðñïößë ðïëõ-ðëïêü�ç�áò (
omplexity pro�le) ïñßæå�áé ùò ç áêïëïõèßá �ùí áêåñáßùí áñéèìþí
(y1); 
(y2) : : : ; 
(yN):Ìå áíÜëïãï �ñüðï ïñßæå�áé �ï ðñïößë ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò (linear 
omplexity pro�le).
47 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò
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Ó÷Þìá 2.3. Ôï ðñïößë �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ãéá �ç äõáäéêÞ áêïëïõèßá y20 =

10010011110001001110�ñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�áÇ ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþí Ý÷åé ìåëå�çèåß óå ðïëý ìåãÜëï âáèìü ó�ç âéâëéïãñá-ößá [21, 47, 73, 56, 97, 98, 99, 124, 125℄. Óçìáí�éêÝò éäéü�ç�åò ðïõ ÷áñáê�çñßæïõí �ï ðñïößëãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò áêïëïõèéþí ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò åßíáé ïé áêüëïõèåò:1. Áí j > i, �ü�å lc(yj) ≥ lc(yi).2. Áí lc(yi+1) > lc(yi), �ü�å lc(yi) ≤ i
2
.3. Áí lc(yi+1) > lc(yi), �ü�å lc(yi+1) + lc(yi) = i+ 1.Áðü �éò ðáñáðÜíù éäéü�ç�åò ðñïêýð�åé ðùò, ïðï�åäÞðï�å Ý÷ïõìå áýîçóç ó�çí �éìÞ �çòãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ìßáò áêïëïõèßáò, �ü�å ç íÝá �éìÞ �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áòåßíáé óõììå�ñéêÞ �çò ðáëéÜò ùò ðñïò �ç ãñáììÞ f(N) = N

2
, N = 1; 2; : : :. Áõ�ü áíáäåéêíýå-�áé ó�ï Ó÷Þìá 2.3 üðïõ áðåéêïíßæå�áé �ï ðñïößë ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò �çò áêïëïõèßáòðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò y20 = 10010011110001001110. Ç �éìÞ N

2
éóïý�áé åðßóçò (êá�Ü ðñï-óÝããéóç) ìå �çí áíáìåíüìåíç �éìÞ E(lc(yN)) �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ãéá ìéá �õ÷áßááêïëïõèßá yN , üðùò áõ�Þ Ý÷åé õðïëïãéó�åß áðü �ïí Rueppel ó�ï [124℄: ìå Üëëá ëüãéá, éó÷ýåéKùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 48



2.4 �ïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþíE(lc(yN)) ≈ N
2
ãéá ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ N . Åðßóçò, ç äéáóðïñÜ Var(lc(yN)) éêáíïðïéåß �ç ó÷Ýóç

Var(lc(yN)) ≈ 86
81

[124℄.Ç åýñåóç �ïõ åëÜ÷éó�ïõ LFSR ðïõ ðáñÜãåé ìßá áêïëïõèßá ðñáãìá�ïðïéåß�áé ìå �ïí áëãü-ñéèìï Berlekamp-Massey (BMA) [3, 97℄ (ó÷Þìá 2.4). Åßíáé Ýíáò äéáäåäïìÝíïò áëãüñéèìïòðïõ ðñù�ïåéóÞ÷èç ãéá �çí áðïêùäéêïðïßçóç BCH êùäßêùí áðü �ïí Berlekamp �ï 1967 [3℄,åíþ äýï ÷ñüíéá áñãü�åñá ï Massey ÷ñçóéìïðïßçóå �ïí ßäéï áëãüñéèìï ãéá �çí åýñåóç �ïõåëÜ÷éó�ïõ LFSR ðïõ áðáé�åß�áé ãéá �çí ðáñáãùãÞ ìßáò áêïëïõèßáò yN [97℄. Ï áëãüñéèìïòåßíáé áíáäñïìéêüò êáé õðïëïãßæåé �ï ðïëõþíõìï áíÜäñáóçò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ LFSR ãéá êÜèåõðáêïëïõèßá yi, 1 ≤ i ≤ N . �éá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ n, 0 ≤ n < N , ãßíå�áé Ýëåã÷ïò áí ï�ñÝ÷ùí åëÜ÷éó�ïò LFSR �çò õðáêïëïõèßáò yn ðáñÜãåé �çí õðáêïëïõèßá yn+1. Áí íáé, �ü�åðñïöáíþò ï �ñÝ÷ùí LFSR åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò ãéá �çí õðáêïëïõèßá yn+1 êáé ìÝíåé áìå�Üâëç�ïò(ç ðåñßð�ùóç üðïõ d = 0): äéáöïñå�éêÜ, ãßíå�áé Ýëåã÷ïò ãéá �ï áí ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á�çò yn+1 åßíáé ìåãáëý�åñç Þ ßóç �çò áí�ßó�ïé÷çò ãéá �çí yn. Áí ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�áðáñáìÝíåé ßóç (éóïäýíáìá, 2 lc(yn) > n) Þ áõîÜíåé (2 lc(yn) ≤ n), �ü�å ìßá äéïñèù�éêÞ óõ-íÜñ�çóç ðñïó�ßèå�áé ó�ï ðïëõþíõìï áíÜäñáóçò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ LFSR �çò yn ðñïêåéìÝíïõ íáðñïóäéïñéó�åß �ï ðïëõþíõìï áíÜäñáóçò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ LFSR �çò yn+1. Áõ�Þ ç äéïñèù�éêÞóõíÜñ�çóç åßíáé ðëÞñùò ïñéóìÝíç êáé åîáñ�Ü�áé áðü �ï ðïëõþíõìï áíÜäñáóçò �ïõ åëÜ÷éó�ïõLFSR �çò yj, üðïõ j < n ç ðéï ðñüóöá�ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ êá�Ü �çí ïðïßá õðÞñîå áýîçóç ó�çíãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á. Ï áëãüñéèìïò Berlekamp-Massey Ý÷åé áêüìá ðéï áðëÞ ìïñöÞ ü�áíåîå�Üæïõìå äõáäéêÝò áêïëïõèßåò, ãéá�ß óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç ïé õðåéóåñ÷üìåíåò ðñïóèÝ-óåéò ðÜíù ó�ï óþìá åßíáé ðñÜîåéò XOR. �éá ìßá äõáäéêÞ áêïëïõèßá ìÞêïõò N , ï ÂÌÁ Ý÷åéõðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á O(N2). Ìßá éóïäýíáìç áëëÜ äéáöïñå�éêÞ ðåñéãñáöÞ �ïõ BMA,âáóéóìÝíç óå éäéü�ç�åò ðéíÜêùí ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �çí åðßëõóç åíüò êá�Üëëçëïõ ãñáììéêïýóõó�Þìá�ïò, ðáñïõóéÜæå�áé ó�ï [56℄. Åðßóçò, ç éóïäõíáìßá �ïõ BMA ìå �ïí êëáóéêü áëãü-ñéèìï �ïõ Åõêëåßäç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá áðïêùäéêïðïßçóç BCH êùäßêùí áðïóáöçíßæå�áéó�ï [54℄.Ìßá óçìáí�éêÞ éäéü�ç�á �ïõ ðñïößë ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò, ðïõ êáèéó�Ü �ïí áëãü-ñéèìï Berlekamp-Massey éó÷õñü åñãáëåßï êñõð�áíÜëõóçò, åßíáé ç áêüëïõèç: ï åëÜ÷éó�ïòLFSR ìßáò áêïëïõèßáò yN åßíáé ìïíáäéêüò áí êáé ìüíï áí lc(yN) ≤ N
2
. Ìå Üëëá ëüãéá,áí ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìßáò áêïëïõèßáò åßíáé L, �ü�å ãíùñßæïí�áò ìüíï 2L äéáäï-÷éêÜ ó�ïé÷åßá �çò áêïëïõèßáò ìáò åðé�ñÝðïõí, ìÝóù �ïõ BMA, íá õðïëïãßóïõìå ïëüêëçñç�çí áêïëïõèßá. Óõíåðþò, ï Berlekamp-Massey áëãüñéèìïò êá�Ýó�çóå �ç ãñáììéêÞ ðïëõ-ðëïêü�ç�á ùò óçìáí�éêü êñõð�ïãñáöéêü êñé�Þñéï: ìßá áêïëïõèßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ùò49 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò
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b← 1

k ← 1

B(x)← 1

n← 0

L← 0 % linear complexity

c(x)← 1 % feedback polynomial

while n < N do

d← yn +
∑L

i=1 ciyn−i

if d 6= 0 then

if 2L > N then % the linear complexity does not increase

c(x)← c(x)− db−1xkB(x)

k ← k + 1

elseif L ≤ n
2 then % the linear complexity increases

T (x)← c(x)

c(x)← c(x) − db−1xkB(x)

L← n + 1− L % new value of complexity

b← d
B(x)← T (x)

k ← 1

endif

else % d = 0, i.e. no change of LFSR

x← x + 1

endif

n← n + 1

endwhileÓ÷Þìá 2.4. Ï áëãüñéèìïò Berlekamp-MasseyêëåéäïñïÞ óå Ýíáí áëãüñéèìï ñïÞò ðñÝðåé íá Ý÷åé õøçëÞ ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á. �ßíå�áéöáíåñü ëïéðüí ðéá ü�é ïé áêïëïõèßåò ìåãßó�ïõ ìÞêïõò, ðáñüëï ðïõ ðëçñïýí �á êñé�Þñéá øåõäï-�õ÷áéü�ç�áò �ïõ Golomb, åßíáé áêá�Üëëçëåò ãéá êñõð�ïãñáöéêÝò åöáñìïãÝò: ìßá áêïëïõèßáìåãßó�ïõ ìÞêïõò ìå ðåñßïäï 2Í − 1 Ý÷åé, ðñïöáíþò, ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ßóç ìå N êáé,óõíåðþò, ãíþóç ìüíï 2N äéáäï÷éêþí bits �çò áêïëïõèßáò åðé�ñÝðåé �ïí ðëÞñç ðñïóäéïñéóìüüëçò �çò áêïëïõèßáò!�éá ðåñéïäéêÝò áêïëïõèßåò õðÜñ÷ïõí åðßóçò ðïëëÜ óçìáí�éêÜ áðï�åëÝóìá�á ðïõ ó÷å�ßæï-í�áé ìå �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á. Áðü �çí áíÜëõóç �çò Åíü�ç�áò 2.1.1 ðñïêýð�åé Üìåóáü�é ãéá ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá, ç ãñáììéêÞ �çò ðïëõðëïêü�ç�á éóïý�áé ìå �ï âáèìü �ïõ åëÜ÷é-ó�ïõ ðïëõùíýìïõ �çò. Óõíåðþò, áíáêáëþí�áò �ïõò ïñéóìïýò êáé óõìâïëéóìïýò �çò åíü�ç�áò2.2, éó÷ýåé lc(y) = N − deg(g
d(yN(z); 1 − zN )). Åðßóçò ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìßáòðåñéïäéêÞò áêïëïõèßáò ìðïñåß íá ðñïóäéïñéó�åß áðü �ï öÜóìá �çò ìÝóù �çò áêüëïõèçò �ñü-�áóçò, ãíùó�Þ ùò Èåþñçìá Blahut [7℄:�ñü�áóç 2.6. Ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìéáò ðåñéïäéêÞò áêïëïõèßáò y ∈ Fq éóïý�áé ìå�ï ðëÞèïò �ùí ìç ìçäåíéêþí ó�ïé÷åßùí �ïõ Äéáêñé�ïý Ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier (åöüóïíï Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier ïñßæå�áé), äçëáäÞ ìå �ï âÜñïò Hamming �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïýFourier �çò y.
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2.4 �ïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþí¸íá áí�ßó�ïé÷ï áðï�Ýëåóìá éó÷ýåé êáé ãéá �çí ðåñßð�ùóç üðïõ ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier�çò áêïëïõèßáò äåí ïñßæå�áé. ÓõãêåêñéìÝíá, áðïäåéêíýå�áé ó�ï [99℄ ü�é ãéá êÜèå ðåñéïäéêÞáêïëïõèßá ó�ï óþìá Fpr , p ðñþ�ïò, ìå ðåñßïäï N = mpe, gcd(m; p) 6= 1, ç ãñáììéêÞ �çòðïëõðëïêü�ç�á éóïý�áé ìå �ï âÜñïò G�unther �ïõ �åíéêåõìÝíïõ Äéáêñé�ïý Ìå�áó÷çìá�éóìïýFourier, üðùò áõ�üò äßíå�áé ó�çí (2.16). Áõ�ü åßíáé êáé �ï âáóéêü ðëåïíÝê�çìá �ïõ GDFT ðïõðñï�åßíå�áé ó�ï [99℄. �ßíå�áé öáíåñü ëïéðüí áðü �á ðáñáðÜíù ü�é ç êñõð�ïãñáöéêÞ ðëçñïöïñßáðïõ áíáäåéêíýå�áé áðü �ï öÜóìá ìßáò áêïëïõèßáò åßíáé ç ãñáììéêÞ �çò ðïëõðëïêü�ç�á.Áîßæåé �Ýëïò íá áíáöåñèåß ðùò ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ðåñéïäéêþí äõáäéêþí áêïëïõ-èéþí, ìå ðåñßïäï Í = 2n ãéá êÜðïéïí èå�éêü áêÝñáéï n, õðïëïãßæå�áé ðïëý áðïäï�éêÜ áðü �ïíáëãüñéèìï �ùí Games-Chan [38℄. Ï áëãüñéèìïò áõ�üò åßíáé ãñáììéêüò ùò ðñïò �çí ðåñßïäï�çò áêïëïõèßáò. ÌåéïíÝê�çìÜ �ïõ, åê�üò �ïõ ü�é ìðïñåß íá åöáñìïó�åß ìüíï óå áêïëïõèßåòóõãêåêñéìÝíçò ðåñéüäïõ, åßíáé �ï ü�é ïëüêëçñç ç ðåñßïäïò �çò áêïëïõèßáò ðñÝðåé íá åßíáéåê �ùí ðñï�Ýñùí ãíùó�Þ: äåí Ý÷åé äçëáäÞ �ç "âÞìá-ðñïò-âÞìá" äïìÞ �ïõ BMA. Åðßóçò, ïáëãüñéèìïò �ùí Games-Chan äåí åßíáé êá�Üëëçëïò ãéá áêïëïõèßåò ìå ðïëý ìåãÜëåò ðåñéü-äïõò ëüãù �ïõ ü�é áðáé�åß �çí áðïèÞêåõóç ïëüêëçñçò �çò ðåñéüäïõ ðñïêåéìÝíïõ íá áñ÷ßóåé�çí åðåîåñãáóßá �çò. Ùó�üóï ðáñáìÝíåé ðïëý óçìáí�éêüò áëãüñéèìïò åðåéäÞ áíáäåéêíýåé îå-÷ùñéó�Ýò éäéü�ç�åò ðïõ äéÝðïõí �éò áêïëïõèßåò ìå ðåñßïäï êÜðïéá äýíáìç �ïõ 2. ÔÝ�ïéåòáêïëïõèßåò Ý÷ïõí ðñï�áèåß ãéá åöáñìïãÞ óå êñõð�ïãñáöéêÝò åöáñìïãÝò: ãéá ðáñÜäåéãìá, ïéT -óõíáñ�Þóåéò (T -fun
tions) [75℄, êñõð�ïãñáöéêÝò áäõíáìßåò �ùí ïðïßùí Ý÷ïõí ìåëå�çèåß ó�ï[78℄, åìðßð�ïõí óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç.Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�áÇ ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á Ý÷åé ìåëå�çèåß óå óçìáí�éêÜ ìéêñü�åñï âáèìü ó�ç âéâëéïãñáößááðü ü,�é ç ãñáììéêÞ. Ç �éìÞ �çò 
(y) ãéá ìßá áêïëïõèßá y õðïëïãßæå�áé áðü �çí áêüëïõèç�ñü�áóç [58℄:�ñü�áóç 2.7. �éá ìßá áêïëïõèßá y, Ýó�ù L ï ìåãáëý�åñïò áêÝñáéïò áñéèìüò ðïõ éêáíïðïéåß�çí áêüëïõèç éäéü�ç�á: õðÜñ÷ïõí 0 ≤ i < j ≤ N − 1− L �Ý�ïéá þó�å yi+L−1i = yj+L−1j êáéyi+L 6= yj+L. Ôü�å, éó÷ýåé 
(y) = L+ 1.Êá�Ü áíáëïãßá ìå �ï åëÜ÷éó�ï ðïëõþíõìï ìßáò áêïëïõèßáò, ïñßæïõìå ùò åëÜ÷éó�ï ìçãñáììéêü ðïëõþíõìï (nonlinear minimal polynomial) ìßáò áêïëïõèßáò y �ç óõíÜñ�çóç áíÜ-äñáóçò ïðïéïõäÞðï�å FSR ìÞêïõò m = 
(y) ðïõ ðáñÜãåé �çí y. Ó�ï [59℄ áðïäåéêíýå�áéðùò, ãéá ìßá áêïëïõèßá y ìå �éìÝò óå ïðïéïäÞðï�å ðåðåñáóìÝíï óþìá, Ýíáò êá�åõèõíüìåíïò51 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþíáêõêëéêüò ãñÜöïò ëÝîåùí (dire
ted a
y
li
 word graph - DAWG) ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåßÝ�óé þó�å íá ðñïóäéïñéó�åß �ï ðñïößë ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò �çò y· ïé êüìâïé-ëÝîåéò�ïõ ãñÜöïõ åßíáé êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíåò õðáêïëïõèßåò �çò y. Ó�ï [33℄ äßíå�áé ìßá êá�áíïìÞ(êá�Ü ðñïóÝããéóç) �çò �éìÞò �çò ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ãéá �õ÷áßåò äõáäéêÝò áêï-ëïõèßåò, Ý�óé þó�å íá ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò ìÝ�ñï åê�ßìçóçò �çò øåõäï�õ÷áéü�ç�Üò�ïõò. Ó�ï [116℄ ðáñïõóéÜæå�áé ìßá áëãïñéèìéêÞ �å÷íéêÞ ãéá �ïí õðïëïãéóìü åíüò åëÜ÷éó�ïõìç ãñáììéêïý FSR ðïõ ðáñÜãåé ìßá ïðïéáäÞðï�å áêïëïõèßá ó�ï F2. Ç �å÷íéêÞ áõ�Þ âáóßæå�áéóå éäéü�ç�åò ðïõ åíõðÜñ÷ïõí ó�ïí ðßíáêá �ïõ éóïäýíáìïõ ãñáììéêïý óõó�Þìá�ïò åîéóþóåùí,ç ëýóç �ïõ ïðïßïõ ðñïóäéïñßæåé �ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ FSR. Ó�ï [117℄ ìåëå-�Ü�áé ç åéäéêÞ ðåñßð�ùóç üðïõ ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò �ïõ FSR åßíáé ðïëõþíõìï âáèìïý �ïðïëý 2 (äçëáäÞ, óå êÜèå ðïëëáðëáóéáó�Þ õðåéóÝñ÷ïí�áé �ï ðïëý 2 âáèìßäåò) êáé ðáñïõóéÜæå-�áé áëãüñéèìïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ åëÜ÷éó�ïõ FSR áõ�Þò �çò ìïñöÞò ï ïðïßïò ðáñÜãåéäïèåßóá äõáäéêÞ áêïëïõèßá. ÔÝëïò, ó�ï [115℄ ðáñïõóéÜæå�áé ìÝèïäïò ìå �çí ïðïßá, ãéá êÜèååðéèõìç�Þ �éìÞ ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò, êá�áóêåõÜæïí�áé áêïëïõèßåò ìå �ç ìÝãéó�ç äõ-íá�Þ �éìÞ ãéá �ç ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á.2.5 �áñáãùãÞ áêïëïõèéþí õøçëÞò ðïëõðëïêü�ç�áòÁðü �çí ðñïçãïýìåíç åíü�ç�á êá�Ýó�ç óáöÝò ðùò, ëüãù �ïõ áëãïñßèìïõ Berlekamp-Massey,õøçëÞ ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé áíáãêáßá ðñïûðüèåóç ãéá êñõð�ïãñáöéêÝò áêïëïõèßåò.Åßäáìå åðßóçò ðùò LFSRs ìå ðñù�áñ÷éêü ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï ðáñÜãïõí áêïëïõèßåò ìå�ç ìéêñü�åñç äõíá�Þ ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á - �éò ëåãüìåíåò áêïëïõèßåò ìåãßó�ïõ ìÞêïõò.Åí �ïý�ïéò, ïé ðïëý êáëÝò ëïéðÝò éäéü�ç�åò áõ�þí �ùí LFSRs, ìå êýñéá �ç ìåãÜëç ðåñßïäï�ùí ðáñáãïìÝíùí áêïëïõèéþí, åß÷áí óáí áðï�Ýëåóìá íá ìçí �åèïýí ó�ï ðåñéèþñéï. Ç ðëåéï-øçößá �ùí áëãïñßèìùí ñïÞò åîáêïëïõèïýí íá ÷ñçóéìïðïéïýí LFSRs ùò äïìéêÜ óõó�á�éêÜ�çò ãåííÞ�ñéáò �çò êëåéäïñïÞò (LFSR-based stream 
iphers). �ñïêåéìÝíïõ üìùò íá áõîçèåßç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ùí ðáñáãïìÝíùí áêïëïõèéþí, õðåéóÝñ÷ïí�áé êáé ìç ãñáììéêÝòðñÜîåéò ïé ïðïßåò åðéäñïýí ìå êÜðïéï �ñüðï ó�çí êáíïíéêÞ ãñáììéêÞ ëåé�ïõñãßá �ùí LFSRs.Áõ�Ýò ïé ìç ãñáììéêÝò ðñÜîåéò êá�çãïñéïðïéïýí�áé ùò åîÞò [105℄:
• Ìç ãñáììéêÜ ößë�ñá (nonlinear �lter generators). Óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç, ìßá ìçãñáììéêÞ ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç äñá ó�éò âáèìßäåò åíüò LFSR - ç ðáñáãüìåíç êëåéäïñïÞåßíáé ðéá ç Ýîïäïò áõ�Þò �çò óõíÜñ�çóçò.
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2.5 �áñáãùãÞ áêïëïõèéþí õøçëÞò ðïëõðëïêü�ç�áò
• Ìç ãñáììéêïß óõíäõáó�Ýò (nonlinear 
ombination generators). Óå áõ�Þí �çí ðåñß-ð�ùóç, ïé Ýîïäïé ðïëëþí LFSRs "�ñïöïäï�ïýí" ìßá ìç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç -ç ðáñáãüìåíç êëåéäïñïÞ ðñïêýð�åé áðü �çí Ýîïäï áõ�Þò �çò óõíÜñ�çóçò.
• �åííÞ�ñéåò åëåã÷üìåíåò áðü ñïëüé (Clo
k-
ontrolled generators). Áõ�Þ åßíáé ç ðåñß-ð�ùóç êá�Ü �çí ïðïßá ï ÷ñïíéóìüò åíüò LFSR (äçëáäÞ �ï êÜèå ðü�å áëëÜæåé êá�Üó�áóç)êáèïñßæå�áé áðü �çí Ýîïäï åíüò Üëëïõ LFSR.Ìå Üëëá ëüãéá, ïé ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò ðáßæïõí óçìáí�éêü ñüëï ó�çí êá�áóêåõÞ äõáäéêþíáêïëïõèéþí ìåãÜëçò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. Ó�çí åðüìåíç õðï-åíü�ç�á ìåëå�ïýí�áéâáóéêÝò êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò �ùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí, åíþ áêïëïõèåß ç áíÜëõóç �ùíóõó�çìÜ�ùí ðïõ âáóßæïí�áé óå ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò.2.5.1 Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí¸ó�ù F2 = {0; 1} �ï ðåðåñáóìÝíï óþìá ðïõ áðï�åëåß�áé áðü äýï ó�ïé÷åßá. ÊÜèå óõíÜñ�çóçf : F

n
2 → F2 êáëåß�áé ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç (boolean fun
tion) ìå n ìå�áâëç�Ýò. Ôï óýíïëïüëùí �ùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí ìå n ìå�áâëç�Ýò óõìâïëßæå�áé ìå Bn. Ôï óõìðëÞñùìá (
om-plement) ìéáò äõáäéêÞò ìå�áâëç�Þò x óõìâïëßæå�áé ùò x′, äçëáäÞ x′ = x + 1 (üðïõ ç ðñü-óèåóç \+" ãßíå�áé ðÜíù ó�ï óþìá F2, ìå Üëëá ëüãéá åßíáé ðñüóèåóç modulo 2 Þ, éóïäýíáìá,ðñüóèåóç XOR). �éá êÜèå ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç f(x1; : : : ; xn) Ýíáò åëá÷éó�üñïò (minterm) x
ïñßæå�áé ùò x
 = x
11 · · ·x
nn , üðïõ 
 = (
1; : : : ; 
n) ∈ F

n
2 , x0i = x′i êáé x1i = xi [77℄. Ìå Üëëáëüãéá, åëá÷éó�üñïò åßíáé Ýíá ãéíüìåíï ó�ï ïðïßï åìöáíßæïí�áé üëåò ïé ìå�áâëç�Ýò �çò óõíÜñ-�çóçò, åß�å ó�çí êáíïíéêÞ �ïõò ìïñöÞ åß�å ó�ç óõìðëçñùìá�éêÞ �ïõò. Óõíåðþò, õðÜñ÷ïõí

2n åëá÷éó�üñïé, üðïõ ï êáèÝíáò áí�éó�ïé÷åß êá�Ü ìïíïóÞìáí�ï �ñüðï ìå êÜðïéï äéÜíõóìá
 ∈ F
n
2 Þ, éóïäýíáìá, ìå êÜðïéá n-Üäá 
1 : : : 
n. ÕðÜñ÷åé ëïéðüí ìßá ′1− 1′ áí�éó�ïé÷ßá ìå�áîý�ïõ óõíüëïõ �ùí åëá÷éó�üñùí êáé �ïõ óõíüëïõ �ùí äéáíõóìÜ�ùí ðïõ áíÞêïõí ó�ï F

n
2 . �éáðáñÜäåéãìá, ï åëá÷éó�üñïò �çò 5-Üäáò 00101 åßíáé ï x′1x′2x3x′4x5.�áñá�Þñçóç 2.8. ÊÜèå åëá÷éó�üñïò x
, 
 = (
1; : : : ; 
n), ðñïóäéïñßæå�áé ìïíïóÞìáí�á áðü �çíéäéü�ç�á ü�é ç �éìÞ ðïõ äßíåé åßíáé 1 áí ç i-ïó�Þ ìå�áâëç�Þ �ïõ áí�éêá�áó�áèåß áðü �çí �éìÞ�ïõ 
i. �éá ïðïéáäÞðï�å Üëëç áíÜèåóç �éìþí ó�éò ìå�áâëç�Ýò �ïõ, ï åëá÷éó�üñïò äßíåé �éìÞ 0.Ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç ìðïñåß íá áíáðáñáó�áèåß ìå ðïëëïýò �ñüðïõò. Ìßá äéáäåäïìÝíçáíáðáñÜó�áóç ãéá óõíáñ�Þóåéò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé óå êñõð�ïãñáöéêÝò åöáñìïãÝò åßíáé ç
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Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþíÁëãåâñéêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ (Algebrai
 Normal Form - ANF) ðïõ ïñßæå�áé ùòf(x1; : : : xn) =
∑
∈F

n
2

a
 x
11 · · ·x
nn ; a
 ∈ F2 (2.17)üðïõ ç Üèñïéóç åßíáé modulo 2, 
 = (
1; : : : ; 
n), êáé åðßóçò x1i = xi, x0i = 1. O áëãåâñéêüòâáèìüò (algebrai
 degree) Þ áðëÜ âáèìüò ìßáò óõíÜñ�çóçò f ïñßæå�áé ùò deg(f) = max{wt(
) :a
 = 1}, üðïõ ìå wt(
) óõìâïëßæïõìå �ï ðëÞèïò �ùí ′1′ ó�ï äéÜíõóìá 
 - äçëáäÞ, �ï âÜñïòHamming (Hamming weight) �ïõ 
. ¼�áí deg(f) = 1; 2, or 3, ç f êáëåß�áé ãñáììéêÞ (aÆne),�å�ñáãùíéêÞ (quadrati
), Þ êõâéêÞ (
ubi
) áí�ßó�ïé÷á. To Üèñïéóìá üëùí �ùí üñùí x
11 · · ·x
nnó�çí (2.17) ìå wt(
) = 1; 2 Þ 3 áðï�åëåß �ï ãñáììéêü (linear) (�å�ñáãùíéêü (quadrati
)) Þêõâéêü (
ubi
) �ìÞìá �çò f áí�éó�ïß÷ùò. Áí k åßíáé ï âáèìüò �çò f , �ü�å êÜèå üñïòx
11 · · ·x
nn ðïõ åßíáé ðáñþí ó�çí (2.17) ìå wt(
) = k ïíïìÜæå�áé ìåãéó�ïâÜèìéïò üñïò �çò f .Ìßá Üëëç áíáðáñÜó�áóç �ùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí åßíáé ç ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ ÄéÜæåõîçò(Disjun
tive Normal Form - DNF), üðïõ åêöñÜæå�áé ùò �ï Üèñïéóìá åêåßíùí �ùí åëá÷éó�ü-ñùí ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�á äéáíýóìá�á �ïõ óõíüëïõ {
 ∈ F
n
2 : f(
) = 1}: ìå Üëëá ëüãéá, çDNF äßíå�áé áðü �ïí �ýðï f(x1; : : : xn) =

∑
∈F
n
2

f(
) x
11 · · ·x
nn ; (2.18)üðïõ x1i = xi, x0i = x′i. Ç Üèñïéóç ó�çí (2.18) åßíáé ç ëïãéêÞ ðñüóèåóç (ëïãéêÞ ðñÜîç OR),áëëÜ éóïäýíáìá ãéá �ç DNF ìðïñïýìå íá èåùñïýìå ü�é ç ðñüóèåóç åßíáé modulo 2 (ëïãéêüXOR), ëüãù �çò éäéü�ç�áò �ùí åëá÷éó�üñùí ðïõ áíáöÝñå�áé ó�çí �áñá�Þñçóç 2.8.Ìßá áíáðáñÜó�áóç �ùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí, ðïõ ðñïóïìïéÜæåé �üóï �çí (2.17) üóïêáé �çí (2.18), åßíáé �ï XOR ¢èñïéóìá �éíïìÝíùí (Ex
lusive-or Sum-Of-Produ
ts - ESOP).Áõ�Þ ç áíáðáñÜó�áóç ãåíéêåýåé �çí (2.17) ãéá�ß åðé�ñÝðåé óå ìßá ìå�áâëç�Þ íá åßíáé ðáñïýóáóå Ýíá ãéíüìåíï åß�å ó�çí êáíïíéêÞ �çò ìïñöÞ åß�å ó�ç óõìðëçñùìá�éêÞ [132℄. Ó�ç ãåíéêÞðåñßð�ùóç, ç ESOP áíáðáñÜó�áóç äåí åßíáé ìïíáäéêÞ ãéá ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç (åí áí�éèÝóåéìå �çí ANF êáé �çí DNF).�éá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå �ç ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç f ìå 3 ìå�áâëç�Ýò �çò ïðïßáò çANF äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç f(x1; x2; x3) = x2 + x1x2. Ôü�å ç DNF åßíáé ç x′1x2x3 + x′1x2x′3,åíþ ìßá ESOP áíáðáñÜó�áóç �çò f åßíáé ç x′1x2.Ï ðßíáêáò áëçèåßáò (truth table) �çò f ∈ Bn åßíáé �ï äéÜíõóìáf =
(f(0; 0; : : : ; 0); f(1; 0; : : : ; 0); : : : ; f(1; 1; : : : ; 1)

) (2.19)
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2.5 �áñáãùãÞ áêïëïõèéþí õøçëÞò ðïëõðëïêü�ç�áòìÞêïõò 2n. �éá áðëïðïßçóç ó�ï óõìâïëéóìü, ìå �ï ãñÜììá f èá õðïäçëþíïõìå åðßóçò êáé�ï äéÜíõóìá �çò (2.19). Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é ïé êùäéêÝò ëÝîåéò �ïõ äõáäéêïý Reed-Mullerêþäéêá �Üîçò r, ï ïðïßïò óõìâïëßæå�áé ùò R(r; n), óõìðßð�ïõí ìå �ïõò ðßíáêåò áëçèåßáò �ùíëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí f ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýåé deg(f) ≤ r. [95℄.�áñá�Þñçóç 2.9. Ïé Reed-Muller êþäéêåò äéüñèùóçò óöÜëìá�ïò, ðïõ ðñï�Üèçêáí áðü �ïõòD. E. Muller êáé L.S. Reed �ï 1954, åßíáé êþäéêåò ìå ðëïýóéï ìáèçìá�éêü õðüâáèñï êáé áðï�å-ëïýí áí�éêåßìåíï Ýí�ïíçò åñåõíç�éêÞò äñáó�çñéü�ç�áò, ðáñüëï ðïõ ç åëÜ÷éó�ç áðüó�áóÞ �ïõòåßíáé ìéêñü�åñç áðü áõ�Þ �ùí BCH êùäßêùí· ç áîßá �ïõò âáóßæå�áé êõñßùò ó�ï ü�é Ý÷ïõí ðïëýáðïäï�éêïýò áëãïñßèìïõò áðïêùäéêïðïßçóçò [94℄. Áðü êñõð�ïãñáöéêÞ Üðïøç, ç ìåëÝ�ç �ùíReed-Muller êùäßêùí éóïäõíáìåß ìå ìåëÝ�ç êñõð�ïãñáöéêþí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí, áðï�õ-ðþíïí�áò êá�' áõ�üí �ïí �ñüðï ìßá áêüìá óõó÷Ý�éóç ìå�áîý �çò èåùñßáò êùäßêùí êáé �çòêñõð�ïãñáößáò.Ôï âÜñïò Hamming (Hamming weight) �çò f éóïý�áé ìå �ï ðëÞèïò �ùí ìïíÜäùí ó�ïíðßíáêá áëçèåßáò �çò êáé óõìâïëßæå�áé ùò wt(f). Ç f êáëåß�áé éóïâáñÞò (balan
ed) áí wt(f) =

2n−1, ü�áí äçëáäÞ �ï ðëÞèïò �ùí ìïíÜäùí éóïý�áé ìå �ï ðëÞèïò �ùí ìçäåíéêþí ó�ïí ðßíáêááëçèåßáò �çò. Ç áðüó�áóç Hamming (Hamming distan
e) ìå�áîý äýï óõíáñ�Þóåùí f; g ∈ Bnïñßæå�áé ùò wt(f + g).Ïñéóìüò 2.10. ¸ó�ù j1; : : : ; jk áêÝñáéïé áñéèìïß �Ý�ïéïé þó�å 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n êáék < n. ¸ó�ù åðßóçò r = r1 + 2r2 + · · · + 2k−1rk ç äõáäéêÞ áíáðáñÜó�áóç �ïõ áêåñáßïõ
0 ≤ r < 2k. Ç Ýêöñáóç f(x1; : : : ; xn) =

2k−1∑r=0

( k∏i=1

(xji + r′i))fr (2.20)êáëåß�áé áíÜð�õãìá k �Üîçò êá�Ü Shannon (kth order Shannon's expansion formula) �çòóõíÜñ�çóçò f ùò ðñïò �éò ìå�áâëç�Ýò xj1 ; : : : ; xjk (üðïõ r′i �ï óõìðëÞñùìá �ïõ ri êáé êÜèåóõíÜñ�çóç fr ∈ Bn−k äåí åîáñ�Ü�áé áðü �éò ìå�áâëç�Ýò xj1 ; : : : ; xjk).Áðü �ïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ãßíå�áé öáíåñü ðùò, ãéá êÜèå xj1 ; : : : ; xjk , ïé õðï-óõíáñ�Þóåéòf0; : : : ; f2k−1 ïñßæïí�áé ìïíïóÞìáí�á, êáèþò ç fr ìðïñåß íá ðñïóäéïñéó�åß áðü �çí f èÝ�ïí�áòxji = ri, 1 ≤ i ≤ k. Áí J = {j1; : : : ; jk}, �ü�å �ï áíÜð�õãìá k �Üîçò êá�Ü Shannon ùòðñïò �éò ìå�áâëç�Ýò �ïõ óõíüëïõ J èá óõìâïëßæå�áé ùò f = f0 ‖J · · · ‖J f2k−1. Ó�çíåéäéêÞ ðåñßð�ùóç üðïõ J = {j}, �ü�å �ï áíÜð�õãìá ãñÜöå�áé f = f0 ‖j f1. Áí J =

{n − k + 1; : : : ; n}, �ü�å ï ðßíáêáò áëçèåßáò �çò f(x1; : : : ; xn) éóïý�áé ìå �ï äéÜíõóìá ðïõ55 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþíðñïêýð�åé áðü �ç óõíÝíùóç (
on
atenation) �ùí ðéíÜêùí áëçèåßáò �ùí õðï-óõíáñ�Þóåùífr(x1; : : : ; xn−k), 0 ≤ r < 2k [106℄.Ïñéóìüò 2.11. Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Walsh Þ Hadamard ìßáò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f ∈ Bnó�ï óçìåßï a ∈ F
n
2 äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç [95℄�̂f (a) =

∑x∈F
n
2

�f (x)(−1)〈a;x〉 = 2n − 2 wt(f ⊕ �a) (2.21)üðïõ �f(x) = (−1)f(x) êáé �a åßíáé ç ãñáììéêÞ óõíÜñ�çóç �a(x) = 〈a; x〉 = a1x1 + · · ·+ anxn(ç Üèñïéóç ó�çí (2.21) åßíáé ðÜíù ó�ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò).Áðü �ç (2.21) ðñïêýð�åé ðùò ç f åßíáé éóïâáñÞò áí êáé ìüíï áí �̂f(0) = 0.Ïñéóìüò 2.12. Ç åëÜ÷éó�ç áðüó�áóç Hamming ìå�áîý �çò f êáé üëùí �ùí ãñáììéêþíóõíáñ�Þóåùí ïíïìÜæå�áé ìç ãñáììéêü�ç�á (nonlinearity) �çò f êáé óõìâïëßæå�áé ìå NLf .Ç ìç ãñáììéêü�ç�á �çò f õðïëïãßæå�áé áðü �ï ìå�áó÷çìá�éóìü Walsh ìÝóù �çò áêüëïõèçòó÷Ýóçò [104℄
NLf = ming∈R(1;n)

{
wt(f + g)} = 2n−1 − 1

2
maxa∈F

n
2

|�̂f (a)| : (2.22)Ïñéóìüò 2.13. ÊÜèå ãñáììéêÞ óõíÜñ�çóç g �Ý�ïéá þó�å wt(f + g) = NLf åßíáé âÝë�éó�çãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç (best aÆne approximation) �çò f êáé óõìâïëßæå�áé ìå �f . Ôï óýíïëïüëùí �ùí âÝë�éó�ùí ãñáììéêþí ðñïóåããßóåùí �çò f óõìâïëßæå�áé ùò Af ⊆ R(1; n).Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Walsh ìßáò óõíÜñ�çóçò f ∈ Bn éêáíïðïéåß �çí áêüëïõèç ó÷Ýóç,ãíùó�Þ ùò åîßóùóç Parseval (Parseval's equation) [95℄:
∑a∈F

n
2

�̂f(a)2 = 22n : (2.23)ÓõíäõÜæïí�áò �éò (2.22) êáé (2.23) óõìðåñáßíïõìå ü�é ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ ìç ãñáììéêü�ç�áãéá �çí f åßíáé 2n−1 − 2n=2−1, êáé ãéá êÜèå �Ý�ïéá f éó÷ýåé �̂f(a) = ±2n=2 ∀ a ∈ F
n
2 . Ïéóõíáñ�Þóåéò áõ�Ýò Ý÷ïõí Üñ�éï ðëÞèïò ìå�áâëç�þí êáé ïíïìÜæïí�áé óõíáñ�Þóåéò bent. Ïéóõíáñ�Þóåéò bent ïñßó�çêáí ãéá ðñþ�ç öïñÜ ó�ï [123℄ êáé ðáñïõóéÜæïõí óçìáí�éêü êñõð�ï-ãñáöéêü åíäéáöÝñïí ãéá�ß åßíáé õøçëÜ ìç ãñáììéêÝò - Ýíá ÷áñáê�çñéó�éêü ðïõ åßíáé áðáñáß�ç�ïãéá êñõð�ïãñáöéêÝò óõíáñ�Þóåéò, üðùò èá áðïóáöçíéó�åß ó�éò õðï-åíü�ç�åò 2.5.2 êáé 2.5.3.�éá êÜèå óõíÜñ�çóç bent n ìå�áâëç�þí, ï âáèìüò �çò åßíáé �ï ðïëý n

2
[123℄. Ïé óõíáñ�Þ-óåéò bent Ý÷ïõí åðßóçò Üìåóç åöáñìïãÞ, åê�üò �çò êñõð�ïãñáößáò, �üóï ó�ç èåùñßá êùäßêùíKùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 56



2.5 �áñáãùãÞ áêïëïõèéþí õøçëÞò ðïëõðëïêü�ç�áò(ãéá ðáñÜäåéãìá, ó�ç ó÷åäßáóç êùäßêùí Kerdo
k [95℄) üóï êáé ó�éò åðéêïéíùíßåò (ãéá ðáñÜ-äåéãìá, ó�ç ó÷åäßáóç áêïëïõèéþí ãéá CDMA (Code Division Multiple A

ess) óõó�Þìá�á[43℄). Ëüãù �çò óðïõäáéü�ç�Üò �ïõò, Ý÷ïõí ðñï�áèåß ðïëëÝò ìåèïäïëïãßåò êá�áóêåõÞò óõ-íáñ�Þóåùí bent [15, 22, 30, 32, 55, 123℄. Ùó�üóï, ïé óõíáñ�Þóåéò bent äåí åßíáé éóïâáñåßò,ãåãïíüò ðïõ �éò êáèéó�Ü ìç êá�Üëëçëåò ãéá Üìåóç ÷ñÞóç óå êñõð�ïãñáöéêÝò åöáñìïãÝò (ó�éòáìÝóùò åðüìåíåò åíü�ç�åò 2.5.2-2.5.3 èá ãßíåé óáöÞò ç áíáãêáéü�ç�á ãéá �éò êñõð�ïãñáöéêÝòóõíáñ�Þóåéò íá Ý÷ïõí éóïìïéñáóìÝíá 1 êáé 0 ó�ïí ðßíáêá áëçèåßáò �ïõò). Óõíåðþò, Ý÷ïõíðñï�áèåß ðïëëÝò êá�áóêåõÝò óõíáñ�Þóåùí ðïõ åðé�õã÷Üíïõí õøçëÞ (ü÷é áðáñáß�ç�á �ç ìÝãé-ó�ç äõíá�Þ) ìç ãñáììéêü�ç�á, åíþ åðßóçò ìðïñïýí íá åßíáé êáé éóïâáñåßò. �ñïò áõ�Þí �çíêá�åýèõíóç Ý÷ïõí ðñï�áèåß ïé óõíáñ�Þóåéò partially bent [14℄, ðïõ åßíáé õðåñ-óýíïëï �ùí óõ-íáñ�Þóåùí bent. Ïé óõíáñ�Þóåéò partially bent áðï�åëïýí ìå �ç óåéñÜ �ïõò õðïóýíïëï �ùíóõíáñ�Þóåùí plateaued ðïõ ïñßæïí�áé ó�ï [138℄ ùò ïé óõíáñ�Þóåéò åêåßíåò �ùí ïðïßùí ï ìå�á-ó÷çìá�éóìüò Walsh ðáßñíåé �ï ðïëý 3 �éìÝò, �éò 0 êáé ±�, üðïõ �ï � åßíáé áñéèìüò �çò ìïñöÞò
2r ãéá êÜðïéï r ≥ n

2
. ¸�óé, ãéá ìßá óõíÜñ�çóç plateaued ïé �éìÝò �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïýWalsh äéáéñïýí�áé áðü �ï 2

n
2 (2

n+1
2 ) áí �ï n åßíáé Üñ�éïò (ðåñé��üò). Ôá ðáñáðÜíù ïäçãïýíó�ïí áêüëïõèï ïñéóìü �ùí óõíáñ�Þóåùí semi-bent fun
tions, ðïõ áðï�åëïýí ãåíßêåõóç �ùíóõíáñ�Þóåùí bent ãéá �çí ðåñßð�ùóç ðåñé��ïý ðëÞèïõò ìå�áâëç�þí:Ïñéóìüò 2.14 ([74℄). Ìßá óõíÜñ�çóç f ∈ Bn åßíáé óõíÜñ�çóç bent, ãéá n Üñ�éï áñéèìü, áíêáé ìüíï áí �̂f (a) = ±2n=2 ãéá êÜèå a ∈ F

n
2 . Ìßá óõíÜñ�çóç g ∈ Bn åßíáé semi-bent, ãéá nðåñé��ü áñéèìü, áí êáé ìüíï áí �̂g(a) ∈ {0;±2(n+1)=2} ãéá êÜèå a ∈ F

n
2 .Ç ìç ãñáììéêü�ç�á �ùí óõíáñ�Þóåùí semi-bent åßíáé 2n−1− 2(n−1)=2. Ùó�üóï, ðáñáìÝíåéáíïé÷�ü åñåõíç�éêü ðñüâëçìá ãéá �ï ðïéá åßíáé ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ �éìÞ �çò ìç ãñáììéêü�ç-�áò ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé ìßá óõíÜñ�çóç ðåñé��ïý ðëÞèïõò ìå�áâëç�þí (åí áí�éèÝóåé ìå �çíðåñßð�ùóç �ïõ Üñ�éïõ ðëÞèïõò ìå�áâëç�þí, üðïõ ç ìÝãéó�ç ìç ãñáììéêü�ç�á åîáóöáëßæå�áéáðü �éò óõíáñ�Þóåéò bent). �ñüóöá�á áðïäåß÷�çêå ü�é õðÜñ÷ïõí óõíáñ�Þóåéò ðïõ Ý÷ïõí ìçãñáììéêü�ç�á ìåãáëý�åñç áðü 2n−1 − 2(n−1)=2 ãéá ðåñé��ü n ≥ 9 [71℄.Ïñéóìüò 2.15. ¸ó�ù X1; X2; : : : ; Xn áíåîÜñ�ç�åò äõáäéêÝò �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò, üðïõ ç êÜèåìßá ðáßñíåé �çí �éìÞ 1 ìå ðéèáíü�ç�á 1

2
. Ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç f(x1; x2; : : : ; xn) êáëåß�áéáíèåê�éêÞ óå óõó÷å�ßóåéò �Üîçò m (mth-order 
orrelation-immune) åÜí ãéá êÜèå õðïóýíïëï

(Xi1 ; Xi2; : : : ; Xim) m �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí, 1 ≤ i1 < i2 < : : : < im ≤ n, ç �õ÷áßá ìå�áâëç�ÞÆ = f(×1; ×2; : : : ; ×n) åßíáé ó�á�éó�éêÜ áíåîÜñ�ç�ç áðü �ï äéÜíõóìá �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí
(×i1 ; ×i2 ; : : : ; ×im). 57 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþíÁí ìßá óõíÜñ�çóç áíèåê�éêÞ óå óõó÷å�ßóåéò �Üîçò m åßíáé åðéðëÝïí êáé éóïâáñÞò, �ü�å êá-ëåß�áé ìå �ïí ðéï ãåíéêü üñï áíèåê�éêÞ �Üîçò m(m-th order resilient). Áõ�Ýò ïé óõíáñ�Þóåéòìðïñïýí íá ðåñéãñáöïýí ìå áðëÜ ëüãéá áðü �çí áêüëïõèç éäéü�ç�á: áí áíáèÝóïõìå ïðïéåó-äÞðï�å óõãêåêñéìÝíåò �éìÝò óå ïðïéåóäÞðï�å m ìå�áâëç�Ýò, �ü�å ç ðñïêýð�ïõóá óõíÜñ�çóçn−m ìå�áâëç�þí åßíáé éóïâáñÞò (êáé, ðñïöáíþò, �ï ßäéï éó÷ýåé áí áíá�åèïýí óõãêåêñéìÝíåò�éìÝò óå ïðïéåóäÞðï�å r ìå�áâëç�Ýò, 0 ≤ r ≤ m) [137℄. H áíèåê�éêü�ç�á óå óõó÷å�ßóåéò ìßáòóõíÜñ�çóçò óõíäÝå�áé ìå �ï ìå�áó÷çìá�éóìü Walsh áõ�Þò ìÝóù �çò áêüëïõèçò �ñü�áóçò[49℄.�ñü�áóç 2.16. Ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç f ∈ Bn åßíáé áíèåê�éêÞ óå óõó÷å�ßóåéò �Üîçò m áíêáé ìüíï áí �̂f(a) = 0 ãéá êÜèå a ∈ F
n
2 ìå 1 ≤ wt(a) ≤ m < n.¼ðùò èá äéáöáíåß ó�ç óõíÝ÷åéá, åßíáé óçìáí�éêü ãéá �éò êñõð�ïãñáöéêÝò óõíáñ�Þóåéòíá Ý÷ïõí ìåãÜëçò �Üîçò áíèåê�éêü�ç�á óå óõó÷å�ßóåéò. ¸÷ïõí ðñï�áèåß äéÜöïñåò �å÷íéêÝòãéá �çí êá�áóêåõÞ �Ý�ïéùí óõíáñ�Þóåùí [12, 96, 129, 134℄. Ìßá óçìáí�éêÞ éäéü�ç�á ðïõ�éò ÷áñáê�çñßæåé åßíáé ç áêüëïõèç: áí ìßá óõíÜñ�çóç ìå n ìå�áâëç�Ýò åßíáé áíèåê�éêÞ óåóõó÷å�ßóåéò �Üîçò m, �ü�å ï âáèìüò �çò åßíáé �ï ðïëý n −m, åíþ áí åðéðñüóèå�á åßíáé êáééóïâáñÞò, �ü�å ï âáèìüò �çò åßíáé �ï ðïëý n−m−1 ü�áí 1 ≤ m ≤ n−m−2 [129℄. Åðßóçò, ãéáìßá éóïâáñÞ ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç n ìå�áâëç�þí ç ïðïßá åßíáé áíèåê�éêÞ óå óõó÷å�ßóåéò �Üîçòm, ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ �éìÞ �çò ìç ãñáììéêü�ç�Üò �çò éóïý�áé ìå 2n−1−2m+1 ãéá (2n−7)=3 ≤m ≤ n− 2 [133℄.Åê�üò áðü �çí õøçëÞ ìç ãñáììéêü�ç�á êáé �çí áíèåê�éêü�ç�á óå óõó÷å�ßóåéò, õðÜñ÷ïõíêáé Üëëá êñé�Þñéá ðïõ ðñÝðåé êá�Ü �ï äõíá�üí íá ðëçñïýí�áé áðü ìßá êñõð�ïãñáöéêÞ óõ-íÜñ�çóç (üðùò ï ìåãÜëïò âáèìüò, �ï íá åßíáé éóïâáñÞò ê.á.). �ïëëÜ áðü áõ�Ü åßíáé áí�é-êñïõüìåíá (üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ç �Üîç áíèåê�éêü�ç�áò óå óõó÷å�ßóåéò êáé ï âáèìüò ìßáòóõíÜñ�çóçò), ïðü�å áðþ�åñïò ó�ü÷ïò åßíáé ç êá�áóêåõÞ ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ íá åðé-�õã÷Üíïõí üóï �ï äõíá�üí êáëý�åñá �çí �áõ�ü÷ñïíç éêáíïðïßçóç üëùí áõ�þí �ùí êñé�çñßùí,ìå ìßá êá�Ü êÜðïéï �ñüðï åîéóïññüðçóÞ �ïõò. Ìßá óõãêåí�ñù�éêÞ ðåñéãñáöÞ üëùí �ùí êñõ-ð�ïãñáöéêþí éäéï�Þ�ùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí, êáèþò êáé üëùí �ùí óçìáí�éêþí êá�áóêåõþíóõíáñ�Þóåùí ðïõ Ý÷ïõí ðñï�áèåß ó�ç âéâëéïãñáößá, ðáñïõóéÜæå�áé ó�ï [16℄.2.5.2 Ìç ãñáììéêÜ ößë�ñáÌßá �å÷íéêÞ ðïõ ïäçãåß óå äõáäéêÝò áêïëïõèßåò ìåãÜëçò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò åßíáéç åöáñìïãÞ ìßáò ìç ãñáììéêÞò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò ó�éò âáèìßäåò åíüò ðñù�áñ÷éêïý LFSR,Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 58



2.5 �áñáãùãÞ áêïëïõèéþí õøçëÞò ðïëõðëïêü�ç�áò
ìç ãñáììéêü ößë�ñï g
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-Ó÷Þìá 2.5. ÅöáñìïãÞ ìç ãñáììéêïý ößë�ñïõ óå Ýíáí LFSRüðùò áðåéêïíßæå�áé ó�ï Ó÷Þìá 2.5. Ç óõíÜñ�çóç g êáëåß�áé ìç ãñáììéêü ößë�ñï (nonlinear�lter fun
tion). ÉäáíéêÜ, �ï ìç ãñáììéêü ößë�ñï èá ðñÝðåé íá åßíáé éóïâáñÞò óõíÜñ�çóç, Ý�óéþó�å íá åîáóöáëßæå�áé ïìïéüìïñöç êá�áíïìÞ �ùí bits 0 Þ 1 ó�çí ðáñáãüìåíç êëåéäïñïÞ. Ó�çãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, ïé ðáñáãüìåíåò áêïëïõèßåò Ý÷ïõí ìåãÜëç ðåñßïäï êáé õøçëÞ ãñáììéêÞ ðï-ëõðëïêü�ç�á [47℄. Ùó�üóï, áíïé÷�ü åñåõíç�éêü ðñüâëçìá ðáñáìÝíåé ï áêñéâÞò ðñïóäéïñéóìüò�çò �éìÞò �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò �ùí áêïëïõèéþí ðïõ ðáñÜãïí�áé áðü óõó�Þìá�ááõ�Þò �çò êá�çãïñßáò. ¸íá Üíù öñÜãìá ãéá �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á äßíå�áé áðü �ïíKey ó�ï [73℄: óõãêåêñéìÝíá, áí n åßíáé �ï ìÞêïò �ïõ LFSR êáé k ï âáèìüò �ïõ ìç ãñáììéêïýößë�ñïõ, �ü�å ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò ðïõ ðáñÜãå�áé åßíáé �ï ðïëý ßóç ìåLk =
∑ki=1

(ni). Ôï ßäéï áðï�Ýëåóìá äßíïõí êáé ïé Massey êáé Ser
onek ó�ï [98℄, êÜíïí�áò÷ñÞóç �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier �çò ðáñáãïìÝíçò áêïëïõèßáò. Ç éóïäõíáìßá �ùí äýïáõ�þí ðñïóåããßóåùí áðïäåéêíýå�áé ó�ï [112℄. Ôï Üíù öñÜãìá Lk åßíáé áðüññïéá �ïõ ãåãïíü-�ïò ü�é �ï åëÜ÷éó�ï ðïëõþíõìï �çò ðáñáãïìÝíçò áêïëïõèßáò Ý÷åé äéáêñé�Ýò ñßæåò �çò ìïñöÞò�e, ìå wt(e) ≤ k üðïõ �; �2; : : : ; �2n−1 ïé ñßæåò �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðïëõùíýìïõ �ïõ LFSRêáé wt(e) �ï ðëÞèïò �ùí ′1′ (âÜñïò Hamming) ó�ç äõáäéêÞ áíáðáñÜó�áóç �ïõ áêÝñáéïõ e.O Rueppel ó�ï [124℄ áðïäåéêíýåé ðùò, áí �ï ìÞêïò n �ïõ LFSR åßíáé ðñþ�ïò áñéèìüò, �ü�å�ï ðïóïó�ü �ùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ ïäçãïýí óå áêïëïõèßåò ìå �ç ìÝãéó�ç äõíá�ÞãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á Lk ðñïóåããßæåé �çí �éìÞ e− Lkn·2n > e− 1n . Ìå Üëëá ëüãéá, ãéá ìåãÜëåò�éìÝò �ïõ n, ç ðëåéïøçößá �ùí ìç ãñáììéêþí óõíáñ�Þóåùí åðé�õã÷Üíïõí �ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ�éìÞ ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ãéá �éò áêïëïõèßåò ðïõ ðáñÜãïõí. �éá åéäéêÝò ðåñéð�þóåéò�ùí n êáé k, ìßá âåë�ßùóç ó�ï Üíù öñÜãìá Lk áðïäåéêíýå�áé ó�ï [10℄, üðïõ ëáìâÜíå�áé õð'üøéí �ï ãåãïíüò ü�é õðÜñ÷ïõí áêÝñáéïé n �Ý�ïéïé þó�å êÜðïéåò êõêëï�ïìéêÝò êëÜóåéò modulo
2n − 1 íá Ý÷ïõí ðëÞèïò ó�ïé÷åßùí ìéêñü�åñï áðü n - ïé ëåãüìåíåò åëëéðåßò êõêëï�ïìéêÝòêëÜóåéò (regular 
osets).Ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, äåí ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéó�ïýí ðëÞñùò �á ó�ïé÷åßá �ïõ F2n ðïõ59 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþíåßíáé ñßæåò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ ðïëõùíýìïõ �çò ðáñáãüìåíçò áêïëïõèßáò· êá�Ü óõíÝðåéá äåí ìðïñåßíá õðïëïãéó�åß ç ãñáììéêÞ �çò ðïëõðëïêü�ç�á, ç ïðïßá éóïý�áé ìå �ï ðëÞèïò �ùí ó�ïé÷åßùíáõ�þí. Óå áõ�Þí �çí êá�åýèõíóç, ï Rueppel ó�ï [124℄ áðïäåéêíýåé �çí áêüëïõèç óõíèÞêç:�ñü�áóç 2.17. ¸ó�ù Ýíáò ðñù�áñ÷éêüò LFSR ìå n âáèìßäåò, �ïõ ïðïßïõ �ï ÷áñáê�çñéó�éêüðïëõþíõìï Ý÷åé ñßæåò �; �2; : : : ; �2n−1 (üðïõ � åßíáé ðñù�áñ÷éêü ó�ïé÷åßï �ïõ óþìá�ïò F2n).¸ó�ù åðßóçò ü�é åöáñìüæå�áé ó�ïí LFSR Ýíá ìç ãñáììéêü ößë�ñï g : F
n
2 → F2 âáèìïýk ≤ n, �çò ìïñöÞò g(x1; x2; : : : ; xn) = xt1xt2 : : : xtk , üðïõ 1 ≤ t1 < t2 < : : : < tk ≤ xn. Ôü�å,ãéá êÜèå áêÝñáéï e ìå wt(e) = k, �ï ó�ïé÷åßï �e åßíáé ñßæá �ïõ åëÜ÷éó�ïõ ðïëõùíýìïõ �çòáêïëïõèßáò áí êáé ìüíï áí ç áêüëïõèç ïñßæïõóá åßíáé ìç ìçäåíéêÞTe =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

�t12e1 : : : �tk2e1�t12e2 : : : �tk2e2... ...�t12ek : : : �tk2ek
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; (2.24)üðïõ e = 2e1 + 2e2 + : : :+ 2ek, 0 ≤ e1 < e2 < : : : < ek < n.�áñá�Þñçóç 2.18. Ó�çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç, ïé äåßê�åò ti áíáöÝñïí�áé óå óõãêåêñéìÝíåò âáèìß-äåò �ïõ LFSR ïé ïðïßåò õðåéóÝñ÷ïí�áé ó�ï ößë�ñï Þ, éóïäýíáìá, óå ïëéóèÞóåéò �çò áñ÷éêÞòáêïëïõèßáò åîüäïõ �ïõ LFSR (ïðü�å ç Ýîïäïò �ïõ ößë�ñïõ áí�éó�ïé÷åß óå ãéíüìåíï �ùí äéá-öüñùí ïëéóèÞóåùí �çò áñ÷éêÞò áêïëïõèßáò åîüäïõ �ïõ LFSR, üðùò áõ�Ýò êáèïñßæïí�áé áðü�çí ÁëãåâñéêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ �ïõ ößë�ñïõ). �ñÝðåé íá óçìåéùèåß ü�é ç áñßèìçóç ó�éò âáè-ìßäåò, áí áíáëïãéó�ïýìå �ï Ó÷Þìá 2.5, ãßíå�áé áðü äåîéÜ ðñïò �á áñéó�åñÜ: ãéá ðáñÜäåéãìá,áí g(x1; : : : ; xn) = x1x2, �ü�å �ï ößë�ñï áõ�ü áí�éó�ïé÷åß ó�ï ãéíüìåíï �ùí äýï äåîéü�åñùíâáèìßäùí �ïõ LFSR ó�ï Ó÷Þìá 2.5.Ç ó÷Ýóç (2.24) åßíáé ãíùó�Þ ùò êñé�Þñéï ýðáñîçò ñéæþí (root presen
e test) êáé áðï�åëåßâáóéêü ìáèçìá�éêü åñãáëåßï ãéá �çí êá�áóêåõÞ êá�Üëëçëùí ößë�ñùí ðïõ íá åðé�õã÷Üíïõí�çí ðáñáãùãÞ áêïëïõèéþí ìå åããõçìÝíç åëÜ÷éó�ç �éìÞ �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. Ìßá�õðéêÞ êáé óçìáí�éêÞ êá�çãïñßá ößë�ñùí åßíáé �á éóáðÝ÷ïí�á ößë�ñá (equidistant �lters) [124℄,�á ïðïßá Ý÷ïõí Ýíáí ìüíï ìåãéó�ïâÜèìéï üñï �çò ìïñöÞòxt1xt1+Æxt1+2Æ : : : xt1+(k−1)Æ; gcd(Æ; 2n − 1) = 1:Ôá éóáðÝ÷ïí�á ößë�ñá Ý÷ïõí �çí éäéü�ç�á ü�é åîáóöáëßæïõí �ïí ìç ìçäåíéóìü �çò ïñßæïõóáò Teãéá êÜèå ó�ïé÷åßï �e ìå wt(e) = k, ãéá�ß óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç ç Te éóïý�áé ìå �çí ïñßæïõóáåíüò Vandermonde ðßíáêá êáé, êá�Ü óõíÝðåéá, ìçäåíßæå�áé áí êáé ìüíï áí �Æ2ei = �Æ2ej ãéáKùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 60



2.5 �áñáãùãÞ áêïëïõèéþí õøçëÞò ðïëõðëïêü�ç�áòêÜðïéï æåõãÜñé ei 6= ej· üìùò ï áêÝñáéïò Æ åßíáé ðñþ�ïò ùò ðñïò �çí �Üîç 2n−1 �ïõ ó�ïé÷åßïõ�, ïðü�å åîáóöáëßæå�áé ç ó÷Ýóç Te 6= 0. Ìå Üëëá ëüãéá, êÜèå éóáðÝ÷ïí ößë�ñï âáèìïý kðáñÜãåé áêïëïõèßåò ìå ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åããõçìÝíá ìåãáëý�åñç Þ ßóç áðü (nk) (áöïýüëá �á ó�ïé÷åßá ae, wt(e) = k, åßíáé ñßæåò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ ðïëõùíýìïõ �çò áêïëïõèßáò). Ç�éìÞ (nk) ìðïñåß íá ãßíåé ðïëý ìåãÜëç ãéá �õðéêÝò �éìÝò �ùí n; k (üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ãéán = 128, k = 50), åîáóöáëßæïí�áò õøçëÞ ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á. Ó�ï [112℄ áðïäåéêíýå�áéü�é ç ßäéá åëÜ÷éó�ç �éìÞ ãéá �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìðïñåß åðßóçò íá åðé�åõ÷èåß, õðüêÜðïéåò óõíèÞêåò, áêüìá êé áí Üñïõìå �ïí ðåñéïñéóìü gcd(Æ; 2n − 1) = 1: ãéá ðáñÜäåéãìá,�ï êÜ�ù öñÜãìá (nk) éó÷ýåé ðÜí�á ü�áí �ï n åßíáé ðñþ�ïò áñéèìüò. Ó�ï ßäéï Üñèñï åðßóçòðñïóäéïñßæå�áé ùò êÜ�ù öñÜãìá �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ãéá �á éóáðÝ÷ïí�á ößë�ñáìå áõèáßñå�ï Æ ç �éìÞ (tk)(nt)k, üðïõ t ï ìéêñü�åñïò áêÝñáéïò �Ý�ïéïò þó�å 2n − 1|Æ(2t − 1).Áí�ßó�ïé÷á áðï�åëÝóìá�á ãéá êÜ�ù öñÜãìá�á �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò áðïäåéêíýïí�áé�üóï ó�ï [124℄ üóï êáé ó�ï [112℄ ãéá �çí ðñáê�éêÜ ðéï åíäéáöÝñïõóá ðåñßð�ùóç üðïõ ïéìåãéó�ïâÜèìéïé üñïé �ïõ éóáðÝ÷ïí�ïò ößë�ñïõ åßíáé ðïëëïß, üëïé ÷áñáê�çñéæüìåíïé áðü �çíßäéá ó�áèåñÜ Æ. �ñüóöá�á áðï�åëÝóìá�á ó÷å�éêÜ ìå �á éóáðÝ÷ïí�á ößë�ñá áðïäåéêíýïí�áéó�ï [80℄, êÜíïí�áò ÷ñÞóç éäéï�Þ�ùí ðïõ åíõðÜñ÷ïõí ó�éò ëåãüìåíåò ãåíéêåõìÝíåò ïñßæïõóåòVandermode (generalized Vandermode determinants): óõãêåêñéìÝíá, áðïäåéêíýå�áé ðùò áí
4 ≤ k ≤ n−2 �ü�å ãéá �çí áêïëïõèßá åîüäïõ y éó÷ýåé lc(y) ≥ (nk)+n, åíþ ãéá k = 2; 3; n−1Ý÷ïõìå lc(y) ≥ (nk)+

( nk−1

).ÄéÜöïñá Üëëá ìç ãñáììéêÜ ößë�ñá, ìå êáëÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ ùò ðñïò �ç ãñáììéêÞ ðïëõ-ðëïêü�ç�á, Ý÷ïõí ðñï�áèåß ó�ç âéâëéïãñáößá. Ó�ï [79℄ áðïäåéêíýå�áé ìßá óõíèÞêç áíÜëïãç�çò (2.24), ç ïðïßá åëÝã÷åé áí Ýíá ó�ïé÷åßï �e ìå wt(e) = k − 1 åßíáé ñßæá �ïõ åëá÷ßó�ïõðïëõùíýìïõ �çò ðáñáãüìåíçò áêïëïõèßáò. Ó�ï ßäéï Üñèñï åðßóçò ðåñéãñÜöå�áé ìßá íÝá êá-�áóêåõÞ ößë�ñùí, �ùí ïðïßùí ï ìåãéó�ïâÜèìéïò üñïò ðñïóäéïñßæå�áé áðü �á ó�ïé÷åßá ðïõáðáñ�ßæïõí ìéá êáíïíéêÞ âÜóç (normal basis) �ïõ óþìá�ïò F2n . Ôá ößë�ñá áõ�Ü ïñßæïí�áéùò åîÞò: Ýó�ù {�e; �2e; : : : ; �2n−1e} ìßá êáíïíéêÞ âÜóç �ïõ F2n . Ïñßæïõìå �ï óýíïëïWs;k = {2se mod N; : : : ; 2s+k−1e mod N};�ï ïðïßï Ý÷åé k ó�ïé÷åßá (k ≤ n). Óõìâïëßæïõìå ùò Ws;k(1) �ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï �ïõWs;k, ùò Ws;k(2) �ï áìÝóùò ìåãáëý�åñï ê.ï.ê., äçëáäÞ Ws;k(1) < Ws;k(2) < : : : < Ws;k(k).Áò õðïèÝóïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí s; k �Ý�ïéá þó�å Ws;k(k) − Ws;k(1) < n. Ôü�å, �ï ößë�ñïg(x1; : : : ; xn) = xt1xt2 : : : xtk ïñßæå�áé ùò åîÞò: áí (xj−1 xj−2 : : : xj−n) åßíáé ç �ñÝ÷ïõóá
61 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþíêá�Üó�áóç �ïõ LFSR êÜðïéá ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ, �ü�å ç Ýîïäïò �ïõ ößë�ñïõ åßíáéxj−t1xj−t2 : : : xj−tk ;üðïõ �á tm, m = 1; 2; : : : ; k, ðñïóäéïñßæïí�áé áðü �çí tm = Ws;k(k)−Ws;k(1)+1. Áðïäåéêíýå-�áé ðùò êÜèå �Ý�ïéï ößë�ñï âáèìïý k åðé�õã÷Üíåé �ï ßäéï êÜ�ù öñÜãìá (nk) ãéá �ç ãñáììéêÞðïëõðëïêü�ç�á, üóï êáé �á éóáðÝ÷ïí�á ößë�ñá. Ôï ßäéï áðï�Ýëåóìá äßíå�áé êáé ó�ï [11℄,üðïõ åðßóçò ðáñïõóéÜæå�áé ìßá áðáñßèìçóç áõ�þí �ùí ößë�ñùí. �åíéêü�åñåò óõíèÞêåò êÜ�ùáðü �éò ïðïßåò Ýíá ìç ãñáììéêü ößë�ñï åðé�õã÷Üíåé �çí ðáñáãùãÞ áêïëïõèéþí ìå åããõçìÝíçåëÜ÷éó�ç �éìÞ (nk) ãéá �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á äßíïí�áé ó�ï [86℄, ãéá �çí ðåñßð�ùóç üðïõ
gcd(n; k) = 1.Ç óõí�ñéð�éêÞ ðëåéïøçößá �ùí ðáñáðÜíù áðï�åëåóìÜ�ùí (üðùò ç ó÷Ýóç (2.24)) éó÷ýïõíü÷é ìüíï ãéá äõáäéêÝò áêïëïõèßåò, áëëÜ ãéá áêïëïõèßåò óå ïðïéïäÞðï�å óþìá ìå ÷áñáê�ç-ñéó�éêÞ 2. Áðï�åëÝóìá�á ãéá �ç ãåíéêü�åñç ðåñßð�ùóç, üðïõ ïé ðáñáãüìåíåò áêïëïõèßåòðáßñíïõí �éìÝò óå êÜðïéï óþìá Fq ìå q äýíáìç êÜðïéïõ ðåñé��ïý ðñþ�ïõ áñéèìïý, ðáñïõóéÜ-æïí�áé ó�ï [52℄.Êñõð�áíÜëõóç óå óõó�Þìá�á ìç ãñáììéêþí ößë�ñùíÄéÜöïñåò êñõð�áíáëõ�éêÝò �å÷íéêÝò Ý÷ïõí áíáð�õ÷èåß ãéá �çí áíÜëõóç óõó�çìÜ�ùí ðïõ âá-óßæïí�áé óå ìç ãñáììéêÜ ößë�ñá. Ó�çí ðëåéïøçößá �ùí ðåñéð�þóåùí, �üóï �ï ÷áñáê�çñéó�éêüðïëõþíõìï �ïõ LFSR üóï êáé �ï ìç ãñáììéêü ößë�ñï åßíáé äçìïóßùò ãíùó�Ü· ç ìõó�éêü�ç�á�çò ðáñáãüìåíçò áêïëïõèßáò-êëåéäéïý Ýãêåé�áé ó�ï ü�é ìÝíåé ìõó�éêÞ ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ïõLFSR. Êá�Ü óõíÝðåéá, ïé êñõð�áíáëõ�éêÝò �å÷íéêÝò áðïóêïðïýí ó�ïí ðñïóäéïñéóìü áõ�Þò �çòáñ÷éêÞò êá�Üó�áóçò. Ç áíÜð�õîç êñõð�áíáëõ�éêþí ìåèüäùí âïçèÜåé ó�ï íá êáèïñßæïí�áé óõ-ãêåêñéìÝíåò áðáé�Þóåéò ãéá �á ÷áñáê�çñéó�éêÜ åíüò óõó�Þìá�ïò ðïõ âáóßæå�áé óå ìç ãñáììéêüößë�ñï, ðñïêåéìÝíïõ íá åßíáé êá�Ü �ï äõíá�üí ðéï áóöáëÝò.ÅðéèÝóåéò óõó÷Ý�éóçò: Ó�ï [130℄ áíáëýå�áé ìßá ìÝèïäïò êñõð�áíÜëõóçò ðïõ âáóßæå�áé óåéäéü�ç�åò �çò óõíÜñ�çóçò å�åñïóõó÷Ý�éóçò (
ross - 
orrelation fun
tion) áíÜìåóá ó�çíáêïëïõèßá ìåãßó�ïõ ìÞêïõò ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �ïí LFSR êáé ó�çí áêïëïõèßá åîü-äïõ �ïõ óõó�Þìá�ïò. Ç �å÷íéêÞ áõ�Þ, ðïõ êáëåß�áé åðßèåóç óõó÷Ý�éóçò (
orrelationatta
k), âåë�éþíå�áé ðåñáé�Ýñù ó�ï [37℄, üðïõ åðéðñïóèÝ�ùò áíáäåéêíýïí�áé êÜðïéåòéäéü�ç�åò ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷ïõí �á óõó�Þìá�á áõ�Ü ðñïêåéìÝíïõ íá åßíáé áíèåê�éêÜ óååðéèÝóåéò óõó÷Ý�éóçò. Ìå�áîý Üëëùí, éäéü�ç�åò ðïõ ðñÝðåé íá ðëçñïýí�áé åßíáé ïé åîÞò:Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 62



2.5 �áñáãùãÞ áêïëïõèéþí õøçëÞò ðïëõðëïêü�ç�áòi) �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �ïõ LFSR íá áðï�åëåß�áé áðü ðïëëïýò üñïõò, ii) çìç ãñáììéêü�ç�á �ïõ ößë�ñïõ ðñÝðåé íá åßíáé õøçëÞ, iii) äåí ðñÝðåé íá õðÜñ÷ïõí ðïëëïßìçäåíéêïß üñïé ó�ï ìå�áó÷çìá�éóìü Walsh �ïõ ößë�ñïõ.ÅðéèÝóåéò áíáó�ñïöÞò: Ìßá Üëëç �å÷íéêÞ áíÜê�çóçò �çò áñ÷éêÞò êá�Üó�áóçò �ïõ LFSRåßíáé ç åðßèåóç áíáó�ñïöÞò (inversion atta
k), ç ïðïßá ðñï�Üèçêå ó�ï [45℄. Ìßá åðßèåóçáíáó�ñïöÞò ìðïñåß íá åöáñìïó�åß ó�éò ðåñéð�þóåéò åêåßíåò üðïõ ç óõíÜñ�çóç ößë�ñïõg ãñÜöå�áé åß�å ó�ç ìïñöÞg(x1; x2; : : : ; xn) = x1 + h(x2; x3; : : : ; xn)åß�å g(x1; x2; : : : ; xn) = xn + h(x1; x2; : : : ; xn−1);üðïõ n �ï ðëÞèïò �ùí âáèìßäùí �ïõ LFSR ðïõ õðåéóÝñ÷ïí�áé ó�çí åßóïäï �ïõ ößë�ñïõ.Ôü�å, áí u = {ui}i≥0 åßíáé ç áêïëïõèßá ìåãßó�ïõ ìÞêïõò ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �ïí LFSR, çáêïëïõèßá åîüäïõ y ðåñéãñÜöå�áé (ãéá �çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç) áðü ó÷Ýóç �çò ìïñöÞò yi =ui+
1 + h(ui+
2; : : : ; ui+
n), üðïõ 
1 > 
2 > : : : > 
n èå�éêïß áêÝñáéïé ðïõ êáèïñßæïí�áéáðü �ï ìç ãñáììéêü ößë�ñï. ¢ñá, áí �ï bit yi åßíáé ãíùó�ü, �ü�å ðñïóäéïñßæå�áé �ï bitui+
1 áí åßíáé ãíùó�Ü �á ðñïçãïýìåíá 
n − 
1 bits ui+
1+1; : : : ; ui+
n. Êá�Ü óõíÝðåéá,ç ðïóü�ç�á 
n − 
1 ðñÝðåé íá åßíáé ìåãÜëç - éäáíéêÜ, ßóç ìå L − 1, üðïõ L �ï ìÞêïò�ïõ LFSR. Åðßóçò, ç åðßèåóç áíáó�ñïöÞò ãßíå�áé áêüìá ðéï áðïäï�éêÞ áí ï ìÝãéó�ïòêïéíüò äéáéñÝ�çò d �ùí 
i+1 − 
i, i = 1; 2; : : : ; n − 1 åßíáé ìåãÜëïò· éäáíéêÜ ëïéðüí, èáèÝëáìå �ï ìç ãñáììéêü ößë�ñï íá éêáíïðïéåß �ç ó÷Ýóç d = 1. Ç �å÷íéêÞ áíáó�ñïöÞòãåíéêåý�çêå ó�ï [46℄, Ý�óé þó�å íá ìðïñåß íá åöáñìïó�åß óå üëá �á ìç ãñáììéêÜ ößë�ñá÷ùñßò êáíÝíáí ðåñéïñéóìü.ÁëãåâñéêÝò åðéèÝóåéò: Áí L �ï ìÞêïò �ïõ LFSR, �ü�å êÜèå bit �çò áêïëïõèßáò êëåéäéïýìðïñåß íá ãñáöåß ùò ìßá óõíÜñ�çóç �ùí L bits �çò áñ÷éêÞò êá�Üó�áóçò. Óõíåðþò,ãíþóç N ó�ïé÷åßùí �çò êëåéäïñïÞò åðé�ñÝðåé �ïí ðñïóäéïñéóìü �çò áñ÷éêÞò êá�Üó�áóçò�ïõ LFSR ìÝóù åðßëõóçò åíüò ìç ãñáììéêïý óõó�Þìá�ïòN åîéóþóåùí ìå L áãíþó�ïõò.Ôå÷íéêÝò ðïõ áðïóêïðïýí ó�çí åðßëõóç �Ý�ïéùí óõó�çìÜ�ùí êáëïýí�áé áëãåâñéêÝòåðéèÝóåéò (algebrai
 atta
ks). Ó�ï [27℄ ðáñïõóéÜó�çêå ìßá �å÷íéêÞ ìå �çí ïðïßá ìðïñåßíá ìåéùèåß ï âáèìüò �ùí ìç ãñáììéêþí åîéóþóåùí �ïõ óõó�Þìá�ïò, ç ïðïßá ìðïñåß íáåöáñìïó�åß ü�áí ç óõíÜñ�çóç �ïõ ößë�ñïõ g éêáíïðïéåß êÜðïéá áðü �éò åîÞò éäéü�ç�åò:
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Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþí1. õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç f ÷áìçëïý âáèìïý �Ý�ïéá þó�å g ∗ f = h, üðïõ ç h åßíáé÷áìçëïý âáèìïý,2. õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç f ÷áìçëïý âáèìïý �Ý�ïéá þó�å g ∗ f = 0,3. õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç f �Ý�ïéá þó�å g ∗ f = h, üðïõ ç h åßíáé ÷áìçëïý âáèìïý,üðïõ �á f; g; h óõìâïëßæïõí �ïõò áí�ßó�ïé÷ïõò ðßíáêåò áëçèåßáò �ùí óõíáñ�Þóåùí, êáé�ï ∗ õðïäçëþíåé �ï åóù�åñéêü ãéíüìåíü �ïõò. Ó�ï [103℄ áðïäåéêíýå�áé ü�é ïé ðáñáðÜíù�ñåéò éäéü�ç�åò åßíáé éóïäýíáìåò ìå �çí åîÞò ìßá: äåí ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç ÷á-ìçëïý âáèìïý f �Ý�ïéá þó�å åß�å g ∗ f = 0 Þ (g + 1) ∗ f = 0. ÊÜèå �Ý�ïéá óõíÜñ�çóçf ïíïìÜæå�áé åêìçäåíéó�Þò (annihilator) �çò g - êá�Ü óõíÝðåéá, ïé áëãåâñéêÝò åðéèÝ-óåéò üñéóáí ùò âáóéêü êñé�Þñéï ó÷åäßáóçò �ùí ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí �ï íá ìçí Ý÷ïõíåêìçäåíéó�Ýò ÷áìçëïý âáèìïý. Áðü �ç ó�éãìÞ ðïõ èá êá�áóêåõáó�åß Ýíá ìç ãñáììéêüóýó�çìá ÷áìçëïý âáèìïý, ìðïñåß íá åðéëõèåß ìå äéÜöïñåò �å÷íéêÝò, ïé êõñéü�åñåò åê �ùíïðïßùí ó�çñßæïí�áé ó�éò âÜóåéò Gr�obner [36℄. Ïé áëãåâñéêÝò åðéèÝóåéò ïäÞãçóáí ó�ïíïñéóìü åíüò íÝïõ êñõð�ïãñáöéêïý êñé�çñßïõ ãéá �éò ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò, �çò ëåãüìå-íçò áëãåâñéêÞò áíèåê�éêü�ç�áò (algebrai
 immunity Þ annihilator immunity), ç ïðïßáïñßæå�áé ùò ï åëÜ÷éó�ïò âáèìüò áðü üëïõò �ïõò ìç ìçäåíéêïýò åêìçäåíéó�Ýò �çò g Þ �çòg+1 [19, 28℄. Ç áëãåâñéêÞ áíèåê�éêü�ç�á ãéá êÜèå óõíÜñ�çóç n ìå�áâëç�þí åßíáé ìéêñü-�åñç Þ ßóç áðü ⌈n
2
⌉[27℄. Êá�áóêåõÝò óõíáñ�Þóåùí õøçëÞò áëãåâñéêÞò áíèåê�éêü�ç�áòÝ÷ïõí ðñï�áèåß ó�á [19, 28℄· ùó�üóï �ï åñåõíç�éêü áõ�ü ðåäßï ðáñáìÝíåé áêüìá Ýí�ïíáåíåñãü, ìéá ðïõ áõ�Ýò ïé óõíáñ�Þóåéò äåí éêáíïðïéïýí Üëëá êñõð�ïãñáöéêÜ êñé�Þñéá.�áñá�Þñçóç 2.19. �ñüóöá�á ðñï�Üèçêå ìßá íÝá, ðïëý ðåñéóóü�åñï áðïäï�éêÞ áëãå-âñéêÞ åðßèåóç ãéá óõó�Þìá�á ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí [121℄. Ùó�üóï, áõ�Þ ç �å÷íéêÞáðáé�åß ãíþóç ðïëý ðåñéóóü�åñùí äåäïìÝíùí áðü ü,�é áðáé�åß ìßá êëáóéêÞ áëãåâñéêÞåðßèåóç - êá�Ü óõíÝðåéá, ç ìåëÝ�ç �çò áëãåâñéêÞò áíèåê�éêü�ç�áò óõíáñ�Þóåùí ðáñá-ìÝíåé óçìáí�éêÞ êáé áíáãêáßá.2.5.3 Ìç ãñáììéêïß óõíäõáó�ÝòÌßá äåý�åñç �å÷íéêÞ ãéá �çí åîÜëåéøç �çò åããåíïýò ãñáììéêü�ç�áò �ùí LFSRs åßíáé ï óõíäõá-óìüò ðïëëþí LFSRs, ìå �ñüðï �Ý�ïéï þó�å ïé Ýîïäïß �ïõò íá �ñïöïäï�ïýí ìßá ìç ãñáììéêÞëïãéêÞ óõíÜñ�çóç, ðïõ êáëåß�áé óõíÜñ�çóç-óõíäõáó�Þò (Ó÷Þìá 2.6). Ïé LFSRs ðïõ åðéëÝãï-í�áé ãéá �çí êá�áóêåõÞ �Ý�ïéùí óõó�çìÜ�ùí åßíáé ðñù�áñ÷éêïß, ëüãù �ùí êáëþí éäéï�Þ�ùíêáé �çò õøçëÞò ðåñéüäïõ ðïõ Ý÷ïõí. ¼ìïéá ìå �çí ðåñßð�ùóç �ùí ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí,Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 64



2.5 �áñáãùãÞ áêïëïõèéþí õøçëÞò ðïëõðëïêü�ç�áòLFSR 1LFSR 2...LFSR n
-

-

-

f - Ýîïäïò
Ó÷Þìá 2.6. ÅöáñìïãÞ ìç ãñáììéêïý óõíäõáó�Þ óå ðïëëïýò LFSRsç óõíÜñ�çóç-óõíäõáó�Þò ðñÝðåé íá åßíáé éóïâáñÞò. ¼óïí áöïñÜ �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü-�ç�á �çò ðáñáãüìåíçò áêïëïõèßáò, áðïäåéêíýå�áé ó�ï [125℄ ç áêüëïõèç éäéü�ç�á: ¸ó�ù nðñù�áñ÷éêïß LFSRs, ìå ìÞêç L1; L2; : : : ; Ln �Ý�ïéá þó�å íá åßíáé áíÜ äýï äéáöïñå�éêÜ ìå-�áîý �ïõò êáé ìåãáëý�åñá áðü 2. Ôü�å, áí ç óõíÜñ�çóç-óõíäõáó�Þò åßíáé f(x1; x2; : : : ; xn)ó�çí ÁëãåâñéêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ, ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò ðáñáãüìåíçò áêïëïõèßáòéóïý�áé ìå �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò f(L1; L2; : : : ; Ln), üðùò áõ�Þ õðïëïãßæå�áé ðÜíù óå áêå-ñáßïõò (êáé ü÷é ó�ï F2). Êá�Ü óõíÝðåéá, óõó�Þìá�á áõ�Þò �çò ìïñöÞò áðáé�åß�áé íá Ý÷ïõí ìßáóõíÜñ�çóç-óõíäõáó�Þ õøçëïý âáèìïý, ðñïêåéìÝíïõ íá ðáñÜãå�áé êëåéäïñïÞ ìåãÜëçò ãñáììé-êÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. Ó�ï [44℄ áðïäåéêíýå�áé ðùò ç ßäéá �éìÞ ãéá �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�áéó÷ýåé áêüìá êáé áí ïé õðåéóåñ÷üìåíïé FSRs åßíáé ïðïéáóäÞðï�å ìïñöÞò (áêüìá êáé ìç ãñáì-ìéêïß), áñêåß ïé ðåñßïäïé �ùí áêïëïõèéþí ðïõ ðáñÜãïí�áé áðü êÜèå FSR íá åßíáé áñéèìïßðñþ�ïé ìå�áîý �ïõò.Êñõð�áíÜëõóç óå óõó�Þìá�á ìç ãñáììéêþí óõíäõáó�þíEðéèÝóåéò óõó÷Ý�éóçò: Ó�ï [129℄ ðñï�Üèçêå ç áêüëïõèç ìÝèïäïò êñõð�áíÜëõóçò ãéá �ïõòìç ãñáììéêïýò óõíäõáó�Ýò, ç ïðïßá êáëåß�áé åðßèåóç óõó÷Ý�éóçò (
orrelation atta
k).¸ó�ù R1; R2; : : : ; Rn ïé ðñù�áñ÷éêïß LFSRs ðïõ õðåéóÝñ÷oí�áé ó�ï óýó�çìá �ïõ Ó÷Þ-ìá�ïò 2.6, ìå áí�ßó�ïé÷á ìÞêç L1; L2; : : : ; Ln. Ôï ðëÞèïò üëùí �ùí ðéèáíþí áñ÷é-êþí êá�áó�Üóåùí �ùí LFSRs, ïé ïðïßåò áðï�åëïýí �ï êëåéäß �ïõ óõó�Þìá�ïò, åßíáé

∏ni=1(2
Li − 1). Áò õðïèÝóïõìå ü�é ç ðáñáãüìåíç êëåéäïñïÞ �áõ�ßæå�áé ìå �çí Ýîïäï�ïõ R1 ìå êÜðïéá ðéèáíü�ç�á p > 1

2
. Ôü�å, áí åßíáé ãíùó�ü áñêå�Ü ìåãÜëï �ìÞìá �çòêëåéäïñïÞò, ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ïõ R1 ìðïñåß íá ðñïóäéïñéó�åß óõãêñßíïí�áò �çí ðá-ñáãüìåíç êëåéäïñïÞ ìå üëåò �éò ðéèáíÝò áêïëïõèßåò ðïõ ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí áðü �ïíR1: åêåßíç ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ïõ R1 ðïõ ðáñÜãåé áêïëïõèßá ç ïðïßá �áõ�ßæå�áé óå
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Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþíðïóïó�ü p ìå �çí êëåéäïñïÞ åßíáé êáé ç ðñáãìá�éêÞ áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ïõ R1. Áõ�üòï õðïëïãéóìüò ëáìâÜíåé ÷þñá ìå 2L1 − 1 åëÝã÷ïõò. Áí áí�ßó�ïé÷åò óõó÷å�ßóåéò õðÜñ-÷ïõí ìå�áîý �çò ðáñáãüìåíçò êëåéäïñïÞò êáé �ùí õðïëïßðùí LFSRs, �ü�å �ï êëåéäß �ïõóõó�Þìá�ïò ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß ðñáãìá�ïðïéþí�áò ∑ni=1(2
Li − 1) åëÝã÷ïõò· áõ�üòï áñéèìüò åßíáé ðïëý ìéêñü�åñïò áðü �ï óýíïëï üëùí �ùí ðéèáíþí êëåéäéþí. Êá�Ü óõ-íÝðåéá, ëüãù �ùí åðéèÝóåùí óõó÷Ý�éóçò, êá�Ýó�ç áíáãêáßï �ï íá åðéëÝãïí�áé, ùò ìçãñáììéêïß óõíäõáó�Ýò, óõíáñ�Þóåéò ðïõ íá åßíáé áíèåê�éêÝò óå óõó÷å�ßóåéò �Üîçò m,üðïõ �ï m íá Ý÷åé õøçëÞ �éìÞ. Ùó�üóï, áíáêáëþí�áò �ï ü�é ç óõíÜñ�çóç-óõíäõáó�ÞòðñÝðåé íá Ý÷åé ìåãÜëï âáèìü, åßíáé áíÜãêç êá�Ü �çí åðéëïãÞ ìßáò �Ý�ïéáò óõíÜñ�çóçòíá ãßíå�áé ðñïóðÜèåéá ãéá ìßá "÷ñõóÞ �ïìÞ" ìå�áîý �çò �Üîçò áíèåê�éêü�ç�Üò �çò óåóõó÷å�ßóåéò êáé �ïõ âáèìïý �çò.Ïé åðéèÝóåéò óõó÷Ý�éóçò ãßíïí�áé áêüìá ðéï áðïäï�éêÝò ó�ï [104℄, üðïõ ÷ñçóéìïðïéïý-í�áé �å÷íéêÝò áðïêùäéêïðïßçóçò êùäßêùí êáíáëéïý ãéá íá áðïöåõ÷èïýí êÜðïéïé ðåñé��ïßÝëåã÷ïé ðéèáíþí áñ÷éêþí êá�áó�Üóåùí åíüò LFSR· óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç êáëïýí�áéãñÞãïñåò åðéèÝóåéò óõó÷Ý�éóçò (fast 
orrelation atta
ks). Áí õðÜñ÷åé óõó÷Ý�éóç p > 1

2ìå�áîý �çò êëåéäïñïÞò y êáé �çò åîüäïõ u åíüò LFSR ìÞêïõò L, �ü�å ç áêïëïõèßá yèåùñåß�áé ùò �ï áðï�Ýëåóìá �çò ìå�Üäïóçò �çò ëÝîçò u ìÝóá áðü Ýíá äõáäéêü óõììå-�ñéêü êáíÜëé ìå ðéèáíü�ç�á ëÜèïõò 1− p (áí�ßó�ïé÷ç êùäéêïðïßçóç, ÷ñçóéìïðïéþí�áò�ç óõìðëçñùìá�éêÞ áêïëïõèßá �çò u, ïñßæå�áé êáé ãéá �çí ðåñßð�ùóç üðïõ p < 1
2
). Åðé-ðñüóèå�á, üëá �á bits �çò u åîáñ�þí�áé ãñáììéêÜ áðü �çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ïõ LFSR,ïðü�å ç u åßíáé ìßá êùäéêÞ ëÝîç åíüò ãñáììéêïý êþäéêá äéÜó�áóçò L. ¢ñá, ç åýñåóç�çò áñ÷éêÞò êá�Üó�áóçò �ïõ LFSR éóïäõíáìåß ìå �çí áðïêùäéêïðïßçóç �çò áêïëïõèßáòy, âÜóåé �ïõ êþäéêá ðïõ ïñßæå�áé áðü �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �ïõ LFSR. ÄéÜ-öïñåò áðïäï�éêÝò �å÷íéêÝò áðïêùäéêïðïßçóçò Ý÷ïõí ðñï�áèåß, ïé ïðïßåò ÷ñçóéìïðïéïýí,ìå�áîý Üëëùí, óõãêåñáó�éêïýò êþäéêåò Þ êþäéêåò turbo [61, 62, 63℄.EðéèÝóåéò ðñïóÝããéóçò ÷áìçëïý âáèìïý: Ó�ï [84℄ ðñï�Üèçêå ìßá ìÝèïäïò êñõð�áíÜëõ-óçò ç ïðïßá êáëåß�áé åðßèåóç ðñïóÝããéóçò ÷áìçëïý âáèìïý (low degree approximationatta
k) êáé åöáñìüæå�áé áí ç óõíÜñ�çóç f �ïõ Ó÷Þìá�ïò 2.6 ìðïñåß íá ðñïóåããéó�åßéêáíïðïéç�éêÜ áðü ìßá óõíÜñ�çóç ÷áìçëü�åñïõ âáèìïý. Ç åðßèåóç áõ�Þ áðï�åëåß ãå-íßêåõóç �çò åðßèåóçò âÝë�éó�ùí ãñáììéêþí ðñïóåããßóåùí (best aÆne approximationatta
k) ðïõ ðñï�åßíå�áé ó�ï [31℄. Áò õðïèÝóïõìå ü�é õðÜñ÷åé ìßá óõíÜñ�çóç g �Ý�ïéáþó�å deg(g) < deg(f) êáé ç áðüó�áóç Hamming ìå�áîý �ùí f; g íá åßíáé ìéêñÞ. ¸ó�ù
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2.6 ¢ëëá êñõð�ïãñáöéêÜ êñé�Þñéá áêïëïõèéþíy ç ðáñáãüìåíç êëåéäïñïÞ �ïõ Ó÷Þìá�ïò 2.6 êáé ŷ ç êëåéäïñïÞ ðïõ èá ðñïÝêõð�å áí çóõíÜñ�çóç-óõíäõáó�Þò Þ�áí ç g. Ëüãù �ïõ ü�é ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò ŷ åßíáéL0 = g(L1; L2; : : : ; Ln), õðÜñ÷åé LFSR ìÞêïõò L0 ðïõ �çí ðáñÜãåé. ¢ñá, áí ãíùñßæïõìåÝíá �ìÞìá �çò áêïëïõèßáò y ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãñÞãïñç åðßèåóç óõó÷Ý�éóçò [104℄ãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü �çò áñ÷éêÞò êá�Üó�áóçò áõ�ïý �ïõ LFSR (åöüóïí �ï L0 åßíáéìéêñü). Áí áõ�ü åðé�åõ÷èåß, �ü�å ïõóéáó�éêÜ åßìáó�å óå èÝóç íá êá�áóêåõÜóïõìå ïëü-êëçñç �çí áêïëïõèßá ŷ, Üñá êá�' åðÝê�áóç ðñïóäéïñßóáìå ïëüêëçñç �çí áêïëïõèßáêëåéäéïý y üðïõ áðëÜ êÜðïéá ëßãá bits åßíáé ëáíèáóìÝíá. Óõìðåñáóìá�éêÜ ëïéðüí, äåíðñÝðåé ìßá óõíÜñ�çóç-óõíäõáó�Þò íá ìðïñåß íá ðñïóåããéó�åß éêáíïðïéç�éêÜ áðü êÜðïéáóõíÜñ�çóç ÷áìçëïý âáèìïý - Üñá, ç áðáß�çóç ãéá õøçëÞ ìç ãñáììéêü�ç�á åßíáé êáé åäþðáñïýóá.Áîßæåé íá óçìåéùèåß ðùò êÜèå óýó�çìá ðïõ áðï�åëåß�áé áðü Ýíá ìç ãñáììéêü ößë�ñï âáèìïý k,�ï ïðïßï åöáñìüæå�áé óå Ýíáí LFSR, åßíáé éóïäýíáìï ìå êÜðïéï óýó�çìá ìç ãñáììéêïý óõí-äõáó�Þ, ï ïðïßïò áðáñ�ßæå�áé áðü k ßäéïõò LFSRs, ìå ïëéóèçìÝíåò áñ÷éêÝò êá�áó�Üóåéò. ÌåÜëëá ëüãéá, ðïëëÝò åðéèÝóåéò ðïõ ëáìâÜíïõí ÷þñá ó�ç ìßá êá�çãïñßá óõó�çìÜ�ùí ìðïñïýí íáåöáñìïó�ïýí Üìåóá êáé ó�çí Üëëç. �éá ðáñÜäåéãìá, áëãåâñéêÝò åðéèÝóåéò ìðïñïýí íá ëÜâïõí÷þñá êáé óå óõó�Þìá�á ìç ãñáììéêþí óõíäõáó�þí [26℄. Åê�üò �ùí áíù�Ýñù, õðÜñ÷ïõí êáéÜëëåò óçìáí�éêÝò åðéèÝóåéò ãéá áëãïñßèìïõò ñïÞò ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá åöáñìïó�ïýí åß�å óåóõó�Þìá�á ìå ìç ãñáììéêÜ ößë�ñá åß�å óå óõó�Þìá�á ìå ìç ãñáììéêü óõíäõáó�Þ. Ìßá ãåíéêÞðåñéãñáöÞ êáé óýãêñéóç �ùí äéáöüñùí åðéèÝóåùí ðáñïõóéÜæå�áé ó�ï [60℄.2.6 ¢ëëá êñõð�ïãñáöéêÜ êñé�Þñéá áêïëïõèéþíÅê�üò áðü �çí ðïëõðëïêü�ç�á (ãñáììéêÞ Þ ìç) ðïõ ïñßó�çêå áíù�Ýñù, êáèþò êáé �á áí�ß-ó�ïé÷á ðñïößë ðïëõðëïêü�ç�áò, õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ áêüìá ìÝ�ñá ðïëõðëïêü�ç�áò ãéá ìßá áêï-ëïõèßá, üðïõ �ï êÜèå Ýíá ó÷å�ßæå�áé ìå óõãêåêñéìÝíá ÷áñáê�çñéó�éêÜ �á ïðïßá �çò ðñïóäßäïõíøåõäï�õ÷áéü�ç�á. ÌåñéêÜ áðü �á ðéï óçìáí�éêÜ êñõð�ïãñáöéêÜ êñé�Þñéá, �á ïðïßá ìðïñïýííá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ùò ìÝ�ñï áðï�ßìçóçò �çò øåõäï�õ÷áéü�ç�áò ìßáò áêïëïõèßáò, åßíáé �ááêüëïõèá [110℄:
• �ñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á k óöáëìÜ�ùí (k-error linear 
omplexity): Åßíáé ç åëÜ÷éó�ç�éìÞ ó�çí ïðïßá ìðïñåß íá ìåéùèåß ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìßáò áêïëïõèßáò, áí ìå-�áâÜëëïõìå ïðïéáäÞðï�å k (�ï ðïëý) ó�ïé÷åßá �çò. Áí�éêá�ïð�ñßæåé �çí êñõð�ïãñáöéêÞ67 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êñõð�ïãñáöéêÝò éäéü�ç�åò áêïëïõèéþí�ßíáêáò 2.1. Ó�á�éó�éêïß Ýëåã÷ïé �ïõ NIST ãéá �çí øåõäï�õ÷áéü�ç�á áêïëïõèéþí1. Frequen
y (Monobits) Test (1ï êñé�Þñéï Golomb)2. Test for Frequen
y within a Blo
k3. Runs Test (2o êñé�Þñéï Golomb)4. Test for the Longest Run of Ones in a Blo
k5. Random Binary Matrix Rank Test6. Dis
rete Fourier Transform (Spe
tral) Test7. Non-overlapping (Aperiodi
) Template Mat
hing Test8. Overlapping (Periodi
) Template Mat
hing Test9. Maurer's Universal Statisti
al Test10. Lempel-Ziv Complexity Test (ìåëå�Ü�áé ó�ï ÊåöÜëáéï 5)11. Linear Complexity Test12. Serial Test13. Approximate Entropy Test14. Cumulative Sum (Cusum) Test15. Random Ex
ursions Test16. Random Ex
ursions Variant Testáäõíáìßá áêïëïõèéþí ðïõ Ý÷ïõí õøçëÞ �éìÞ ãéá �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á üðïõ üìùò,áí ìå�áâëçèïýí åëÜ÷éó�á ó�ïé÷åßá �ïõò, ç �éìÞ áõ�Þ ìåéþíå�áé äñáó�éêÜ· �õðéêü ðáñÜ-äåéãìá áðï�åëåß ç ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá 00 : : : 1, üðïõ ç ãñáììéêÞ �çò ðïëõðëïêü�ç�áåßíáé ìÝãéó�ç (ßóç ìå �çí ðåñßïäï �çò áêïëïõèßáò), áëëÜ ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á 1óöÜëìá�ïò åßíáé 0. �éá äõáäéêÝò ðåñéïäéêÝò áêïëïõèßåò ðåñéüäïõ 2n ãéá êÜðïéï n, ç �éìÞ�çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò k óöáëìÜ�ùí ãéá ïðïéïäÞðï�å k õðïëïãßæå�áé áðü �ïíáëãüñéèìï �ùí Stamp-Martin ó�ï [131℄, ï ïðïßïò áðï�åëåß ãåíßêåõóç �ïõ áëãïñßèìïõ�ùí Games-Chan [38℄. ÅðÝê�áóç �ïõ áëãïñßèìïõ �ùí Stamp-Martin Ý�óé þó�å íá õðï-ëïãßæåé áðïäï�éêÜ �çí �éìÞ �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò k óöáëìÜ�ùí ãéá üëåò �éòðéèáíÝò �éìÝò �ïõ k äßíå�áé áðü �ïõò Lauder êáé Paterson ó�ï [87℄. Ç ðåñßð�ùóç �çòãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò 1 óöÜëìá�ïò ãéá äõáäéêÝò ðåñéïäéêÝò áêïëïõèßåò ðåñéüäïõ
2n − 1 ìåëå�Ü�áé ó�ï [83℄.
• �ïëõðëïêü�ç�á Lempel-Ziv (Lempel-Ziv 
omplexity): Ôï ìÝ�ñï áõ�ü ðïëõðëïêü�ç�áòðñï�Üèçêå áðü �ïõò Lempel êáé Ziv ó�ï [88℄ êáé åêöñÜæåé �ï ñõèìü ìå �ïí ïðïßï åìöáíß-æïí�áé íÝá �ìÞìá�á óå ìßá áêïëïõèßá, êáèþò êéíïýìáó�å êá�Ü ìÞêïò �çò. Ç äéáäéêáóßáõðïëïãéóìïý áõ�ïý �ïõ ìÝ�ñïõ ðïëõðëïêü�ç�áò ðáßæåé åðßóçò óçìáí�éêü ñüëï ó�ïíðïëý ãíùó�ü áëãüñéèìï óõìðßåóçò �ùí Lempel-Ziv. Ç ðïëõðëïêü�ç�á Lempel-Ziv èáKùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 68



2.6 ¢ëëá êñõð�ïãñáöéêÜ êñé�Þñéá áêïëïõèéþíìåëå�çèåß äéåîïäéêÜ ó�ï ÊåöÜëáéï 5.
• ÄåíäñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á (tree 
omplexity): Ôï ìÝ�ñï áõ�ü ðïëõðëïêü�ç�áò ðñï�Üèçêåáðü �ïõò Niederreiter êáé Vielhaber ó�ï [111℄ êáé ó÷å�ßæå�áé ìå �çí êá�áìÝ�ñçóç óõ-ãêåêñéìÝíùí õðï-�ìçìÜ�ùí ìßáò áêïëïõèßáò.�ïëëÜ åßíáé áêüìç �á êñõð�ïãñáöéêÜ êñé�Þñéá �ùí áêïëïõèéþí ðïõ Ý÷ïõí ðñï�áèåß. Ïðßíáêáò 2.1 êá�áãñÜöåé ïíïìáó�éêÜ �ïõò ó�á�éó�éêïýò åëÝã÷ïõò ðïõ Ý÷åé êáèéåñþóåé ï ïñãá-íéóìüò NIST ãéá �ç ìåëÝ�ç �ùí áêïëïõèéþí - ðëÞñçò ðåñéãñáöÞ áõ�þí äßíå�áé ó�ï [109℄.Áîßæåé ùó�üóï íá óçìåéùèåß ü�é ïé Ýëåã÷ïé áõ�ïß äåí åßíáé ïé ìïíáäéêïß ðïõ Ý÷ïõí ðñï�áèåßó�çí åõñý�åñç âéâëéïãñáößá. Ç ýðáñîç ðéèáíþí óõó÷å�ßóåùí êáé åîáñ�Þóåùí ìå�áîý �ùí äéá-öüñùí ìÝ�ñùí ðïëõðëïêü�ç�áò ðáñáìÝíåé áíïé÷�ü åñåõíç�éêü ðñüâëçìá [110℄. Ôï êåöÜëáéï 5êéíåß�áé ðñïò áõ�Þí �çí êá�åýèõíóç, áðïóáöçíßæï�áò �ç óõó÷Ý�éóç ìå�áîý �çò ìç ãñáììéêÞòðïëõðëïêü�ç�áò êáé �çò ðïëõðëïêü�ç�áò Lempel-Ziv.
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ÊåöÜëáéï 3�åííÞ�ñéåò áêïëïõèéþí ó�ï ÷þñïêá�áó�Üóåùí One of the prin
ipal obje
ts of theoreti
al resear
hin my department of knowledge is to �nd the pointof view from whi
h the subje
t appears in itsgreatest simpli
ity. Josiah Willard GibbsÓ�ï ðáñüí êåöÜëáéï �á óõó�Þìá�á ðáñáãùãÞò áêïëïõèéþí ìåëå�þí�áé õðü ìßá íÝá ïð�éêÞãùíßá, ç ïðïßá âáóßæå�áé óå áñ÷Ýò �çò èåùñßáò óõó�çìÜ�ùí (system theory) [66℄. ÊÜèå ãåí-íÞ�ñéá áêïëïõèéþí, ùò ðåðåñáóìÝíï áõ�üìá�ï, ðåñéãñÜöå�áé áðü Ýíá æåõãÜñé åîéóþóåùí: çêá�áó�á�éêÞ åîßóùóç ðåñéãñÜöåé �çí ìå�Üâáóç �ùí êá�áó�Üóåùí �çò ãåííÞ�ñéáò, åíþ ç åîß-óùóç åîüäïõ äßíåé �çí Ýîïäï �ïõ óõó�Þìá�ïò ãéá �çí �ñÝ÷ïõóá êá�Üó�áóÞ �ïõ. Ìå áõ�üí�ïí öïñìáëéóìü, äéåõñýíå�áé ç Ýííïéá �çò ãåííÞ�ñéáò áêïëïõèéþí ðÝñáí �ùí êá�á÷ùñç�þíïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóç. Ìåëå�þí�áò �á êá�áó�á�éêÜ áõ�Ü óõó�Þìá�á ìå êëáóéêÝò Ýííïéåò�çò èåùñßáò óõó�çìÜ�ùí üðùò ç åëåãîéìü�ç�á êáé ç ðáñá�çñçóéìü�ç�á, áíáäåéêíýïí�áé íÝáìÝ�ñá ðïëõðëïêü�ç�áò �ùí ðáñáãüìåíùí áêïëïõèéþí. ÓõãêåêñéìÝíá, ç êëáóéêÞ Ýííïéá �çòðïëõðëïêü�ç�áò, ðïõ ïñßæå�áé ìå âÜóç �ïõò êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóç ùò ãåííÞ-�ñéåò áêïëïõèéþí, äéåõñýíå�áé Ý�óé þó�å íá áí�éó�ïé÷åß ó�ç ãåíéêü�åñç ðåñßð�ùóç óõó�çìÜ-�ùí ðáñáãùãÞò áêïëïõèéþí. Åðßóçò, ìÝóù �çò áíÜëõóçò ðïõ áêïëïõèåß�áé, áíáäåéêíýïí�áéîå÷ùñéó�Ýò éäéü�ç�åò ðïõ äéÝðïõí �á óõó�Þìá�á ðáñáãùãÞò �ùí áêïëïõèéþí De Brujin.Ïé Ýííïéåò êáé ìáèçìá�éêÜ åñãáëåßá ðïõ åéóÜãïí�áé óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï áðï�åëïýí �çâÜóç ãéá �çí åîáãùãÞ �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí ðïõ ðáñá�ßèåí�áé ó�á åðüìåíá êåöÜëáéá.
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�åííÞ�ñéåò áêïëïõèéþí ó�ï ÷þñï êá�áó�Üóåùí3.1 Åëåãîéìü�ç�á êáé ðáñá�çñçóéìü�ç�á óõó�çìÜ�ùí¸íá ðåðåñáóìÝíï áõ�üìá�ï S = 〈S;R; f; g; x0〉 ðåñéãñÜöå�áé áðü �ï áêüëïõèï æåõãÜñé åîé-óþóåùí xi+1 = f(xi) (3.1a)yi = g(xi) : (3.1b)To ðåðåñáóìÝíï óýíïëï S áðï�åëåß �ï óýíïëï êá�áó�Üóåùí �ïõ S, R åßíáé �ï ðåðåñáóìÝíïáëöÜâç�ï �çò åîüäïõ, f : S → S åßíáé ç óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò êá�Üó�áóçò, g : S → R åßíáé çóõíÜñ�çóç åîüäïõ, x0 ∈ S ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ïõ S êáé y = {yi}i≥0 åßíáé ç áêïëïõèßá ðïõðáñÜãå�áé áðü �ï S. Ç åîßóùóç (3.1) áðï�åëåß �çí áíáðáñÜó�áóç ó�ï ÷þñï êá�áó�Üóåùí �ïõóõó�Þìá�ïò S. ¸íá ðåðåñáóìÝíï áõ�üìá�ï �ï ïðïßï ðáñÜãåé ìßá áêïëïõèßá y äçìéïõñãåß ìßáõëïðïßçóç Þ ðñáãìá�ïðïßçóç (realization) �çò y. ÊÜèå ó�ïé÷åßï s ∈ S ïíïìÜæå�áé êá�Üó�áóç(state) �ïõ S. ¼ëá �á óõó�Þìá�á ðïõ ðåñéãñÜöïí�áé áðü �çí (3.1) êáëïýí�áé êá�áó�á�éêÝòãåííÞ�ñéåò áêïëïõèéþí (state spa
e sequen
e generators). Áðü �çí (3.1) ðñïêýð�åé ü�é çðáñáãüìåíç áêïëïõèßá äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóçyi = g (f i(x0)
) ; i ≥ 0üðïõ ìå f i(z) óõìâïëßæïõìå �ç i-éïó�Þò �Üîçò óýíèåóç �çò f ìå �ïí åáõ�ü �çò, äçëáäÞf i(z) = f (f i−1(z)) = (f ◦ f i−1) (z) êáé f 0(z) = z. Ï ðëçèéêüò áñéèìüò |S| �ïõ óõíüëïõ Sêáèïñßæåé �çí �Üîç (order) �ïõ óõó�Þìá�ïò S.�áñÜäåéãìá 3.1. ÊÜèå FSR ìðïñåß íá áíáðáñáó�áèåß ó�ï ÷þñï �ùí êá�áó�Üóåùí êáé,êá�' åðÝê�áóç, áðï�åëåß ìßá åéäéêÞ ðåñßð�ùóç êá�áó�á�éêÞò ãåííÞ�ñéáò áêïëïõèéþí. Óõãêå-êñéìÝíá, Ýíáò FSR n âáèìßäùí ðïõ ðåñéãñÜöå�áé áðü �çí (2.1) êáé ðáñÜãåé �çí áêïëïõèßáy = {yi}i≥0 ∈ Fq, ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß áðü Ýíá æåõãÜñé êá�áó�á�éêþí åîéóþóåùí �çò ìïñöÞò(3.1), üðïõ x0 = (y0 y1 : : : yn−1)

T ;xi+1 = f(xi) = f(xi;0; xi;1; : : : ; xi;n−1)

= (xi;1 xi;2 : : : h(xi;n−1; xi;n−2; : : : ; xi;0))T ;yi = g(xi) = (1 0 : : : 0)xi;êáé ãéá �ï óýíïëï êá�áó�Üóåùí S éó÷ýåé S = F
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3.1 Åëåãîéìü�ç�á êáé ðáñá�çñçóéìü�ç�á óõó�çìÜ�ùí¸íá ðåðåñáóìÝíï áõ�üìá�ï S ëÝãå�áé áí�éó�ñÝøéìï áí ç óõíÜñ�çóç f åßíáé áí�éó�ñÝøéìç.Åðßóçò, áí �ï S ðáñÜãåé ìßá áêïëïõèßá y, �ü�å êáëåß�áé åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóç (minimalrealization) �çò y áí äåí õðÜñ÷åé Üëëç ðñáãìá�ïðïßçóç S′ = 〈S ′; R; f ′; g′; x′0〉 �çò y �Ý�ïéáþó�å |S ′| < |S|. �éá äïèåßóá ðñáãìá�ïðïßçóç S �çò áêïëïõèßáò y êáé ãéá êÜèå 1-1 êáé åðßóõíÜñ�çóç � : S → S, ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷èåß ü�é �ï ðåðåñáóìÝíï áõ�üìá�ï
S′ =

〈S; � ◦ f ◦ �−1; g ◦�−1; �(x0)
〉åðßóçò ðáñÜãåé �çí y (üðïõ �−1 åßíáé ç áí�ßó�ñïöç óõíÜñ�çóç �çò �). Óõíåðþò, åéóÜãïõìå�ïí áêüëïõèï ïñéóìü éóïäýíáìùí óõó�çìÜ�ùí:Ïñéóìüò 3.2. Ôá óõó�Þìá�á S = 〈S;R; f; g; x0〉 êáé S′ = 〈S;R; f ′; g′; x′0〉 åßíáé éóïäýíáìááí õðÜñ÷åé Ýíáò éóïìïñöéóìüò � : S → S �Ý�ïéïò þó�åf ′ = � ◦ f ◦ �−1; g′ = g ◦�−1; and x′0 = �(x0):Ìßá êá�Üó�áóç x ∈ S ïíïìÜæå�áé �åëéêÜ ðåñéïäéêÞ (ultimately periodi
) áí õðÜñ÷ïõíáêÝñáéïé k;m, ìå k > m, �Ý�ïéïé þó�å fk(x) = fm(x). ÅðåéäÞ �ï S åßíáé ðåðåñáóìÝíïóýíïëï, üëåò ïé êá�áó�Üóåéò �ïõ S åßíáé �åëéêÜ ðåñéïäéêÝò. Áí�éó�ïß÷ùò, ìßá êá�Üó�áóç xåßíáé ðåñéïäéêÞ (periodi
) áí fN(x) = x ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï N > 0. Áí ç óõíÜñ�çóç f åßíáéáí�éó�ñÝøéìç, �ü�å üëåò ïé êá�áó�Üóåéò �ïõ S åßíáé ðåñéïäéêÝò, áöïý ç ó÷Ýóç fk(x) = fm(x)ïäçãåß ó�çí fk−m(x) = x.ËÞììá 3.3. ÊÜèå óýó�çìá S = 〈S;R; f; g; x0〉 �ïõ ïðïßïõ ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç x0 åßíáéðåñéïäéêÞ ìå ðåñßïäï T , ðáñÜãåé ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá ìå ðåñßïäï � �Ý�ïéá þó�å � |T .Áðüäåéîç. Áöïý ç x0 åßíáé ðåñéïäéêÞ, éó÷ýåé f i+T (x0) = f i(x0); ∀ i ≥ 0: Êá�Ü óõíÝðåéá,g(f i+T (x0)) = g(f i(x0)), äçëáäÞ y(i + T ) = y(i). ¢ñá, ç y åßíáé ðåñéïäéêÞ êáé ï áñéèìüò Tåßíáé ìßá ðåñßïäïò �çò áêïëïõèßáò, ïðü�å ç ó�ïé÷åéþäçò ðåñßïäïò � �çò y åßíáé äéáéñÝ�çò �ïõT . 2Ïñéóìüò 3.4. Ìßá êá�Üó�áóç x ∈ S ïíïìÜæå�áé åëÝãîéìç (
ontrollable) áí �ï óýíïëïR(x) =

{f i(x); i ≥ 0} êáëýð�åé üëï �ï óýíïëï S, äçëáäÞ áí R(x) = S. Åðéðñüóèå�á, ç ãåííÞ�ñéá Sêáëåß�áé åëÝãîéìç áí üëåò �çò ïé êá�áó�Üóåéò åßíáé åëÝãîéìåò.�ñïöáíþò, áí ìßá åëÝãîéìç êá�Üó�áóç x åßíáé ðåñéïäéêÞ, �ü�å åßíáé ðåñéïäéêÝò üëåò ïéêá�áó�Üóåéò �ïõ S êáé, åðéðëÝïí, üëåò Ý÷ïõí êïéíÞ ðåñßïäï - ßóç ìå |S|. Äýï êá�áó�Üóåéò x
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�åííÞ�ñéåò áêïëïõèéþí ó�ï ÷þñï êá�áó�Üóåùíand x′ ïíïìÜæïí�áé áîå÷þñéó�åò (output-indistinguishable) áí g(f i(x)) = g(f i(x′)) ãéá êÜèåi ≥ 0, äçëáäÞ áí ðáñÜãïõí �çí ßäéá Ýîïäï.Ïñéóìüò 3.5. ¸íá ðåðåñáóìÝíï áõ�üìá�ï S êáëåß�áé ðáñá�çñÞóéìï (observable) áðü �çíêá�Üó�áóç x ∈ S áí äåí õðÜñ÷åé êáìßá êá�Üó�áóç x′ ðïõ íá åßíáé áîå÷þñéó�ç áðü �çí x.Åðßóçò, �ï S êáëåß�áé ðáñá�çñÞóéìï áí åßíáé ðáñá�çñÞóéìï áðü üëåò �ïõ �éò êá�áó�Üóåéò.Ç åëåãîéìü�ç�á åíüò óõó�Þìá�ïò õðïäçëþíåé ü�é üëåò �ïõ ïé êá�áó�Üóåéò åßíáé ðñïóðå-ëÜóéìåò, áíåîÜñ�ç�á áðü �ï ðïéá èá åßíáé ç áñ÷éêÞ. Ç ðáñá�çñçóéìü�ç�á åíüò óõó�Þìá�ïòóõíåðÜãå�áé ðñáê�éêÜ ü�é õðÜñ÷åé ç äõíá�ü�ç�á íá õðïëïãéó�åß ç áëëçëïõ÷ßá �ùí êá�áó�Ü-óåþí �ïõ, áí åßíáé ãíùó�Þ ç áêïëïõèßá �çò åîüäïõ.3.2 ÅëÜ÷éó�åò êá�áó�á�éêÝò õëïðïéÞóåéò áêïëïõèéþíÓ�çí ðñïçãïýìåíç åíü�ç�á äåí �Ýèçêå êáíÝíáò ðåñéïñéóìüò ó�ç äïìÞ �ïõ óõíüëïõ S. �éááõ�Þ �ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç óõó�çìÜ�ùí, ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí üñï ðñáãìá�ïðïßçóç óå óýíïëï(set realization) �çò áêïëïõèßáò y. Ó�ç óõíÝ÷åéá åéóÜãïõìå ìßá êá�çãïñéïðïßçóç �ùí êá�á-ó�á�éêþí óõó�çìÜ�ùí, ç ïðïßá áí�éó�ïé÷åß ó�çí ðñüóèå�ç ìáèçìá�éêÞ äïìÞ �ïõ S:Ïñéóìüò 3.6. Ôï áõ�üìá�ï S êáëåß�áé1. ðñáãìá�ïðïßçóç óå óþìá (�eld realization) �çò áêïëïõèßáò y, áí �ï S ⊇ R åßíáé ÝíáðåðåñáóìÝíï óþìá,2. ãñáììéêÞ ðñáãìá�ïðïßçóç (linear realization) �çò áêïëïõèßáò y, áí �ï S åßíáé ãñáììé-êüò äéáíõóìá�éêüò ÷þñïò ó�ï R êáé, åðéðñüóèå�á, ïé f; g åßíáé ãñáììéêÝò óõíáñ�Þóåéò.¼ëá �á ðáñáðÜíù åßäç óõó�çìÜ�ùí ðáñÜãïõí áêïëïõèßåò ðïõ åßíáé �åëéêÜ ðåñéïäéêÝò,üðùò áðïäåéêíýå�áé ó�çí áêüëïõèç �ñü�áóç.�ñü�áóç 3.7. Ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:1. õðÜñ÷åé ìßá ðñáãìá�ïðïßçóç óå óýíïëï ãéá �çí áêïëïõèßá y.2. ç y åßíáé �åëéêÜ ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá.3. õðÜñ÷åé ìßá ãñáììéêÞ ðñáãìá�ïðïßçóç ãéá �çí y.4. õðÜñ÷åé ìßá ðñáãìá�ïðïßçóç óå óþìá ãéá �çí y.
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3.2 ÅëÜ÷éó�åò êá�áó�á�éêÝò õëïðïéÞóåéò áêïëïõèéþíÁðüäåéîç. 1 → 2: ¸ó�ù S = 〈S;R; f; g; x0〉 ìßá ðñáãìá�ïðïßçóç óå óýíïëï �çò y. ÅðåéäÞ�ï S åßíáé ðåðåñáóìÝíï, õðÜñ÷ïõí áêÝñáéïé k > � �Ý�ïéïé þó�å fk(x0) = f � (x0). ¸ó�ùt0 = � êáé T = k − t0. Ôü�å, éó÷ýåé fT+t0(x0) = f t0(x0). ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå i ≥ t0 éó÷ýåéyi+T = yi−t0+T+t0 = g(f i−t0+T+t0(x0)) =

= g(f i−t0f t0(x0)) = g(f i(x0)) = yi ;êáé Üñá ç y åßíáé �åëéêÜ ðåñéïäéêÞ.
2 → 3: Áöïý ç y åßíáé �åëéêÜ ðåñéïäéêÞ, õðÜñ÷åé LFSR ðïõ �çí ðáñÜãåé [42, 67℄.Ï ðñïò áðüäåéîç éó÷õñéóìüò ðñïêýð�åé áðü �ç ðñïöáíÞ äéáðßó�ùóç ü�é êÜèå LFSR ìðïñåßíá ðåñéãñáöåß áðü Ýíá ãñáììéêü æåõãÜñé åîéóþóåùí �çò ìïñöÞò (3.1), üðïõ �ï óýíïëï SðåñéÝ÷åé üëá �á äéáíýóìá�á ó�ï Rn

2 , üðïõ n �ï ìÞêïò �ïõ LFSR. (Êá�áó�á�éêÝò åîéóþóåéòðïõ ðåñéãñÜöïõí LFSRs ìåëå�þí�áé äéåîïäéêÜ ó�ï êåöÜëáéï 4).
3 → 4 → 1: ðñïêýð�åé áðåõèåßáò áðü �ïí ïñéóìü 3.6. 2Ó�ï õðüëïéðï �ìÞìá �çò åíü�ç�áò åîå�Üæïõìå �çí ðéï óçìáí�éêÞ êñõð�ïãñáöéêÜ ðåñß-ð�ùóç �ùí äõáäéêþí áêïëïõèéþí, äçëáäÞ R = F2. �éá áðëïýó�åõóç ó�ï óõìâïëéóìü, ó�ïõðüëïéðï �ïõ êåéìÝíïõ äåí èá áíáãñÜöå�áé �ï áëöÜâç�ï åîüäïõ F2 êá�Ü �çí ðåñéãñáöÞ åíüòêá�áó�á�éêïý óõó�Þìá�ïò.¸÷ïí�áò ìßá ðñáãìá�ïðïßçóç óõíüëïõ S ãéá ìßá ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá y, ìðïñïýìå íáêá�áóêåõÜóïõìå ìßá åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóç óõíüëïõ �çò y ìå�áó÷çìá�ßæïí�áò �çí S óåéóïäýíáìç áíáðáñÜó�áóç ðïõ åßíáé �áõ�ü÷ñïíá åëÝãîéìç êáé ðáñá�çñÞóéìç. Ç äéáäéêáóßáÝ÷åé ùò åîÞò: Ýó�ù óýíïëï S ðïõ ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí T ó�ïé÷åßá, üðïõ T ç ðåñßïäïò �çò y.ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá Ýíá õðïóýíïëï S ′ �ïõ S ìå kT ó�ïé÷åßá �á ïðïßá óõìâïëßæïí�áé ùòS ′ =

{x0;0; x0;1; : : : ; x0;T−1; . . . ; xk−1;0; xk−1;1; : : : ; xk−1;T−1

} (3.2)üðïõ ï áêÝñáéïò k äßíå�áé áðü �çí k = ⌊|S|=T ⌋. Ïñßæïõìå åðßóçò �éò óõíáñ�Þóåéò f; g ùòáêïëïýèùò f(xj;i) = xj+⌊(i+1)=T ⌋ mod k; i+1 mod T (3.3a)g(xj;i) = yi (3.3b)ãéá êÜèå 0 ≤ j < k êáé 0 ≤ i < T . Ôü�å, ðñïêýð�åé ç áí�éó�ñÝøéìç ðñáãìá�ïðïßçóç
〈S; f; g; x0〉 �çò y, üðïõ ùò áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç x0 ìðïñåß íá åðéëåãåß ïðïéïäÞðï�å ó�ïé÷åßï xj;0áðü �çí (3.2). Áí ðåñéïñßóïõìå �ï ÷þñï êá�áó�Üóåùí ó�ï S ′ Þ, éóïäýíáìá, ó�ï R(x0) =75 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



�åííÞ�ñéåò áêïëïõèéþí ó�ï ÷þñï êá�áó�Üóåùí
{f i(x0); i ≥ 0}, �ü�å ðñïêýð�åé ìßá éóïäýíáìç ãåííÞ�ñéá ìå �Üîç kT ç ïðïßá åßíáé åëÝãîéìç.Áðü �ïí ïñéóìü �ùí f; g åßíáé åýêïëï íá äïýìå ðùò äýï ïðïéåóäÞðï�å êá�áó�Üóåéò xi;0, xj;0,ìå i 6= j, åßíáé áîå÷þñéó�åò. Ïñßæïí�áé êá�Ü óõíÝðåéá T êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ó�ï ÷þñï�ùí êá�áó�Üóåùí, üðïõ ç êÜèå êëÜóç ci áðï�åëåß�áé áðü k êá�áó�Üóåéò x0;i; x1;i : : : ; xk−1;i,i = 0; 1; : : : ; T − 1, ïé ïðïßåò åßíáé áîå÷þñéó�åò. Èåùñþí�áò ùò óýíïëï êá�áó�Üóåùí �ï÷þñï ðçëßêï (quotient spa
e) ðïõ ïñßæå�áé áðü áõ�Ýò �éò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò, ðñïêýð�åé ìßáéóïäýíáìç ðñáãìá�ïðïßçóç �çò y �Üîçò T . Ôï éóïäýíáìï áõ�ü óýó�çìá åßíáé ðáñá�çñÞóéìïêáé ðñïöáíþò áðï�åëåß åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóç ãéá �çí y (áöïý äåí ìðïñåß íá ðáñá÷èåßáêïëïõèßá ìå ðåñßïäï T áðü Ýíá ÷þñï êá�áó�Üóåùí ìå ëéãü�åñá áðü T ó�ïé÷åßá).Ìå áí�ßó�ïé÷ï �ñüðï ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß ìßá åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóç óõíüëïõ ãéááêïëïõèßá ðïõ åßíáé �åëéêÜ ðåñéïäéêÞ. Ç �Üîç ìßáò �Ý�ïéáò åëÜ÷éó�çò ðñáãìá�ïðïßçóçò èáåßíáé t0 + T , üðïõ t0, T ç ðñï-ðåñßïäïò êáé ç ðåñßïäïò �çò áêïëïõèßáò áí�ßó�ïé÷á. Åðßóçò,ëüãù �ïõ ãåãïíü�ïò ü�é �ï óýíïëï êá�áó�Üóåùí óå ìßá ïðïéáäÞðï�å ðñáãìá�ïðïßçóç �çò yðñÝðåé íá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí t0 + T ó�ïé÷åßá, ðñïêýð�åé Üìåóá ü�é �ï óýíïëï êá�áó�Üóåùí óåìßá åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóç óþìá�ïò �çò y èá áðï�åëåß�áé áðü �á ó�ïé÷åßá �ïõ F2n, üðïõn ï áêÝñáéïò åêåßíïò ðïõ ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ç ó÷Ýóç 2n−1 < t0 + T ≤ 2n.Ó�ç óõíÝ÷åéá åéóÜãïõìå íÝá ìÝ�ñá ðïëõðëïêü�ç�áò �ùí áêïëïõèéþí, �á ïðïßá êáèïñßæï-í�áé áðü �çí �Üîç ìßáò åëÜ÷éó�çò êá�áó�á�éêÞò õëïðïßçóÞò �ïõò.Ïñéóìüò 3.8. ¸ó�ù y ìéá �åëéêÜ ðåñéïäéêÞ äõáäéêÞ áêïëïõèßá. ¸ó�ù åðßóçò F, L, and S�ñåéò åëÜ÷éó�åò êá�áó�á�éêÝò õëïðïéÞóåéò �çò, üðïõ ç êÜèå ìßá åßíáé óå óþìá, ãñáììéêÞ, êáéóå óýíïëï áí�ßó�ïé÷á.1. Áí F2n åßíáé �ï ðåðåñáóìÝíï óþìá ó�ï ïðïßï ðáßñíåé �éìÝò �ï óýíïëï êá�áó�Üóåùí�ïõ F, �ü�å ðïëõðëïêü�ç�á óþìá�ïò (�eld 
omplexity) �çò áêïëïõèßáò ïñßæå�áé ùò çäéÜó�áóç n �ïõ óþìá�ïò F2n ó�ï F2.2. Áí L åßíáé ï ãñáììéêüò äéáíõóìá�éêüò ÷þñïò ó�ïí ïðïßï ðáßñíåé �éìÝò �ï óýíïëï êá-�áó�Üóåùí �ïõ L, �ü�å ðïëõðëïêü�ç�á ãñáììéêÞò ðñáãìá�ïðïßçóçò (linear state spa
e
omplexity) �çò áêïëïõèßáò ïñßæå�áé ùò ç äéÜó�áóç �ïõ L ó�ï F2.3. Áí S åßíáé �ï óýíïëï êá�áó�Üóåùí �ïõ S, �ü�å ùò ðïëõðëïêü�ç�á óõíüëïõ (set 
om-plexity) �çò áêïëïõèßáò ïñßæå�áé ç ðïóü�ç�á log2 |S|.Ôá ðáñáðÜíù ìÝ�ñá ðïëõðëïêü�ç�áò óõìâïëßæïí�áé ùò Cf(y), Cl(y) êáé Cs(y) áí�ßó�ïé÷á.Áöïý Ýíáò FSR åßíáé ìßá åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ðåðåñáóìÝíïõ áõ�ïìÜ�ïõ, ï Ïñéóìüò 3.8 áðï�åëåßKùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 76



3.2 ÅëÜ÷éó�åò êá�áó�á�éêÝò õëïðïéÞóåéò áêïëïõèéþíãåíßêåõóç �ïõ Ïñéóìïý 2.4 �çò êëáóéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò 
(y) ìßáò áêïëïõèßáò. �éá êÜèåáêïëïõèßá y éó÷ýåé Cs(y) ≤ Cf(y) ≤ 
(y) ≤ Cl(y)Ó�ï êåöÜëáéï 4 èá äïýìå ðùò ç ðïëõðëïêü�ç�á ãñáììéêÞò ðñáãìá�ïðïßçóçò �áõ�ßæå�áé ìå�ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò.Ïé ðáñáðÜíù Ýííïéåò áðïóáöçíßæïí�áé ó�ï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá.�áñÜäåéãìá 3.9. ¸ó�ù y ìßá ðåñéïäéêÞ äõáäéêÞ áêïëïõèßá ìå ðåñßïäï T = 21, üðïõ �áðñþ�á T ó�ïé÷åßá �çò äßíïí�áé áðü �ï äéÜíõóìá
y = (0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0):Ìå âÜóç �çí ðñïçãïýìåíç áíÜëõóç, ç ðïëõðëïêü�ç�á óõíüëïõ �çò áêïëïõèßáò y éóïý�áé ìåCs(y) = log2 21 ≈ 4:39, êáé êÜèå åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóç óõíüëïõ �çò y èá Ý÷åé �Üîç 21.ÅðåéäÞ ç ðåñßïäïò �çò y åßíáé äéáéñÝ�çò �ïõ áñéèìïý 26−1, ïñßæå�áé ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier�çò y êáé ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá �çí êá�áóêåõÞ ìßáò åëÜ÷éó�çò ðñáãìá�ïðïßçóçò óõ-íüëïõ S. ÓõãêåêñéìÝíá, èåùñïýìå ùò ÷þñï êá�áó�Üóåùí �ïõ S �ï óýíïëïS =

{xi ∈ F26 : xi = �3i; 0 ≤ i < 21
}üðïõ �ï ó�ïé÷åßï � ∈ F26 åßíáé ðñù�áñ÷éêü ó�ï F26 ìå �6 = �+ 1, åíþ åðßóçò åðéëÝãïõìå ùòáñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ïõ S �ï ó�ïé÷åßï x0 = 1. Ôü�å, ç áíáðáñÜó�áóç (2.13) �çò áêïëïõèßáòïäçãåß ó�ïí ðñïóäéïñéóìü �ùí óõíáñ�Þóåùí f; g �çò ðñáãìá�ïðïßçóçò óõíüëïõ: óõãêåêñé-ìÝíá, áí ãéá êÜèå x ∈ S èÝóïõìå f(x) = a3x, �ü�å ç óõíÜñ�çóç åîüäïõ g ðñïóäéïñßæå�áéðëÞñùò áðü �ï ìå�áó÷çìá�éóìü Fourier �çò y êáé éóïý�áé ìåg(x) = tr6

1(�14x−1) + tr6
1(�54x−3) + tr6

1(�34x−5) + tr6
1(�21x−7) + tr3

1(�54x−9):Ç ðïëõðëïêü�ç�á óþìá�ïò �çò y éóïý�áé ìå Cf = 5, ãéá�ß 24 < 21 < 25. ¸ó�ù � ∈ F25 Ýíáðñù�áñ÷éêü ó�ïé÷åßï �ïõ óþìá�ïò F25 ìå �5 = �2+1. Ôü�å, ãéá ìßá åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóçóþìá�ïò �çò y ìå óýíïëï êá�áó�Üóåùí �á ó�ïé÷åßá �ïõ F25 , ïñßæïõìå ùò áñ÷éêÞ êá�Üó�áóçx0 = 1 êáé ùò óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò êá�Üó�áóçò f �çí áêüëïõèçf(x) =






�x áí x ∈ {1; �; : : : ; �19}
1 áí x = �20b(x) áí x ∈ B = {0; �21; : : : ; �30}
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�åííÞ�ñéåò áêïëïõèéþí ó�ï ÷þñï êá�áó�Üóåùíüðïõ b : B → B áõèáßñå�ç óõíÜñ�çóç. �éá �çí ðáñáðÜíù f , ç óõíÜñ�çóç åîüäïõ g ìðïñåß íáõðïëïãéó�åß ùò åîÞò:
• åðåê�åßíïõìå �ï äéÜíõóìá y êá�Ü 10 áõèáßñå�á ó�ïé÷åßá �ïõ óþìá�ïò F2, Ý�óé þó�å íáðñïêýøåé Ýíá äéÜíõóìá y′ ìÞêïõò 25 − 1 = 31,
• ãéá �çí áêïëïõèßá ðåñéüäïõ 31, üðïõ �á ðñþ�á 31 øçößá �çò äßíïí�áé áðü �ï äéÜíõóìá

y′, õðïëïãßæïõìå �ï ìå�áó÷çìá�éóìü Fourier �çò,
• ç g ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ïí áí�ßó�ñïöï ìå�áó÷çìá�éóìü Fourier ðïõ õðïëïãßó�çêå áíù-�Ýñù.Ç ðáñáðÜíù êá�áóêåõÞ èá ïäçãÞóåé óå ìßá óõíÜñ�çóç åîüäïõ g �çò ïðïßáò �ï óýíïëï �éìþíåßíáé �ï F2. Óõíåðþò, åðåê�åßíïí�áò �ï y ìå �á ó�ïé÷åßá 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 (�õ÷áßá bits), çóõíÜñ�çóç åîüäïõ g ðïõ ðñïêýð�åé åßíáé ç áêüëïõèç:g(x) = tr5

1(�29x−3) + tr51(�28x−5) + tr5
1(�21x−7) + tr51(�26x−11) + tr5

1(�14x−15):¼óïí áöïñÜ �ç ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò y, ðáñá�çñïýìå ü�é y10
5 =y25

20 = 001111 êáé y11 6= y26, åíþ åðßóçò äåí õðÜñ÷åé Üëëï æåõãÜñé õðáêïëïõèéþí �çò y ìå ìå-ãáëý�åñá ìÞêç ðïõ íá ðëçñïýí áõ�Þí �çí éäéü�ç�á. ¢ñá, ëüãù �çò �ñü�áóçò 2.7, ðñïêýð�åéü�é 
(y) = 7. ÔÝëïò, ìå �ïí Berlekamp-Massey áëãüñéèìï õðïëïãßæïõìå �ç ãñáììéêÞ ðïëõ-ðëïêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò lc(y) = 20, Üñá éó÷ýåé êáé Cl(y) = 20 (ç éóü�ç�á lc(y) = Cl(y)áðïóáöçíßæå�áé ó�ï KåöÜëáéï 4).Áðü �çí áíÜëõóç ðïõ ðñïçãÞèçêå ãßíå�áé öáíåñü ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á óõíüëïõ ìéáòáêïëïõèßáò åßíáé ó�åíÜ óõíäåäåìÝíç ìå �çí ðåñßïäü �çò êáé, óõíåðþò, ðåñéãñÜöåé �ï ðþò çðåñßïäïò åðéäñÜ ó�ï ÷áñáê�çñéóìü �çò áêïëïõèßáò ùò êñõð�ïãñáöéêÜ êá�Üëëçëçò Þ ìç· ðñÜã-ìá�é, åðéèõìç�ü ÷áñáê�çñéó�éêü ãéá ìßá êñõð�ïãñáöéêÞ áêïëïõèßá åßíáé ç ìåãÜëç ðåñßïäïòêáé, Üñá, ç ìåãÜëç ðïëõðëïêü�ç�á óõíüëïõ. Åðßóçò, ç ðïëõðëïêü�ç�á óþìá�ïò ìéáò áêïëïõ-èßáò ó÷å�ßæå�áé ìå �ï ìÞêïò �ïõ ìéêñü�åñïõ FSR ï ïðïßïò ìðïñåß íá ðáñÜãåé �çí áêïëïõèßááí åöáñìüóïõìå ìç ãñáììéêü ößë�ñï ó�éò âáèìßäåò �ïõ: áí Cf (y) = n, �ü�å åßíáé åýêïëïíá äïýìå ü�é äåí õðÜñ÷åé FSR ìÞêïõò ìéêñü�åñïõ áðü n ðïõ íá ðáñÜãåé �çí y, áêüìá êáéáí õðÜñ÷åé ç äõíá�ü�ç�á íá ÷ñçóéìïðïéçèåß Ýíá ïðïéïäÞðï�å ìç ãñáììéêü ößë�ñï. Áîßæåéíá áíáöåñèåß ðùò áí ç ðåñßïäïò ìßáò äõáäéêÞò áêïëïõèßáò åßíáé áêñéâþò 2n − 1, �ü�å ç ðï-ëõðëïêü�ç�á óþìá�ïò n �áõ�ßæå�áé ìå �ï ìÞêïò �ïõ ìéêñü�åñïõ FSR ï ïðïßïò ðáñÜãåé �çí
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3.3 �åííÞ�ñéåò áêïëïõèéþí De Brujináêïëïõèßá ìÝóù êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíïõ ìç ãñáììéêïý ößë�ñïõ. ¸íá �Ý�ïéï óýó�çìá ðáñá-ãùãÞò �çò áêïëïõèßáò áðï�åëåß�áé áðü Ýíáí ðñù�áñ÷éêü LFSR ìÞêïõò n ðïõ ðåñíÜåé áðü
2n − 1 äéáöïñå�éêÝò êá�áó�Üóåéò, åíþ �ï êá�Üëëçëï ößë�ñï ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß ìå ÷ñÞóçðáñåìâïëÞò Lagrange, Ý�óé þó�å íá åîáóöáëßæå�áé ü�é, ãéá êÜèå êá�Üó�áóç �ïõ LFSR, çÝîïäïò �ïõ óõó�Þìá�ïò èá éóïý�áé ìå �ï åðéèõìç�ü bit.3.3 �åííÞ�ñéåò áêïëïõèéþí De Brujin¼ðùò áíáöÝñèçêå ó�çí Åíü�ç�á 2.1, ìßá áêïëïõèßá y ó�ï óþìá Fq êáëåß�áé áêïëïõèßá DeBrujin áí Ý÷åé ðåñßïäï qn ãéá êÜðïéïí èå�éêü áêÝñáéï n êáé, åðéðëÝïí, �á äéáíýóìá�á

xi = (yi+n−1 yi+n−2 : : : yi); 0 ≤ i ≤ qn − 1;êáëýð�ïõí üëïí �ï äéáíõóìá�éêü ÷þñï F
nq . ÓõíäõÜæïí�áò �ïí ïñéóìü �ùí áêïëïõèéþí DeBrujin êáé �çí �ñü�áóç 2.7, óõìðåñáßíïõìå ü�é ç ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êÜèå áêïëïõ-èßáò De Brujin ðåñéüäïõ qn éóïý�áé ìå n. ¢ñá, õðÜñ÷åé FSR ìÞêïõò n ðïõ �çí ðáñÜãåé âÜóåéìßáò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò �çò ìïñöÞò (2.1). ¸ó�ù h ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò åíüò FSR ðïõðáñÜãåé �çí De Brujin áêïëïõèßá y. Tü�å ìßá êá�áó�á�éêÞ áíáðáñÜó�áóç ãåííÞ�ñéáò �çò yäßíå�áé áðü �ï æåõãÜñé (3.1a)-(3.1b), üðïõx0 = (x0;0 x0;1 : : : ; x0;n−1) = (yqn−1 yqn−2 : : : yqn−n)T ; (3.4)xi+1 = f(xi) = f(xi;0; xi;1; : : : ; xi;n−1) =

= (h(xi;0; xi;1; : : : ; xi;n−1) xi;0 : : : xi;n−2)
T ; (3.5)g(xi) = h(xi) = h(xi;0; xi;1; : : : ; xi;n−1): (3.6)Ó�ï õðüëïéðï �çò åíü�ç�áò, êÜèå óýó�çìá S = 〈Fnq ;Fq; f; g; x0〉 �çò ðáñáðÜíù ìïñöÞòðïõ ðáñÜãåé áêïëïõèßåò De Brujin ó�ï óþìá Fq èá êáëåß�áé ãåííÞ�ñéá De Brujin.Èåþñçìá 3.10. ¸ó�ù ìßá ãåííÞ�ñéá De Brujin S = 〈Fnq ;Fq; f; g; x0〉. Ôü�å1. �éá êÜèå x ∈ F

nq , ç óõíÜñ�çóç f éêáíïðïéåß �çí éäéü�ç�áf qn(x) = x êáé f j(x) 6= x; ãéá êÜèå j < qn:2. Ç óõíÜñ�çóç Φ : F
nq → F

nq
Φ(x) =

(g(x) g(f(x)) : : : g(fn−1(x)))Tåßíáé áí�éó�ñÝøéìç. 79 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



�åííÞ�ñéåò áêïëïõèéþí ó�ï ÷þñï êá�áó�ÜóåùíÁí�éó�ñüöùò, êÜèå æåõãÜñé êá�áó�á�éêþí åîéóþóåùí (3.1a) - (3.1b) ðïõ éêáíïðïéåß �éò éäéü-�ç�åò 1 êáé 2 ðáñÜãåé áêïëïõèßåò De Brujin êáé áðï�åëåß ìßá åëÜ÷éó�ç õëïðïßçóÞ �ïõò.Áðüäåéîç. Ç éäéü�ç�á 1 ðñïêýð�åé Üìåóá áðü �ïí ïñéóìü �ùí áêïëïõèéþí De Brujinêáé �çí (3.5). �éá íá áðïäåßîïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç Φ åßíáé áí�éó�ñÝøéìç, èåùñïýìå äýïäéáöïñå�éêÝò êá�áó�Üóåéò xt; x� �ïõ ÷þñïõ F
nqxt = (yt+n−1 yt+n−2 : : : yt)T ;x� = (y�+n−1 y�+n−2 : : : y� )T :Ôü�å, �á äéáíýóìá�á

Φ(xt) = (yt+n yt+n+1 : : : yt+2n−1)
T ;

Φ(x� ) = (y�+n y�+n+1 : : : y�+2n−1)
Tåßíáé äéáöïñå�éêÜ. ¢ñá, ç óõíÜñ�çóç Φ åßíáé áí�éó�ñÝøéìç.�éá �ï äåý�åñï óêÝëïò �çò áðüäåéîçò, ïñßæïõìå �ç óõíÜñ�çóç � : F

nq → Fq ùò�(x) = gfn(Φ−1(x))Ôü�å, éó÷ýïõí �á áêüëïõèá�((y0 y1 : : : yn−1)
T ) = �((g(x0) g(f(x0)) : : : g(fn−1(x0)))

T )

= �(Φ(x0)) = gfn(Φ−1(Φ(x0))) = gfn(x0) = yn:Åðßóçò, ãéá êÜèå t > n, èÝ�ïõìå x = f t−n(x0), ïðü�å:�((yt−n yt−n+1 : : : yt−1)
T ) = �((g(x) g(f(x)) : : : g(fn−1(x)))T )

= �(Φ(x)) = gfn(Φ−1Φ(x))
= gfn(x) = gfn(f t−n(x0)) = gf t(x0) = yt:Êá�Ü óõíÝðåéá, áðïäåßîáìå ü�éyt = �((yt−n yt−n+1 : : : yt−1)

T ); ∀ t ≥ n:Áðü �çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç, êáèþò êáé áðü �ï ãåãïíüò ü�é ç óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò êá-�Üó�áóçò f ðåñíÜåé áðü üëåò �éò êá�áó�Üóåéò ìßá öïñÜ óå êÜèå ðåñßïäï, ðñïêýð�åé ü�é çðáñáãüìåíç áêïëïõèßá y åßíáé De Brujin, åíþ åðéðëÝïí ç óõíÜñ�çóç � áðï�åëåß �ç óõíÜñ�çóçKùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 80



3.3 �åííÞ�ñéåò áêïëïõèéþí De BrujináíÜäñáóçò åíüò FSR ðïõ ðáñÜãåé �çí y. Åðßóçò, áöïý �ï óýíïëï êá�áó�Üóåùí áðï�åëåß�áéáðü qn ó�ïé÷åßá, üóï êáé ç ðåñßïäïò �çò áêïëïõèßáò, óõìðåñáßíïõìå ü�é êÜèå �Ý�ïéï óýó�çìááðï�åëåß åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóç �çò ðáñáãüìåíçò áêïëïõèßáò. 2Áðü �çí ðñïçãïýìåíç áíÜëõóç êáé �ïí ïñéóìü �ùí ìÝ�ñùí ðïëõðëïêü�ç�áò �çò Åíü�ç�áò3.2, ðñïêýð�åé �ï åðüìåíï �üñéóìá:�üñéóìá 3.11. Éó÷ýåé Cs(y) = Cf (y) = 
(y)áí êáé ìüíï áí ç y åßíáé áêïëïõèßá De Brujin.¼óïí áöïñÜ �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ùí áêïëïõèéþí De Brujin, Üíù êáé êÜ�ù öñÜã-ìá�á åßíáé ìüíï ãíùó�Ü ìÝ÷ñé óÞìåñá [35℄: ãéá ìßá äõáäéêÞ áêïëïõèßá De Brujin ðåñéüäïõ
2n, éó÷ýåé 2n−1 + n ≤ lc(y) ≤ 2n − 1, åíþ åðßóçò Ý÷åé áðïäåé÷�åß ü�é äåí õðÜñ÷åé äõáäéêÞáêïëïõèßá De Brujin ìå ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ßóç ìå 2n−1 + n + 1. Ùó�üóï, äåí åßíáéãíùó�ü áí ãéá êÜèå �éìÞ 
 ó�ï äéÜó�çìá {2n−1 + n; 2n−1 + n+ 2; 2n−1 + n+ 3; : : : ; 2n− 1}õðÜñ÷åé áêïëïõèßá De Brujin ìå ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ßóç ìå 
. Ç ðåñßð�ùóç ìç äõáäéêþíáêïëïõèéþí De Brujin Ý÷åé ìåëå�çèåß ó�ï [6℄.
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ÊåöÜëáéï 4Êá�áó�á�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò êáéãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþí
One should always generalize. Carl Ja
obiÓ�ï ðáñüí êåöÜëáéï ìåëå�þí�áé äõáäéêÝò ðåñéïäéêÝò áêïëïõèßåò ïé ïðïßåò ðáñÜãïí�áé áðüãñáììéêÜ êá�áó�á�éêÜ óõó�Þìá�á. ÊÜíïí�áò ÷ñÞóç éäéï�Þ�ùí åëåãîéìü�ç�áò êáé ðáñá�çñç-óéìü�ç�áò, áðïäåéêíýå�áé ü�é ç äéÜó�áóç ìßáò åëÜ÷éó�çò ãñáììéêÞò êá�áó�á�éêÞò ãåííÞ�ñéáòìßáò áêïëïõèßáò éóïý�áé ìå �ç ãñáììéêÞ �çò ðïëõðëïêü�ç�á. Ç ðñïóÝããéóç áõ�Þ, ç ïðïßáâáóßæå�áé óå åñãáëåßá �çò èåùñßáò óõó�çìÜ�ùí, ðáñÝ÷åé Ýíáí åíéáßï öïñìáëéóìü ðïõ ðåñé-ãñÜöåé üëåò �éò áêïëïõèßåò áíåîáñ�Þ�ùò ðåñéüäïõ. Áðïäåéêíýå�áé ü�é ïé ãåííÞ�ñéåò äõáäéêþíáêïëïõèéþí ìå ðåñßïäï ðåñé��ü áñéèìü ìðïñïýí íá ðåñéãñáöïýí áðï ãñáììéêÜ êá�áó�á�éêÜóõó�Þìá�á �ùí ïðïßùí ï ðßíáêáò ìå�Üâáóçò êá�Üó�áóçò åßíáé äéáãþíéïò, åíþ áí�éó�ïß÷ùòÝíá êá�áó�á�éêü óýó�çìá ðïõ ðáñÜãåé áêïëïõèßåò Üñ�éáò ðåñéüäïõ Ý÷åé ðßíáêá ìå�Üâáóçòóå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Jordan. ¢ìåóç áðüññïéá áõ�ïý åßíáé ìßá êáéíïýñéá äéáíõóìá�éêÞ áíá-ðáñÜó�áóç ß÷íïõò ç ïðïßá ðåñéãñÜöåé üëåò �éò ðåñéïäéêÝò áêïëïõèßåò áíåîáñ�Þ�ùò ðåñéüäïõ,ãåíéêåýïí�áò êá�Ü áõ�üí �ïí �ñüðï �çí êëáóéêÞ áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò (ó÷Ýóç (2.13)) �ùíáêïëïõèéþí ðåñé��Þò ðåñéüäïõ· ç ãåíßêåõóç áõ�Þ åðé�ñÝðåé �çí ðáñáãùãÞ áêïëïõèéþí ðïõ íáåðé�õã÷Üíïõí ïðïéáäÞðï�å åðéèõìç�Þ �éìÞ ãéá �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áöïý åðé�ñÝðåé, ãéáïðïéïíäÞðï�å äïèÝí�á LFSR, �ïí ðñïóäéïñéóìü êá�Üëëçëçò áñ÷éêÞò êá�Üó�áóçò Ý�óé þó�åíá ðáñÜãå�áé áêïëïõèßá ìå �ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á - äçëáäÞ, ßóç ìå �ïìÞêïò �ïõ LFSR. ¢ìåóç áðüññïéá �çò äéáíõóìá�éêÞò áíáðáñÜó�áóçò ß÷íïõò åßíáé Ýíáò íÝïò�åíéêåõìÝíïò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier ï ïðïßïò ïñßæå�áé ãéá êÜèå áêïëïõèßá êáé åðé�ñÝðåé�ïí Üìåóï ðñïóäéïñéóìü �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�Üò �çò, üðùò êáé ï GDFT �çò åíü-83 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êá�áó�á�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò êáé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþí�ç�áò 2.3.1. Óçìáí�éêü ðëåïíÝê�çìá �ïõ íÝïõ ãåíéêåõìÝíïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier ðïõðñï�åßíå�áé óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï åßíáé �ï ãåãïíüò ü�é áðï�åëåß Üìåóç ãåíßêåõóç �ïõ êëáóé-êïý ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier, áí ëçöèåß õð'üøéí ç éóïäýíáìç ãñáöÞ �ùí LFSRs ùò æåõãÜñéêá�áó�á�éêþí åîéóþóåùí.Õðü �ï ßäéï ðñßóìá, ìåëå�þí�áé óõó�Þìá�á ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí �á ïðïßá åöáñìüæïí�áéó�éò âáèìßäåò åíüò ðñù�áñ÷éêïý LFSR (áõ�Ü �á óõó�Þìá�á Ý÷ïõí ðåñéãñáöåß ó�çí åíü�ç�á2.5.2). Áõ�Ýò ïé ãåííÞ�ñéåò áêïëïõèéþí ðåñéãñÜöïí�áé ïìïßùò áðü ìç ãñáììéêÝò êá�áó�á�é-êÝò åîéóþóåéò, ïé ïðïßåò ìå�á�ñÝðïí�áé óå ãñáììéêÝò êÜíïí�áò ÷ñÞóç éäéï�Þ�ùí �ùí ãéíïìÝ-íùí Krone
ker. Ïé éóïäýíáìåò ãñáììéêÝò áíáðáñáó�Üóåéò ãéá �á óõó�Þìá�á ìç ãñáììéêþíößë�ñùí åðé�ñÝðïõí �ç äéá�ýðùóç óõíèçêþí ïé ïðïßåò êáèïñßæïõí �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü-�ç�á �çò ðáñáãüìåíçò áêïëïõèßáò. Áðïäåéêíýå�áé ü�é �ï ãíùó�ü êñé�Þñéï ýðáñîçò ñéæþí �ïõRueppel ìðïñåß åðßóçò íá åîá÷èåß ìÝóù áõ�Þò �çò ðñïóÝããéóçò. ÔÝëïò, ðåñéãñÜöå�áé ìßáíÝá êá�çãïñßá ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí, �á ïðïßá åîáóöáëßæïõí �ï ßäéï êÜ�ù öñÜãìá ãéá �çãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á üóï êáé �á éóáðÝ÷ïí�á ößë�ñá. Ç íÝá áõ�Þ ïéêïãÝíåéá ìç ãñáììé-êþí ößë�ñùí ãåíéêåýåé äéÜöïñåò ãíùó�Ýò ïéêïãÝíåéåò ößë�ñùí ìå êáëÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ. Êá�ÜóõíÝðåéá, ç êá�áóêåõÞ ðïõ ðñï�åßíå�áé åäþ ðáñÝ÷åé åí �Ýëåé ðåñéóóü�åñåò äõíá�ü�ç�åò êáéìåãáëý�åñç åõåëéîßá üóïí áöïñÜ �çí åðéëïãÞ ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí ìå êáëÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜãéá ó÷åäßáóç êñõð�ïãñáöéêþí óõó�çìÜ�ùí.4.1 ÅëÜ÷éó�åò ãñáììéêÝò ðñáãìá�ïðïéÞóåéò áêïëïõèéþíÊÜèå LFSR ìÞêïõò n ìå ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìïh(z) = a0 + a1z + : : :+ an−1zn−1 + znìðïñåß éóïäýíáìá íá ãñáö�åß óáí Ýíá ãñáììéêü êá�áó�á�éêü óýó�çìá L = 〈A; 
; x0〉 �çòìïñöÞò xi+1 = A xi (4.1a)yi = 
T xi (4.1b)üðïõ �á xi; 
 = (1 0 · · · 0)T åßíáé n× 1 äéáíýóìá�á, �ï 
T õðïäçëþíåé �ïí áíÜó�ñïöï ðßíáêá
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4.1 ÅëÜ÷éó�åò ãñáììéêÝò ðñáãìá�ïðïéÞóåéò áêïëïõèéþí�ïõ 
 êáé
A =





0 1 · · · 0... ... ...
0 0 · · · 1a0 a1 · · · an−1




: (4.2)Ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç x0 �ïõ L åßíáé �ï äéÜíõóìá x0 = (y0 · · · yn−1)

T . Ç äéÜó�áóç (dimen-sion) �ïõ óõó�Þìá�ïò L äßíå�áé áðü �ïí áêÝñáéï n. Ï ðßíáêáò A åßíáé ï ðßíáêáò ìå�Üâáóçòêá�Üó�áóçò (state transition matrix) �ïõ óõó�Þìá�ïò. Ôï L êáëåß�áé ãñáììéêÞ ðñáãìá-�ïðïßçóç (linear realization) �çò áêïëïõèßáò y. Ìßá ãñáììéêÞ ðñáãìá�ïðïßçóç �çò y åßíáéåëÜ÷éó�ç (minimal) åÜí äåí õðÜñ÷åé Üëëç ãñáììéêÞ ðñáãìá�ïðïßçóç ìéêñü�åñçò äéÜó�áóçòãéá �çí ßäéá áêïëïõèßá. Ïé åëÜ÷éó�åò ãñáììéêÝò ðñáãìá�ïðïéÞóåéò ÷áñáê�çñßæïí�áé áðü �ïáêüëïõèï Èåþñçìá.Èåþñçìá 4.1 ([23, 67℄). ¸íá ãñáììéêü óýó�çìá L = 〈A; 
; x0〉 äéÜó�áóçò n, ðïõ ðáñÜãåé�çí ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá y, åßíáé åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóç �çò y áí êáé ìüíï áí åßíáé �áõ-�ü÷ñïíá åëÝãîéìï êáé ðáñá�çñÞóéìï Þ, éóïäýíáìá, áí êáé ìüíï áí ïé ðßíáêåò åëåãîéìü�ç�áò
C êáé ðáñá�çñçóéìü�ç�áò O, ðïõ ïñßæïí�áé ùò

C =
(x0 Ax0 · · · An−1x0

) êáé O =
(
 AT 
 · · · (An−1)T 
)T (4.3)Ý÷ïõí âáèìü (rank) n.ÅðéðëÝïí, áí �á óõó�Þìá�á L = 〈A; 
; x0〉 êáé L′ = 〈A′; 
′; x′0〉 åßíáé äýï åëÜ÷éó�åò ãñáì-ìéêÝò õëïðïéÞóåéò ìßáò ðåñéïäéêÞò áêïëïõèßáò y, �ü�å åßíáé ãñáììéêÜ éóüìïñöá Þ éóïäýíáìá,äçëáäÞ õðÜñ÷åé áí�éó�ñÝøéìïò ðßíáêáò P �Ý�ïéïò þó�å A′ = PAP−1, 
′T = 
TP−1, êáéx′0 = Px0.ÊÜèå �å�ñáãùíéêüò ðßíáêáò ìå ó�ïé÷åßá óå êÜðïéï áëãåâñéêÜ êëåéó�ü óþìá åßíáé üìïéïò(éóüìïñöïò) ìå êÜðïéïí ðßíáêá ï ïðïßïò åßíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Jordan (Jordan 
anoni
alform) [53℄. ÊÜèå ðßíáêáò J áõ�Þò �çò ìïñöÞò åßíáé ìðëïê äéáãþíéïò (blo
k-diagonal), üðïõêÜèå ìðëïê J�, ðïõ êáëåß�áé Jordan ìðëïê (Jordan blo
k), åßíáé �å�ñáãùíéêüò ðßíáêáò ðïõüëá �á äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ïõ Ý÷ïõí ó�áèåñÞ �éìÞ �, åíþ üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðïõ âñßóêïí�áéáêñéâþò ìßá èÝóç ðÜíù áðü êÜðïéï äéáãþíéï ó�ïé÷åßï éóïýí�áé ìå 1, äçëáäÞ

J� =





� 1 0 · · · 0

0 � 1 · · · 0... ... ... ...
0 0 0 · · · �




:

85 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êá�áó�á�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò êáé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþíÔï äéáãþíéï ó�ïé÷åßï � �ïõ J� áðï�åëåß ìßá éäéï�éìÞ �ïõ J . ¼ðùò åßíáé ãíùó�ü, äýï üìïéïéðßíáêåò Ý÷ïõí �éò ßäéåò éäéï�éìÝò, ìå �éò ßäéåò ðïëëáðëü�ç�åò. �éá êÜèå ðßíáêá, ç éóïäýíáìçìïñöÞ Jordan åßíáé ìïíáäéêÞ (áí åîáéñÝóïõìå �ç äéÜ�áîç �ùí Jordan blo
ks, ðïõ ìðïñåß íáãßíåé ìå ïðïéïíäÞðï�å �ñüðï). Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é ïé äéáãþíéïé ðßíáêåò áðï�åëïýí åé-äéêÞ ðåñßð�ùóç ðéíÜêùí êáíïíéêÞò ìïñöÞò Jordan, ó�ïõò ïðïßïõò êÜèå Jordan ìðëïê Ý÷åéäéÜó�áóç 1. Êá�Ü óõíÝðåéá, áíáêáëþí�áò �ï Èåþñçìá 4.1, ãéá êÜèå ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá yõðÜñ÷åé ðÜí�á ìßá åëÜ÷éó�ç ãñáììéêÞ ðñáãìá�ïðïßçóç (ìå�áîý �ïõ óõíüëïõ üëùí �ùí éóï-äýíáìùí åëá÷ßó�ùí õëïðïéÞóåùí) �Ý�ïéá þó�å ï ðßíáêáò ìå�Üâáóçò êá�Üó�áóçò íá åßíáé óåêáíïíéêÞ ìïñöÞ Jordan. Ôá óõó�Þìá�á áõ�Þò �çò ìïñöÞò ðáñïõóéÜæïõí éäéáß�åñï åíäéáöÝñïí,ãéá�ß ç åëåãîéìü�ç�á êáé ç ðáñá�çñçóéìü�ç�Ü �ïõò ðñïóäéïñßæïí�áé Üìåóá áðü �ï áêüëïõèïÈåþñçìá.Èåþñçìá 4.2 ([23℄). ¸ó�ù L = 〈A; 
; x0〉 ìßá ãñáììéêÞ ðñáãìá�ïðïßçóç ìßáò áêïëïõèßáòy, üðïõ ï A åßíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Jordan. Ôü�å, �ï L åßíáé åëÝãîéìï (ðáñá�çñÞóéìï) áíêáé ìüíï áí1. ãéá êÜèå éäéï�éìÞ � �ïõ A, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá Jordan ìðëïê J� ðïõ íá áí�éó�ïé÷åßóå áõ�Þ,2. üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ x0 (
) ó�ç ó÷Ýóç (4.1) ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�çí �åëåõ�áßá ãñáììÞ(ðñþ�ç ó�Þëç) êÜèå Jordan ìðëïê åßíáé äéÜöïñá �ïõ ìçäåíüò.Áí ï A åßíáé äéáãþíéïò, �ï L áðï�åëåß åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóç �çò y �ü�å êáé ìüíï �ü�åü�áí üëåò ïé éäéï�éìÝò �ïõ A åßíáé áíÜ äýï äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý �ïõò êáé üëá �á ó�ïé÷åßá�ùí x0, 
 åßíáé ìç ìçäåíéêÜ.Ó�ï åîÞò, êÜèå ãñáììéêÞ ðñáãìá�ïðïßçóç ìßáò áêïëïõèßáò ðïõ Ý÷åé äéáãþíéï ðßíáêá ìå-�Üâáóçò êá�Üó�áóçò èá êáëåß�áé äéáãþíéá ðñáãìá�ïðïßçóç (diagonal realization) �çò áêï-ëïõèßáò. Áí ãíùñßæïõìå ìßá äéáãþíéá ðñáãìá�ïðïßçóç ìßáò áêïëïõèßáò y, �ü�å ìðïñïýìå íáêá�áóêåõÜóïõìå ìßá åëÜ÷éó�ç äéáãþíéá ðñáãìá�ïðïßçóç �çò y (äçëáäÞ, ìßá ãåííÞ�ñéá �çò yðïõ íá åßíáé �áõ�ü÷ñïíá åëÝãîéìç êáé ðáñá�çñÞóéìç) ìÝóù �çò áêüëïõèçò äéáäéêáóßáò.�áñá�Þñçóç 4.3. ¸ó�ù Ýíá óýó�çìá L = 〈D; 
; x0〉 äéÜó�áóçò n, ìå áñ÷éêÞ êá�Üó�áóçx0 = (x0;0 x0;1 · · · x0;n−1)
T , 
 = (
0 
1 · · · 
n−1)

T , êáé ðßíáêá ìå�Üâáóçò êá�Üó�áóçò
D = diag(�0; �1; : : : ; �n−1). Ôü�å, ç ðáñáãüìåíç áêïëïõèßá y äßíå�áé áðü �çíyi =

n−1∑j=0


j�ijx0;j; i ≥ 0 : (4.4)
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4.2 Äéáíõóìá�éêÞ áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò áêïëïõèéþíÓ�ç óõíÝ÷åéá ïñßæïõìå �éò äéáìåñßóåéò P� = {j : �j = � êáé 0 ≤ j < n} ãéá üëåò �éòäéáöïñå�éêÝò éäéï�éìÝò �ïõ D. Áí õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá ìç ìçäåíéêü ó�ïé÷åßï x0;k ó�ïóýíïëï {x0;j : j ∈ P�}, �ü�å áðü �çí (4.4) ðñïêýð�åé Ýíá éóïäýíáìï óýó�çìá ìéêñü�åñçòäéÜó�áóçò áí èÝóïõìå 
k = 
k + x−1
0;k ∑j∈P�\{k} 
jx0;j (4.5)êáé áðïìáêñýíïõìå �çí j-éïó�Þ ãñáììÞ êáé ó�Þëç �ïõ D, êáèþò åðßóçò êáé �á j-éïó�Ü ó�ïé-÷åßá �ùí x0, 
 ãéá üëá �á j ∈ P� \ {k}. Äéáöïñå�éêÜ, áí üëá �á ó�ïé÷åßá {x0;j : j ∈ P�}åßíáé ìçäåíéêÜ, Þ áí áðü �çí (4.5) ðñïêýð�åé 
k = 0, �ü�å ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ìåßùóçò�çò äéÜó�áóçò �ïõ óõó�Þìá�ïò ëáìâÜíåé ÷þñá ãéá üëá �á j ∈ P�. ¢ñá, ìå áõ�üí �ïí �ñüðï�ï óýó�çìá ìðïñåß íá ìå�áó÷çìá�éó�åß óå Ýíá Üëëï ìéêñü�åñçò äéÜó�áóçò ðïõ ðáñÜãåé �çíáêïëïõèßá y êáé åßíáé åëÝãîéìï êáé ðáñá�çñÞóéìï ëüãù �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 4.2. ¸�óé, êá�á-óêåõÜæïõìå ìßá åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóç �çò y.4.2 Äéáíõóìá�éêÞ áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò áêïëïõèéþíÓå áõ�Þí �çí åíü�ç�á èá ðáñïõóéáó�åß ìßá íÝá ãåíéêåõìÝíç áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò ðïõ ðåñé-ãñÜöåé üëåò �éò áêïëïõèßåò, áíåîáñ�Þ�ùò ðåñéüäïõ. Áñ÷éêÜ, äéåñåõíþí�áé ïé ó÷Ýóåéò ìå�áîý�ùí ðñáãìá�ïðïéÞóåùí ìßáò áêïëïõèßáò êáé �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier áõ�Þò.ËÞììá 4.4. ¸ó�ù y ìßá ðåñéïäéêÞ äõáäéêÞ áêïëïõèßá ìå ðåñßïäï N . Ôü�å, ç y Ý÷åé ìßáäéáãþíéá ðñáãìá�ïðïßçóç L áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier áõ�Þò Þ,éóïäýíáìá, áí êáé ìüíï áí gcd(N; 2) = 1.Áðüäåéîç. Áöïý ç ðåñßïäïò �çò y åßíáé N , õðÜñ÷åé ìßá ãñáììéêÞ ðñáãìá�ïðïßçóç L =

〈A; 
; x0〉 �çò y äéÜó�áóçò N , üðïõ x0 = (y0 y1 · · · yN−1)
T , 
 = (1 0 · · · 0)T , êáé ï ðßíáêáòìå�Üâáóçò êá�Üó�áóçò äßíå�áé áðü �çí

A =





0 1 · · · 0... ... ...
0 0 · · · 1

1 0 · · · 0




: (4.6)Ïé éäéï�éìÝò �ïõ ðßíáêá A åßíáé ïé ñßæåò �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý �ïõ ðïëõùíýìïõ f(z) = det(A−zIN) = zN − 1, üðïõ ìå IN õðïäçëþíïõìå �ïí N ×N ìïíáäéáßï ðßíáêá.¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier �çò y. Áñêåß íá áðïäåé÷�åß ðùò ï ðßíáêáò

A ðïõ äßíå�áé áðü �çí (4.6) åßíáé äéáãùíïðïéÞóéìïò. Ëüãù �çò ýðáñîçò �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý87 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êá�áó�á�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò êáé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþíFourier, ðñïêýð�åé ü�é õðÜñ÷åé ñßæá N -éïó�Þò �Üîçò �çò ìïíÜäáò óå êÜðïéï åõñý�åñï óþìá Þ,éóïäýíáìá, gcd(N; 2) = 1 [89℄. ¢ñá, áöïý �ï N åßíáé ðåñé��üò áñéèìüò, üëåò ïé éäéï�éìÝò �ïõ
A åßíáé áíÜ äýï äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý �ïõò [89℄, ïðü�å ï A äéáãùíïðïéåß�áé.Áí�ßó�ñïöá, áò õðïèÝóïõìå ü�é ç áêïëïõèßá y Ý÷åé ìßá äéáãþíéá ðñáãìá�ïðïßçóç D =

〈D; d; z0〉. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ðùò ï D ðñïÝêõøå áðü äéáãùíïðïßçóç�ïõ ðßíáêá A �çò (4.6), äçëáäÞ ç äéÜó�áóÞ �ïõ åßíáé N . ¸ó�ù N = 2em, üðïõ m ðåñé��üòáêÝñáéïò êáé e ≥ 0, êáé Ýó�ù � ðñù�áñ÷éêÞ ñßæá m-éïó�Þò �Üîçò �çò ìïíÜäáò ðïõ âñßóêå�áéó�ï åõñý�åñï óþìá ó�ï ïðïßï âñßóêïí�áé ïé ñßæåò �ïõ f(z) = zN − 1. Ôü�å, �á äéáãþíéáó�ïé÷åßá �ïõ D åßíáé �á 1; �; : : : ; �m−1, �ï êáèÝíá ìå ðïëëáðëü�ç�á 2e [89, p. 63℄. ¢ñá,éó÷ýåé Dm = IN êáé, êá�Ü óõíÝðåéá, ç ðáñáãüìåíç áêïëïõèßá y Ý÷åé ðåñßïäï m ≤ N . ¼ìùò,áí m < N , ïäçãïýìáó�å óå Ü�ïðï ëüãù �çò áñ÷éêÞò õðüèåóçò ü�é ç y Ý÷åé ðñù�áñ÷éêÞðåñßïäï N . ¢ñá, e = 0, �ï ïðïßï óçìáßíåé gcd(N; 2) = 1 - ìå Üëëá ëüãéá, ï ìå�áó÷çìá�éóìüòFourier �çò y õðÜñ÷åé. 2Áðü �çí ðáñáðÜíù áíÜëõóç ãßíå�áé öáíåñü ðùò áí D åßíáé ìßá åëÜ÷éó�ç äéáãþíéá ðñáãìá-�ïðïßçóç ìßáò äõáäéêÞò áêïëïõèßáò y ìå ðåñßïäï N , �ü�å ïé éäéï�éìÝò �ïõ ðßíáêá ìå�Üâáóçòêá�áó�Üóåùí �ïõ D åßíáé áõ�Ýò ðïõ èá áðïìåßíïõí áí ç äéáäéêáóßá ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�çí�áñá�Þñçóç 4.3 åöáñìïó�åß ó�ï óýó�çìá L äéÜó�áóçò N ðïõ äßíå�áé ó�çí áðüäåéîç �ïõ ËÞì-ìá�ïò 4.4. Áí ó�çí (4.4) èÝóïõìå �j = �−j êáé 
j = 1, üðïõ � åßíáé ðñù�áñ÷éêÞ ñßæá N -éïó�Þò�Üîçò �çò ìïíÜäáò, ðñïêýð�åé ç ó÷Ýóçyi =
N−1∑j=0

�−ijx0;j; i ≥ 0 : (4.7)Óõãêñßíïí�áò �éò ó÷Ýóåéò (2.9) êáé (4.7) óõìðåñáßíïõìå ü�é, áí èÝóïõìå �éò �éìÝò �ïõ c ßóåò ìå
1, �ü�å ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ïõ D �áõ�ßæå�áé ìå �ïí ìå�áó÷çìá�éóìü Fourier �çò áêïëïõèßáòåîüäïõ y. Åðéðñüóèå�á, áí åöáñìüóïõìå �ç äéáäéêáóßá ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�çí �áñá�Þñçóç4.3 Ý�óé þó�å íá êá�áóêåõÜóïõìå ìßá åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóç �çò y, èá ðñïêýøåé �åëéêÜóýó�çìá äéÜó�áóçò ßóçò ìå �ï âÜñïò Hamming �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier �çò y. ¢ñá,éó÷ýåé �ï áêüëïõèï.ËÞììá 4.5. ¸ó�ù y ðåñéïäéêÞ äõáäéêÞ áêïëïõèßá ìå ðåñßïäï N êáé ìå�áó÷çìá�éóìü Fourier
Y , üðïõ gcd(N; 2) = 1. ¸ó�ù åðßóçò � ðñù�áñ÷éêÞ ñßæá N-éïó�Þò �Üîçò �çò ìïíÜäáò. Ôü�å,ç äéÜó�áóç ìßáò åëÜ÷éó�çò ãñáììéêÞò êá�áó�á�éêÞò ðñáãìá�ïðïßçóçò L′ �çò y éóïý�áé ìå�ç ãñáììéêÞ �çò ðïëõðëïêü�ç�á. Åðéðñüóèå�á, �ï óýó�çìá L′ ðñïêýð�åé áðü �ï óýó�çìá
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4.2 Äéáíõóìá�éêÞ áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò áêïëïõèéþí
L = 〈D; 1;Y 〉 äéÜó�áóçò N , üðïõ 1 = (1 1 · · · 1)T êáé

D = diag(1; �−1; : : : ; �−(N−1)) (4.8)áí áðïâÜëëïõìå áðü �çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç Y = (Y0 Y1 : : : YN−1)
Ô �á ìçäåíéêÜ �çò ó�ïé-÷åßá, ìå �áõ�ü÷ñïíç áðïìÜêñõíóç �ùí áí�ßó�ïé÷ùí ãñáììþí êáé ó�çëþí �ùí ðéíÜêùí D êáé

c = 1.�áñá�Þñçóç 4.6. ¸ó�ù P ï ðßíáêáò ï ïðïßïò äéáãùíïðïéåß �ïí ðßíáêá A �çò ó÷Ýóçò (4.6)ãéá ðåñé��ü N , äçëáäÞ D = PAP−1, üðïõ D ï äéáãþíéïò ðßíáêáò �çò (4.8). Áðïäåéêíýïõìåó�ç óõíÝ÷åéá ü�é ï ðßíáêáò P = [pi;j] éêáíïðïéåß �ç ó÷Ýóç pi;j = �ij, 0 ≤ i; j < N , üðïõ �åßíáé ðñù�áñ÷éêÞ ñßæá N -éïó�Þò �Üîçò �çò ìïíÜäáò. �ñÜãìá�é, óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç éó÷ýåéDi;j =
N−1∑k=0

�ik�−j(k+1) = �−j N−1∑k=0

�(i−j)k =





�−j áí i = j
0 óå Üëëç ðåñßð�ùóçáöïý ï ðïëëáðëáóéáóìüò AP−1 Ý÷åé ùò áðï�Ýëåóìá �çí êõêëéêÞ ïëßóèçóç �ùí ãñáììþí �ïõ

P−1 êá�Ü ìßá èÝóç ðñïò �á ðÜíù.Ó�ç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå áí�ßó�ïé÷á áðï�åëÝóìá�á ãéá �çí ðéï åíäéáöÝñïõóá ðåñß-ð�ùóç üðïõ ï êëáóéêüò ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier �ùí áêïëïõèéþí äåí ïñßæå�áé. Áñ÷éêÜ,áðïäåéêíýïõìå �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá.ËÞììá 4.7. ¸ó�ù y äõáäéêÞ áêïëïõèßá ìå Üñ�éá ðåñßïäï N ç ïðïßá ðáñÜãå�áé áðü �ïóýó�çìá L = 〈J ; 
; x0〉 äéÜó�áóçò N , üðïõ ï J åßíáé ðßíáêáò óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Jordan êáéüìïéïò ìå �ïí ðßíáêá A �çò ó÷Ýóçò (4.6). Ôü�å ï J Ý÷åé, ãéá êÜèå éäéï�éìÞ �ïõ, áêñéâþòÝíá Jordan ìðëïê ðïõ íá áí�éó�ïé÷åß óå áõ�Þ.Áðüäåéîç. Åßíáé ãíùó�ü áðü �ç ãñáììéêÞ Üëãåâñá ðùò �ï ðëÞèïò �ùí �å�ñáãþíùí Jordan�ïõ J ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ìßá éäéï�éìÞ éóïý�áé ìå �ç ãåùìå�ñéêÞ ðïëëáðëü�ç�á (geometri
multipli
ity) �çò éäéï�éìÞò [122℄. Ëüãù �çò äïìÞò �ïõ ðßíáêá A, éó÷ýåé rank(A−�IN ) ≥ N−1ãéá êÜèå éäéï�éìÞ � �ïõ A. ¢ñá, ç äéÜó�áóç �ïõ ìçäåíï÷þñïõ (kernel) �ïõ A − �IN äåíìðïñåß íá åßíáé ìåãáëý�åñç áðü 1. Êá�Ü óõíÝðåéá, êÜèå éäéï÷þñïò (eigenspa
e) �ïõ A Ý÷åéäéÜó�áóç 1 - ìå Üëëá ëüãéá, ç ãåùìå�ñéêÞ ðïëëáðëü�ç�á êÜèå éäéï�éìÞò �ïõ A åßíáé 1. ¢ñá,ï J Ý÷åé áêñéâþò Ýíá Jordan ìðëïê ãéá êÜèå éäéï�éìÞ. 2Ó�ç óõíÝ÷åéá åðåê�åßíïõìå �çí Ýííïéá �çò óõíÜñ�çóçò ß÷íïõò �çò ó÷Ýóçò (2.13) Ý�óéþó�å íá äñá ü÷é óå áðëÜ ó�ïé÷åßá åíüò óþìá�ïò áëëÜ óå äéáíýóìá�á. ÓõãêåêñéìÝíá, áí
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Êá�áó�á�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò êáé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþíz = (z1 z2 · · · zm)T åßíáé Ýíá m × 1 äéÜíõóìá ìå ó�ïé÷åßá ó�ï F2n , �ü�å ïñßæïõìå ùòäéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç ß÷íïõò (ve
torial tra
e fun
tion) �ç óõíÜñ�çóçtrn1 (z) =
(
trn1 (z1) trn1 (z2) · · · trn1 (zm)

)T : (4.9)Èåþñçìá 4.8. ¸ó�ù � ∈ F2n ó�ïé÷åßï �ïõ óþìá�ïò F2n �Üîçò k > 0 êáé áò èåùñÞóïõìå�ï ðåðåñáóìÝíï áõ�üìá�ï L = 〈J ; 1; x0〉 äéÜó�áóçò m, üðïõ x0 ∈ F
m
2n êáé ï J åßíáé óåêáíïíéêÞ ìïñöÞ Jordan

J = diag(J1;J�; : : : ;J�k−1) (4.10)üðïõ �ï êÜèå ìðëïê J�i Ý÷åé äéÜó�áóç di, 0 ≤ i < k. Ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ïõ L ãñÜöå�áéáí�ßó�ïé÷á ùò x0 = (zT0 zT1 · · · zTk−1)
T , üðïõ êÜèå zi = (zi;1 zi;2 · · · zi;di)T Ý÷åé ìÞêïò di.Áí �ï óýó�çìá L éêáíïðïéåß �éò áêüëïõèåò éäéü�ç�åò1. dj = di ãéá êÜèå j ∈ Ii,2. zj;r = z2ei;r, 1 ≤ r ≤ di, ãéá êÜèå j ∈ Ii �Ý�ïéï þó�å j ≡ 2ei (mod k),3. zi;di 6= 0 ãéá êÜèå 0 ≤ i < küðïõ Ii åßíáé ç êõêëï�ïìéêÞ êëÜóç modulo k �ïõ i, �ü�å ç ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá y ðïõ ðáñÜ-ãå�áé áðü �ï L åßíáé äõáäéêÞ êáé, åðéðëÝïí, �ï L åßíáé ìßá åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóÞ �çò.Áðüäåéîç. Ôï óýó�çìá L åßíáé åëÜ÷éó�ç ðñáãìá�ïðïßçóç �çò y ëüãù �ïõ ÈåùñÞìá�ïò4.2. Ó�ç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå ü�é ç áêïëïõèßá y = {yi}i≥0 åßíáé äõáäéêÞ êáé ðåñéïäéêÞ.Áñ÷éêÜ, ãñÜöïõìå J i , J�i êáé óõìâïëßæïõìå ùò 1di �ï äéÜíõóìá ìÞêïõò di ðïõ áðï�åëåß�áéìüíï áðü 1, 0 ≤ i < k. Ëüãù �çò äïìÞò �ïõ ðßíáêá J êáé �çò Éäéü�ç�áò 1, ç áêïëïõèßá yðåñéãñÜöå�áé áðü �çí áêüëïõèç Ýêöñáóçyi =

k−1∑j=0

1
TdjJ ijzj =

∑j∈I 1
Tdj∑r∈Ij J irzr =

∑j∈I 1
Tdj |Ij |−1∑e=0

J i
2ejz2ej (4.11)üðïõ ïé äåßê�åò ëáìâÜíïí�áé modulo k êáé I åßíáé �ï óýíïëï ðïõ áðáñ�ßæå�áé áðü �á ó�ïé÷åßá-ïäçãïýò üëùí �ùí êõêëï�ïìéêþí êëÜóåùí modulo k. �éá êÜèå i ≥ 0, áí óõìâïëßóïõìå ùò
u;v ∈ F2n �ï ó�ïé÷åßï ðïõ âñßóêå�áé ó�ç u-éïó�Þ ãñáììÞ êáé ó�ç v-éïó�Þ ó�Þëç �ïõ ìðëïê J ij,�ü�å �ï áí�ßó�ïé÷ï ó�ïé÷åßï �ïõ ìðëïê J i

2ej éóïý�áé 
2eu;v áöïý óå üëïõò �ïõò õðïëïãéóìïýòõðåéóÝñ÷å�áé �ï �2ej áí�ß ãéá �ï �j. ¢ñá, áðü �çí (4.11) êáé �çí Éäéü�ç�á 2 ðñïêýð�åéyi =
∑j∈I 1

Tdj trnj1 (J ijzj); i ≥ 0 (4.12)
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4.2 Äéáíõóìá�éêÞ áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò áêïëïõèéþíüðïõ nj = |Ij|. Óõãêñßíïí�áò �çí (4.12) ìå �çí (2.13), óõìðåñáßíïõìå ü�é ç y ðáßñíåé �éìÝòó�ï F2 êáé åßíáé ðåñéïäéêÞ. 2Áí ç Éäéü�ç�á 3 �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 4.8 äåí éó÷ýåé, �ü�å �ï óýó�çìá L äåí åßíáé åëÜ÷éó�çðñáãìá�ïðïßçóç �çò y (áöïý óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç äåí åßíáé åëÝãîéìï). Áí zi;di = 0 ãéáêÜðïéï i = 0; : : : ; k−1, �ü�å åßíáé åýêïëï íá äåé÷èåß ü�é �ï L ìðïñåß íá ìå�áó÷çìá�éó�åß óå Ýíáéóïäýíáìï óýó�çìá ìéêñü�åñçò äéÜó�áóçò áðïâÜëëïí�áò �ï zi;di êáèþò êáé �éò áí�ßó�ïé÷åòãñáììÝò êáé ó�Þëåò �ùí ðéíÜêùí ìå�Üâáóçò êá�Üó�áóçò êáé åîüäïõ. �åíéêü�åñá, ãéá i =

0; : : : ; k − 1 ïñßæïõìå �ïõò áêÝñáéïõò si = max{j : zi;j 6= 0 and 1 ≤ j ≤ di}, üðïõ ãéá�çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç üðïõ üëá �á zi;j åßíáé ìçäåíéêÜ ïñßæïõìå si = 0. Ôü�å, ëüãù �çòðñïçãïýìåíçò ðáñá�Þñçóçò ó÷å�éêÜ ìå �çí êá�áóêåõÞ éóïäýíáìïõ óõó�Þìá�ïò ìéêñü�åñçòäéÜó�áóçò, ãßíå�áé ðñïöáíÝò ü�é ç äéÜó�áóç Cl(y) �çò åëÜ÷éó�çò ãñáììéêÞò ðñáãìá�ïðïßçóçò�çò y éóïý�áé ìå Cl(y) = s0 + s1 + · · ·+ sk−1 : (4.13)Ç ðñïçãïýìåíç áíÜëõóç åðé�ñÝðåé �çí ðåñéãñáöÞ áêïëïõèéþí ðïõ ðáñÜãïí�áé áðü LFSRs �ùíïðïßùí �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï Ý÷åé êÜðïéåò ñßæåò ìå ðïëëáðëü�ç�á ìåãáëý�åñç áðü
1 ìÝóù �çò äéáíõóìá�éêÞò áíáðáñÜó�áóçò ß÷íïõò. Áõ�Þ ç ðåñéãñáöÞ äßíå�áé ó�ï áêüëïõèïÈåþñçìá.Èåþñçìá 4.9. ¸ó�ù y äõáäéêÞ áêïëïõèßá ðåñéüäïõ N = 2em, ìå m ðåñé��ü áñéèìü êáée > 0, ìå åëÜ÷éó�ï ðïëõþíõìï f(z) ðïõ ãñÜöå�áé ùòf(z) = f1(z)d1f2(z)d2 · · · fr(z)dr (4.14)üðïõ ds > 0 êáé fs áíÜãùãï ðïëõþíõìï âáèìïý ns, 1 ≤ s ≤ r. ¸ó�ù åðßóçò � ìéá ðñù�áñ÷éêÞñßæá m-éïó�Þò �Üîçò �çò ìïíÜäáò êáé Ýó�ù åðßóçò �js ìßá ñßæá �ïõ fs. Ôü�å, ç áêïëïõèßá yìðïñåß íá ðåñéãñáöåß áðü �ç äéáíõóìá�éêÞ áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõòyi =

∑

1≤s≤r 1Tds trns1 (J ijszs); i ≥ 0 (4.15)üðïõ �ï äéÜíõóìá zs = (zs;1 zs;2 · · · zs;ds) ðáßñíåé �éìÝò ó�ï óþìá ðïõ âñßóêïí�áé ïé ñßæåò�ïõ f(z) (splitting �eld �ïõ f(z)), êáé �ï Jordan ìðëïê J js Ý÷åé äéÜó�áóç ds.Áðüäåéîç. Ëüãù �ïõ ËÞììá�ïò 4.7, ï ðßíáêáò �çò ìïñöÞò (4.2) ìå åëÜ÷éó�ï ðïëõþíõìïf åßíáé éóïäýíáìïò ìå �ïí áêüëïõèï Jordan ðßíáêá
J = diag

(
J j1 · · · J2n1−1j1 · · · J jr · · · J2nr−1jr)91 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êá�áó�á�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò êáé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþíüðïõ dim(J js) = · · · = dim(J2ns−1js) = ds, ãéá s = 1; 2; : : : ; r. Áò èåùñÞóïõìå �ï éóïäýíáìïêá�áó�á�éêü óýó�çìá L = 〈J ; 1; x0〉, �ïõ ïðïßïõ ç äéÜó�áóç åßíáé∑rs=1 nsds. Èá áðïäåßîïõìåü�é ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç x0 éêáíïðïéåß �çí éäéü�ç�á óõæõãßáò 2 �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 4.8. �ñÜãìá�é,�ï ðëÞèïò �ùí áñ÷éêþí êá�áó�Üóåùí ðïõ éêáíïðïéïýí áõ�Þí �çí éäéü�ç�á åßíáé ∏rs=1(2
ns)ds.Åðßóçò, áðü �ï Èåþñçìá 4.2 ðñïêýð�åé ü�é �ï óýó�çìá åßíáé ðáñá�çñÞóéìï êáé, ùò åê �ïý�ïõ,ïðïéåóäÞðï�å äýï äéáöïñå�éêÝò áñ÷éêÝò êá�áó�Üóåéò ðáñÜãïõí äéáöïñå�éêÝò áêïëïõèßåò [67℄.¢ñá, õðÜñ÷åé ìéá 1-1 êáé åðß áí�éó�ïé÷ßá ìå�áîý �ïõ óõíüëïõ �ùí áñ÷éêþí êá�áó�Üóåùí �ïõéóïäýíáìïõ LFSR êáé áõ�þí ðïõ éêáíïðïéïýí �çí éäéü�ç�á óõæõãßáò. Óõíåðþò, �ï åðéèõìç�üáðï�Ýëåóìá ðñïêýð�åé Üìåóá áðü �çí áíÜëõóç ðïõ áêïëïõèåß�áé ó�çí áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá-�ïò 4.8. Áîßæåé íá áíáêáëÝóïõìå ü�é äõáäéêÝò áêïëïõèßåò �ùí ïðïßùí �ï åëÜ÷éó�ï ðïëõþíõìïäßíå�áé áðü �çí (4.14) Ý÷ïõí ðåñßïäï N = 2⌈log2 max{d1;:::;dr}⌉ lcm{N1; : : : ; Nr}, üðïõ Ns åßíáé ç�Üîç �ïõ fs, ìå gcd(Ns; 2) = 1 ãéá êÜèå 1 ≤ s ≤ r [89℄. 2Ç åîßóùóç (4.15) ðáñÝ÷åé ìßá íÝá ãåíéêåõìÝíç áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò ãéá ðåñéïäéêÝò áêï-ëïõèßåò �ùí ïðïßùí ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourier äåí ïñßæå�áé. Áðü �á ÈåùñÞìá�á 4.8 êáé4.9 ðñïêýð�åé ü�é ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ãéá êÜèå ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá éóïý�áé ìå �çäéÜó�áóç �çò åëÜ÷éó�çò êá�áó�á�éêÞò ðñáãìá�ïðïßçóÞò �çò. Åðßóçò, áðü �çí (4.15), óõìðå-ñáßíïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí (2ns)ds−1(2ns − 1) �ñüðïé íá åðéëÝîïõìå äéáíýóìá�á zs ∈ F

ds
2ns , ãéáêÜèå 1 ≤ s ≤ r, �ùí ïðïßùí �ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï íá åßíáé ìç ìçäåíéêü. Óõíåðþò, �ï ðëÞèïò�ùí áñ÷éêþí êá�áó�Üóåùí x0 ïé ïðïßåò åí �Ýëåé èá ïäçãÞóïõí ó�ç äçìéïõñãßá áêïëïõèéþíìå �ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ∑rs=1 nsds åßíáé ∏rs=1 2nsds(1 − 2−ns). �éáêÜèå ìßá áðü áõ�Ýò, ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç x̃0 �ïõ éóïäýíáìïõ LFSR ðñïóäéïñßæå�áé åýêïëá÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí ðßíáêá ðáñá�çñçóéìü�ç�áò O ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�çí (4.3) ìÝóù �çòó÷Ýóçò x̃0 = Ox0. Ìå Üëëá ëüãéá, ìðïñïýìå áðü ïðïéïíäÞðï�å LFSR íá êá�áóêåõÜóïõìåáêïëïõèßåò ðïõ íá Ý÷ïõí �çí ßäéá ðåñßïäï êáé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á üóï êáé ç áêïëïõèßáêñïõó�éêÞò áðüêñéóçò ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ïí óõãêåêñéìÝíï LFSR.�áñÜäåéãìá 4.10. ¸ó�ù � ∈ F26 ðñù�áñ÷éêü ó�ïé÷åßï �ïõ óþìá�ïò F26 , üðïõ �6 = �+ 1,êáé Ýó�ù ï LFSR ìå ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï f(z) = (1 + z + z2)3(1 + z + z3)2. Ïé ñßæåò�ïõ f(z) åßíáé ïé {�21; �42} êáé {�27; �54; �45} ìå ðïëëáðëü�ç�åò 3 êáé 2 áí�ßó�ïé÷á. ÁòèåùñÞóïõìå �ï éóïäýíáìï åëÜ÷éó�çò äéÜó�áóçò óýó�çìá L = 〈J ; 1; x0〉 üðïõ ï J , äéÜó�áóçò

12, åßíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Jordan. Ôü�å, Ý÷ïõìå
J = diag(J21;J42;J27;J54;J45)
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4.3 ÍÝïò �åíéêåõìÝíïò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Fourierìå d21 = d42 = 3; d27 = d54 = d45 = 2. ¸ó�ùx0 =
(�21 �42 �21 ... �42 �21 �42 ... �18 �54 ... �36 �45 ... �9 �27

)T :Ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç x0 éêáíïðïéåß �éò Éäéü�ç�åò 1{3 �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 4.8. Áí ðïëëáðëáóéÜ-óïõìå �ï äéÜíõóìá x0 ìå �ïí ðßíáêá ðáñá�çñçóéìü�ç�áò O �ïõ óõó�Þìá�ïò L, èá ðñïêýøåé çáñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ïõ éóïäýíáìïõ LFSR x̃0 = (0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0)T , ç ïðïßá åîáóöáëßæåé�çí ðáñáãùãÞ áêïëïõèßáò ìå ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á 12, äçëáäÞ �ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ ãéá �ïóõãêåêñéìÝíï LFSR. Ç ðåñßïäïò �çò áêïëïõèßáò åîüäïõ åßíáé 84, ßóç ìå ord(f(z)) [89℄.4.3 ÍÝïò �åíéêåõìÝíïò Ìå�áó÷çìá�éóìüò FourierÌå áöå�çñßá �ç ó÷Ýóç (4.15) ïñßæïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá Ýíá íÝï �åíéêåõìÝíï Äéáêñé�ü Ìå�á-ó÷çìá�éóìü Fourier (GDFT) ãéá áêïëïõèßåò ìå ïðïéáäÞðï�å ðåñßïäï �çò ìïñöÞò N = 2em,üðïõ ï m åßíáé ðåñé��üò áêÝñáéïò êáé e > 0. ¼ðùò Þäç áíáöÝñèçêå ó�çí åíü�ç�á 2.3.1,Ý÷ïõí ðñï�áèåß ó�ç âéâëéïãñáößá äéÜöïñïé ìå�áó÷çìá�éóìïß Fourier ãéá íá ðåñéãñÜøïõí �éòáêïëïõèßåò ìå ðåñßïäï �çò ðáñáðÜíù ìïñöÞò. Ï íÝïò GDFT ðïõ ðñï�åßíå�áé åäþ âáóßæå�áéó�çí êá�áó�á�éêÞ áíáðáñÜó�áóç �ùí LFSRs ìå ðßíáêá ìå�Üâáóçò êá�Üó�áóçò J óå ìïñöÞJordan. Ó�ï õðüëïéðï �ìÞìá �çò åíü�ç�áò èåùñïýìå ü�é
J = diag (J1;J�−1 ; : : : ;J�−(m−1)) (4.16)üðïõ � åßíáé ìßá ðñù�áñ÷éêÞ ñßæá m-éïó�Þò �Üîçò �çò ìïíÜäáò ó�ï F2, ç ïðïßá âñßóêå�áé ó�ïåõñý�åñï óþìá (splitting �eld) üðïõ �ï zN−1 = (zm−1)2e Ý÷åé ñßæåò, êáé êÜèå ìðëïê JordanÝ÷åé äéÜó�áóç 2e, óýìöùíá ìå �ï ËÞììá 4.7. ¸ó�ù y äõáäéêÞ áêïëïõèßá ðåñéüäïõ N = 2em çïðïßá ðáñÜãå�áé áðü �ï L = 〈J ; 1; x0〉 äéÜó�áóçò N , êáé J = PGAP−1G , üðïõ A åßíáé ðßíáêáò�çò ìïñöÞò (4.6) ìå ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï zN −1. Ó�ç óõíÝ÷åéá óõãêñßíïõìå �ç ìïñöÞ�ïõ x0 ó�ï L (üðùò áõ�Þ ðåñéãñÜöå�áé ó�ï Èåþñçìá 4.8) ìå �çí áí�ßó�ïé÷ç �çò áñ÷éêÞòêá�Üó�áóçò Y �ïõ äéáãþíéïõ óõó�Þìá�ïò ðåñé��Þò äéÜó�áóçò ó�ï ËÞììá 4.5: ðáñá�çñïýìåü�é êáé ïé äýï áñ÷éêÝò êá�áó�Üóåéò éêáíïðïéïýí ìßá éäéü�ç�á óõæõãßáò êáé, åðßóçò, ðñïêýð�ïõíáðü �ï áñ÷éêü êá�áó�á�éêü óýó�çìá ðïõ ðåñéãñÜöåé �ïí áí�ßó�ïé÷ï LFSR (Üñ�éáò äéÜó�áóçò ïðñþ�ïò, ðåñé��Þò ï äåý�åñïò) ìÝóù êá�Üëëçëïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý ïìïéü�ç�áò ðïõ ìå�á�ñÝðåé�ïí ðßíáêá ìå�Üâáóçò êá�Üó�áóçò óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Jordan (üðïõ, ü�áí ç ðåñßïäïò åßíáéðåñé��üò áñéèìüò, ï ðßíáêáò Jordan åêöõëßæå�áé óå äéáãþíéï ðßíáêá). Ìå äåäïìÝíï ëïéðüíü�é ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç Y �ïõ óõó�Þìá�ïò ðåñé��Þò äéÜó�áóçò �ïõ ËÞììá�ïò 4.5 éóïý�áé ìå�ïí DFT �çò áêïëïõèßáò, ðñïêýð�åé ùò Üìåóï åðáêüëïõèï ï åðüìåíïò ïñéóìüò:
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Êá�áó�á�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò êáé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþíÏñéóìüò 4.11. Ìå �ïí ðñïçãïýìåíï óõìâïëéóìü, Ýó�ù y ìßá äõáäéêÞ áêïëïõèßá ðåñéüäïõN = 2em ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �ï óýó�çìá L = 〈J ; 1;Y 〉 äéÜó�áóçò N , üðïõ ï J = PGAP−1Gäßíå�áé áðü �çí (4.16). Ôü�å, ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç
Y = (Y0 Y1 · · · YN−1)

T (4.17)ïñßæåé �ï �åíéêåõìÝíï Äéáêñé�ü Ìå�áó÷çìá�éóìü Fourier (GDFT) �çò y.Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò êáëýð�åé üëåò �éò áêïëïõèßåò ìå �éìÝò óå êÜðïéï óþìá ìå ïðïéáäÞðï�å÷áñáê�çñéó�éêÞ p, áöïý �üóï �ï Èåþñçìá 4.8 üóï êáé ç äéáíõóìá�éêÞ áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò(4.15) éó÷ýïõí ãéá áêïëïõèßåò óå ïðïéïäÞðï�å óþìá (áöïý êÜèå ðßíáêáò, óå ïðïéïäÞðï�åóþìá, åßíáé üìïéïò ìå êÜðïéïí ðßíáêá Jordan). Av e = 0 �ü�å ï GDFT ðïõ ïñßó�çêåðáñáðÜíù êáèþò êáé ç äéáíõóìá�éêÞ áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò (4.15) óõìðßð�ïõí ìå �ïí êëáóéêüDFT êáé �çí áðëÞ áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò (2.13) áí�ßó�ïé÷á. Ôï ðëåïíÝê�çìá �ïõ GDFT ðïõðñï�åßíå�áé åäþ, åê�üò �ïõ ü�é áðï�åëåß Üìåóç ãåíßêåõóç �ïõ êëáóéêïý DFT áðü �ç óêïðéÜ �çòèåùñßáò óõó�çìÜ�ùí, åßíáé �ï ü�é åðé�ñÝðåé �ïí ðñïóäéïñéóìü �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò�çò áêïëïõèßáò ìÝóù �ïõ âÜñïõò G�unther, üðùò áêñéâþò êáé ï GDFT ðïõ ïñßó�çêå ó�ï [99℄.�ñÜãìá�é, áò êá�áóêåõÜóïõìå áðü �çí (4.17) �ïí áêüëïõèï ðßíáêá
Ŷ =





Y2e−1 Y2e+1−1 · · · YN−1Y2e−2 Y2e+1−2 · · · YN−2... ... ...Y0 Y2e · · · YN−2e



:

Ôü�å, ëüãù �çò (4.13), ðñïêýð�åé ü�é ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò y éóïý�áé ìå �ï âÜñïòG�unther �ïõ ðßíáêá Ŷ . Ôï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá óõãêñßíåé �ïí GDFT ðïõ ðñï�åßíå�áé åäþìå �ïí GDFT �ïõ [99℄.�áñÜäåéãìá 4.12. Áò èåùñÞóïõìå �çí ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá
y = (0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0)ìå ðåñßïäï N = 12. Áðü �çí ðñïçãïýìåíç áíÜëõóç êáé �ïí Ïñéóìü 4.11, Ý÷ïõìå

Y = PG y = (0 0 0 1 �2 1 0 0 � 1 0 0)üðïõ � ∈ F22 ìå �2 = � + 1. Ç áêïëïõèßá y ÷ñçóéìïðïéåß�áé ùò ðáñÜäåéãìá ó�ï [99℄, ãéá�çí ïðïßá ï ðßíáêáò ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ïí åêåß ïñéóìÝíï GDFT åßíáé ï 4× 3 ðßíáêáò Y ′ ðïõKùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 94



4.4 ÍÝá êá�áóêåõÞ ìç ãñáììéêþí ößë�ñùíäßíå�áé ðáñáêÜ�ù (âëÝðå åíü�ç�á 2.3.1 ãéá ìßá ðåñéãñáöÞ �ïõ GDFT �ïõ [99℄). Óõãêñßíïí�áò�ïõò ðßíáêåò Ŷ and Y ′

Ŷ =





1 0 0

0 0 0

0 1 1

0 �2 �



; Y ′ =





1 0 0

0 0 0

0 �2 �
0 0 0



óõìðåñáßíïõìå ü�é ðñüêåé�áé ãéá äýï äéáöïñå�éêïýò ìå�áó÷çìá�éóìïýò. Åí �ïý�ïéò, êáé ïéäýï ðåñéð�þóåéò åðé�ñÝðïõí �ïí ðñïóäéïñéóìü �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò �çò y ìÝóù �ïõâÜñïõò G�unther - ç ïðïßá éóïý�áé ìå 8.Ï GDFT ðßíáêáò P ′G, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ó�ï [99℄ ãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü �ïõ �åíéêåõ-ìÝíïõ Ìå�áó÷çìá�éóìïý Fourier, äåí éêáíïðïéåß �ç ó÷Ýóç P ′GA(P ′G)−1 = J - óõíåðþò, ïGDFT ðïõ ðñï�åßíå�áé åäþ åßíáé äéáöïñå�éêüò áðü �ïí GDFT �ùí Massey-Ser
onek ó�ï [99℄.4.4 ÍÝá êá�áóêåõÞ ìç ãñáììéêþí ößë�ñùíÓ�ç åíü�ç�á áõ�Þ ìåëå�þí�áé óõó�Þìá�á ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí ãéá �çí ðáñáãùãÞ áêïëïõ-èéþí õøçëÞò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò, êÜíïí�áò ÷ñÞóç �ùí ìáèçìá�éêþí åñãáëåßùí ðïõåöáñìüó�çêáí íùñß�åñá. ¸ó�ù LFSR ìÞêïõò n �ïõ ïðïßïõ �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï fåßíáé ðñù�áñ÷éêü êáé Ýó�ù � ∈ F2n ñßæá �ïõ f . Áò èåùñÞóïõìå åðßóçò ü�é Ýíá ìç ãñáììéêüößë�ñï g âáèìïý k ≤ n åöáñìüæå�áé ó�éò âáèìßäåò �ïõ (ó÷Þìá 2.5), ìå ÁëãåâñéêÞ ÊáíïíéêÞÌïñöÞ (âëÝðå (2.17))g(x1; : : : xn) =
∑t∈F
n
2 ;wt(t)≤k at xt11 · · ·xtnn ; at ∈ F2 (4.18)Ôü�å, ç áêïëïõèßá åîüäïõ y = {yi}i≥0 �ï óõó�Þìá�ïò ðáñÜãå�áé áðü �ï êá�áó�á�éêü óýó�çìá

N = 〈A; g; x0〉 �ï ïðïßï ðåñéãñÜöå�áé áðü �éò åîéóþóåéòxi+1 = Axi (4.19a)yi = g(xi) (4.19b)üðïõ A åßíáé ï ðßíáêáò �çò ìïñöÞò (4.2) äéÜó�áóçò n ìå ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï f êáéx0 = (x0;1 x0;2 · · · x0;n)T ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ïõ LFSR. Ç ìåëÝ�ç áõ�þí �ùí ìç ãñáì-ìéêþí óõó�çìÜ�ùí ìðïñåß íá áðëïðïéçèåß áí ãñáììéêïðïéçèïýí, äçëáäÞ áí ìå�á�ñáðïýí óåéóïäýíáìï ãñáììéêü óýó�çìá (ìåãáëþíïí�áò �ïí ÷þñï êá�áó�Üóåùí). H ãñáììéêïðïßçóç95 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êá�áó�á�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò êáé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþíìðïñåß íá ðñáãìá�ïðïéçèåß áí êÜèå üñïò ó�çí ÁëãåâñéêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ �çò ìç ãñáììéêÞòóõíÜñ�çóçò g èåùñçèåß ùò ìßá îå÷ùñéó�Þ ìå�áâëç�Þ. Áõ�Þ ç äéáäéêáóßá ãñáììéêïðïßçóçòðåñéãñÜöå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é ç ãñáììéêïðïßçóç ìç ãñáììéêþí óõ-ó�çìÜ�ùí Ý÷åé Þäç ÷ñçóéìïðïéçèåß ó�ç âéâëéïãñáößá ùò ìáèçìá�éêü åñãáëåßï áí�éìå�þðéóçòæç�çìÜ�ùí ðïëõðëïêü�ç�áò áêïëïõèéþí [21℄, ùó�üóï ç äéáäéêáóßá ðïõ ðåñéãñÜöå�áé åäþ (êáéâáóßæå�áé óå éäéü�ç�åò ãéíïìÝíùí Krone
ker) åßíáé äéáöïñå�éêÞ.Áò èåùñÞóïõìå �ïõò ðßíáêåò A = [ai;j] êáé B = [bi;j] äéáó�Üóåùí n × m êáé n′ × m′áí�ßó�ïé÷á. Ôü�å �ï ãéíüìåíï Krone
ker (Krone
ker produ
t) �ùí A êáé B, �ï ïðïßï óõì-âïëßæå�áé ùò A⊗B, ïñßæå�áé ùò ï nn′ ×mm′ ðßíáêáò C = [
i;j] [67℄
C = A⊗B =





a1;1B · · · a1;mB... ...an;1B · · · an;mB



 :Eðßóçò óõìâïëßæïõìå ùò A(i) �ï ãéíüìåíï Krone
ker �Üîçò i �ïõ A ìå �ïí åáõ�ü �ïõ, äçëáäÞ
A(1) = A êáé A(i) = A⊗A(i−1) ãéá i > 1. ¸ó�ù z = (z1 z2 · · · zn)T êáé áò èåùñÞóïõìå �ïãéíüìåíï Krone
ker z(r), r ≤ k. Ôü�å, åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é �ï äéá�å�áãìÝíï ãéíüìåíïzt1zt2 · · · ztr , åìöáíßæå�áé ó�ç èÝóçt = 1 +

∑rj=1(tj − 1)nr−j; 1 ≤ t ≤ nr (4.20)�ïõ z(r). Óå êÜèå üñï zt1zt2 · · · ztr áí�éó�ïé÷ïýìå �ï nr × 1 äéÜíõóìá et = (0 · · ·1 · · · 0)T ,�ïõ ïðïßïõ �ï ìïíáäéêü ìç ìçäåíéêü ó�ïé÷åßï âñßóêå�áé ó�ç èÝóç t. Ôü�å, áðü �çí (4.20)ðñïêýð�åé ü�é et = et1 ⊗ et2 ⊗ · · · ⊗ etr , 1 ≤ ti ≤ n, üðïõ êÜèå äéÜíõóìá eti = (0 · · · 1 · · ·0)TÝ÷åé ìÞêïò n êáé �ï ìç ìçäåíéêü �ïõ ó�ïé÷åßï âñßóêå�áé ó�ç èÝóç ti, 1 ≤ i ≤ r. Êá�ÜóõíÝðåéá, ç ÁëãåâñéêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ �ïõ ößë�ñïõ g ó�ï óýó�çìá N ãñÜöå�áé ó�ç ìïñöÞg(z) =
∑kr=1 gTr z(r) Þ éóïäýíáìág(z) =

(gT1 gT2 · · · gTk ) · ((zT )(1) (zT )(2) · · · (zT )(k))T = GTZ (4.21)üðïõ �ï äéÜíõóìá gr, 1 ≤ r ≤ k, áí�éó�ïé÷åß ó�ïõò üñïõò âáèìïý r ðïõ õðÜñ÷ïõí ó�çí (4.18)êáé äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç gr =
∑t∈F

n
2 ;wt(t)=r at et1 ⊗ et2 ⊗ · · · ⊗ etr : (4.22)Ôï äéÜíõóìá-ó�Þëç Z ìÞêïõò∑kr=1 nr ðåñéÝ÷åé üëá �á ãéíüìåíá �ùí ìå�áâëç�þí z1; z2; : : : ; znìå âáèìü ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ k. �éá íá ïñßóïõìå ðëÞñùò �ï ãñáììéêü óýó�çìá ðïõ åßíáéKùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 96



4.4 ÍÝá êá�áóêåõÞ ìç ãñáììéêþí ößë�ñùíéóïäýíáìï �ïõ (4.19), ðñÝðåé íá ðñïóäéïñßóïõìå åðßóçò �ïí ðßíáêá ìå�Üâáóçò êá�Üó�áóçò �ïõíÝïõ óõó�Þìá�ïò. Åßíáé åýêïëï íá äåé÷èåß ü�é ï ðßíáêáò áõ�üò ðåñéãñÜöå�áé áðü �ç ó÷Ýóç
A = diag(A(1);A(2); : : : ;A(k)) êáé, óõíåðþò, �ï ãñáììéêïðïéçìÝíï óýó�çìá �åëéêÜ åßíáé

Xi+1 = AXi; (4.23a)yi = GTXi: (4.23b)üðïõ X0 =
(
(xT0 )(1) (xT0 )(2) · · · (xT0 )(k))T · ðñÜãìá�é, ëüãù éäéï�Þ�ùí ðïõ ÷áñáê�çñßæïõí �áãéíüìåíá Krone
ker, éó÷ýåé
A(2)z(2)i = (A⊗A)(zi ⊗ zi) = (Azi)⊗ (Azi) = zi+1 ⊗ zi+1 = z(2)i+1êáé, ãåíéêü�åñá, A(j)z(j)i = z(j)i+1 ãéá êÜèå n × 1 äéÜíõóìá zi, 1 ≤ j ≤ k. Áöïý �ï ÷áñáê�ç-ñéó�éêü ðïëõþíõìï f �ïõ LFSR åßíáé ðñù�áñ÷éêü, ï A ó�çí (4.19a) åßíáé äéáãùíïðïéÞóéìïò(ïé éäéï�éìÝò �ïõ åßíáé üëåò äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý �ïõò). ¸ó�ù D = diag(�; �2; : : : ; �2n−1

)ï äéáãþíéïò ðßíáêáò ðïõ åßíáé üìïéïò ìå �ïí A, äçëáäÞ D = PAP−1, üðïõ �á äéáãþíéáó�ïé÷åßá �ïõ åßíáé ïé ñßæåò �ïõ f (� åßíáé ðñù�áñ÷éêü ó�ïé÷åßï �ïõ óþìá�ïò F2n). Ôü�å, ïðßíáêáò P−1 Ý÷åé �çí áêüëïõèç ãåíéêÞ äïìÞ
P−1 =





�� �2� · · · �2n−1���+1 �2(�+1) · · · �2n−1(�+1)... ... ...��+n−1 �2(�+n−1) · · · �2n−1(�+n−1)




(4.24)üðïõ ç ðáñÜìå�ñïò � ìðïñåß íá åðéëåãåß áõèáßñå�á (êÜèå ó�Þëç �ïõ P−1 åßíáé éäéïäéÜíõóìá �ïõ

A - ç ðñþ�ç áí�éó�ïé÷åß ó�çí éäéï�éìÞ �, ç äåý�åñç ó�çí éäéï�éìÞ �2 ê.ï.ê.). Áðü �çí (4.19), áíåöáñìüóïõìå �ï ìå�áó÷çìá�éóìü x̃i = Pxi ðñïêýð�åé �ï éóïäýíáìï óýó�çìá S = 〈D; g̃; x̃0〉x̃i+1 = Dx̃i (4.25a)yi = g̃(x̃i) (4.25b)üðïõ g̃(x̃i) , g(P−1x̃i). Ïñßæïõìå åðßóçò �ïõò ðßíáêåò D êáé P êá�Ü áí�ßó�ïé÷ï �ñüðïìå �ïí A. ×ñçóéìïðïéþí�áò ãíùó�Ýò éäéü�ç�åò �ùí ãéíïìÝíùí Krone
ker ìðïñåß åýêïëá íááðïäåé÷�åß ü�é D = PAP
−1. Êá�Ü óõíÝðåéá, åöáñìüæïí�áò �ï ìå�áó÷çìá�éóìü X̃i = PXiâñßóêïõìå

X̃i+1 = DX̃i (4.26a)97 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êá�áó�á�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò êáé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþíyi = G̃T X̃i (4.26b)üðïõ G̃T = GTP
−1. ¢ñá, êá�áóêåõÜóáìå Ýíá äéáãþíéï ãñáììéêü óýó�çìá ðïõ åßíáé éóïäý-íáìï �ïõ (4.19). Áðü �çí (4.22) êáé ëüãù �ïõ ü�é G̃T =

(g̃T1 g̃T2 · · · g̃Tk ), ðñïêýð�åé ü�é ãéáêÜèå 1 ≤ r ≤ k Ý÷ïõìåg̃Tr = gTr (P−1)(r) =
∑t∈F

n
2 ;wt(t)=r at (eTt1P−1)⊗ · · · ⊗ (eTtrP−1); at ∈ F2üðïõ �ï ãéíüìåíï eTtiP−1 éóïý�áé ìå �çí ti-éïó�Þ ãñáììÞ �ïõ ðßíáêá P−1. ¢ñá, ìå �ç äéá-äéêáóßá ãñáììéêïðïßçóçò �ïõ (4.19) ðïõ ðåñéãñÜöçêå íùñß�åñá, êÜèå üñïò ãéíïìÝíïõ ðïõåìöáíßæå�áé ó�çí ÁëãåâñéêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ �çò g áí�éó�ïé÷ßæå�áé �åëéêÜ óå êÜðïéï, ìïíï-óÞìáí�á ïñéóìÝíï, ãéíüìåíï Krone
ker ãñáììþí �ïõ P−1.�áñá�Þñçóç 4.13. Ç åðéëïãÞ �ïõ áêåñáßïõ � ó�çí (4.24) êáèïñßæåé ïõóéáó�éêÜ �çí áñ÷éêÞïëßóèçóç �çò áêïëïõèßáò x = {xi}i≥0, ðÜíù ó�çí ïðïßá åöáñìüæå�áé ç óõíÜñ�çóç ößë�ñïõg. �åíéêÜ, éó÷ýåé g(xi−� ; : : : ; xi−�+1−n) = yi−�+1, óõíåðþò ç öõóéêÞ åðéëïãÞ ãéá �ï � åßíáé� = 1. Åí �ïý�ïéò, ãéá ïðïéáäÞðï�å Üëëç �éìÞ �ïõ � �ï áðï�Ýëåóìá åßíáé ìßá áêïëïõèßá ðïõáðï�åëåß êõêëéêÞ ïëßóèçóç �çò y.Ôï äéáãþíéï ãñáììéêü óýó�çìá L = 〈D; G̃; X̃0〉 ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�çí (4.26) äåí åßíáéåëÜ÷éó�ï. Ç ìå�á�ñïðÞ �ïõ ó�ï éóïäýíáìï åëÜ÷éó�ï óýó�çìá M = 〈D∗; G̃∗; X̃ ∗

0 〉 ìðïñåß íáðñáãìá�ïðïéçèåß ìÝóù �çò äéáäéêáóßáò ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�ç Óçìåßùóç 4.3. Ìå âÜóç �ï [124℄êáé �çí ðñïçãïýìåíç áíÜëõóç, èá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ç öñÜóç "�ï ößë�ñï g åêìçäåíßæåé (degen-erates) �á ó�ïé÷åßá {�i : i ∈ Ij} ãéá êÜðïéï j > 0", áí áõ�Ü äåí åìöáíßæïí�áé ó�ç äéáãþíéï�ïõ D
∗ Þ, éóïäýíáìá, áí äåí åßíáé ñßæåò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ ðïëõùíýìïõ �çò áêïëïõèßáò åîüäïõ y.�ñïöáíþò, ìå âÜóç �çí ïñïëïãßá áõ�Þ ìðïñïýìå íá ðïýìå ü�é ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çòy äßíå�áé áðü �ï ðëÞèïò �ùí ó�ïé÷åßùí ðïõ äåí åêìçäåíßæïí�áé áðü �ï ößë�ñï g, áí åöáñìïó�åßðÜíù ó�ï óýó�çìá L ç äéáäéêáóßá ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�ç Óçìåßùóç 4.3. Áöïý deg(g) = kêáé ï ðßíáêáò D Ý÷åé ó�ç äéáãþíéü �ïõ ó�ïé÷åßá �çò ìïñöÞò �i ∈ F2n ìå wt(i) ≤ k, ãßíå�áéðñïöáíÝò ü�é êáíÝíá ó�ïé÷åßï �i ìå wt(i) > k äåí óõíåéóöÝñåé ó�çí ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á�çò y (üðïõ áíáêáëïýìå áðü �ï ÊåöÜëáéï 2 �ï óõìâïëéóìü wt(i) ãéá �ï âÜñïò Hamming �çòäõáäéêÞò áíáðáñÜó�áóçò �ïõ áêåñáßïõ i): áõ�Þ ç áíÜëõóç ëïéðüí áðï�åëåß Ýíáí Üëëïí �ñüðïáðüäåéîçò �ïõ ãíùó�ïý Üíù öñÜãìá�ïò �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ∑ki=1

(ni), ü�áí óåðñù�áñ÷éêü LFSR ìÞêïõò n åöáñìüæå�áé ìç ãñáììéêü ößë�ñï âáèìïý k < n [73℄.
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4.4 ÍÝá êá�áóêåõÞ ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí�ñü�áóç 4.14. Ìå �ïí ðáñáðÜíù óõìâïëéóìü, Ýó�ù ç áêïëïõèßá y = {yi}i≥0 ç ïðïßá ðá-ñÜãå�áé áðü �ï óýó�çìá N �çò (4.19). Ôü�å, ç óõíÜñ�çóç ößë�ñïõ g äåí åêìçäåíßæåé �ïó�ïé÷åßï �s ∈ F2n áí êáé ìüíï áí T gs =
∑j∈Ps G̃j 6= 0 (4.27)üðïõ Ps =

{j : Dj;j = �s êáé 1 ≤ j ≤∑kr=1 nr}.Áðüäåéîç. Áðü �çí (4.26) ðñïêýð�åé ü�é yi =
∑j G̃jDij;jX̃0;j. Áöïý �ï ðïëõþíõìï fåßíáé ðñù�áñ÷éêü, ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò y äåí åîáñ�Ü�áé áðü �çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç�ïõ N ó�çí (4.19) (äåäïìÝíïõ ü�é üëá �á ó�ïé÷åßá �çò åßíáé ìç ìçäåíéêÜ) Þ, éóïäýíáìá, áðü�çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç x̃0 �ïõ S ó�çí (4.25) (ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç x̃0 áðï�åëåß�áé áðü �á ìçìçäåíéêÜ ó�ïé÷åßá �ïõ DFT �çò áêïëïõèßáò åîüäïõ x �ïõ LFSR - âëÝðå ËÞììá 4.5). ×ùñßòâëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò èåùñïýìå x̃0 = 1, ïðü�å éó÷ýåé êáé X̃0 = 1. Áðü �ç äéáäéêáóßá �çòÓçìåßùóçò 4.3 ðñïêýð�åé ü�é �ï ó�ïé÷åßï �s èá õðÜñ÷åé ó�ç äéáãþíéï �ïõ ðßíáêá ìå�Üâáóçòêá�Üó�áóçò �ïõ óõó�Þìá�ïò M áí êáé ìüíï áí ç (4.27) éó÷ýåé. Ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá üëá �áó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ {�i : i ∈ Is}. 2Ó�ç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå ü�é ç óõíèÞêç ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�çí �ñü�áóç 4.14 åßíáééóïäýíáìç ìå �ï êñé�Þñéï ýðáñîçò ñéæþí �ïõ Rueppel [124℄. ¸ó�ù � = 1 ó�çí (4.24) êáéáò èåùñÞóïõìå ü�é ó�ï óýó�çìá N, ðïõ ðáñÜãåé �çí áêïëïõèßá åîüäïõ y = {yi}i≥0, �ï ìçãñáììéêü ößë�ñï g ðåñéÝ÷åé ó�çí ÁëãåâñéêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ �ïõ ìüíï Ýíáí üñï âáèìïý k:g(z) = zt1zt2 : : : ztk ; 1 ≤ t1 < t2 < · · · < tk ≤ n :Ôü�å, �ï äéÜíõóìá åîüäïõ �ïõ ãñáììéêïý óõó�Þìá�ïò L = 〈D; G̃; X̃0〉 Ý÷åé �ç ìïñöÞ

G̃T =
(
0
Tn · · · 0

Tnk−1 (eTt1P−1)⊗ · · · ⊗ (eTtkP−1)
)

=
(
0
Tn · · · 0

Tnk−1 (�t1 · · ·�2n−1t1)⊗ · · · ⊗ (�tk · · ·�2n−1tk)) (4.28)üðïõ ìå 0ni óõìâïëßæïõìå �ï äéÜíõóìá ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï ìçäåíéêÜ, äéáó�Üóåùí ni×1. ¸ó�ù�s ∈ F2n ìå wt(s) = k, êáé Ýó�ù s = 2s1 + · · · + 2sk üðïõ 0 ≤ s1 < · · · < sk ≤ n − 1.�ñïêåéìÝíïõ íá åëÝãîïõìå áí �ï ößë�ñï g åêìçäåíßæåé �ï �s, ðñÝðåé ðñþ�á íá ðñïóäéïñßóïõìå�ï óýíïëï Ps ðïõ ïñßæå�áé ó�çí �ñü�áóç 4.14. Áöïý wt(s) = k, óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò ü�éìüíï �ï ìðëïê D(k) = diag(�; �2; : : : ; �2n−1
)(k) �ïõ D ðåñéÝ÷åé �ï ó�ïé÷åßï �s ó�ç äéáãþíéü�ïõ. ¢ñá, ç (4.27) ãßíå�áé T gs =
∑j∈Ps g̃k;j 6= 0 (4.29)
99 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Êá�áó�á�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò êáé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþíüðïõ Ps =
{j : D

(k)j;j = �s êáé 1 ≤ j ≤ nk}. ¸ó�ù Πs �ï óýíïëï üëùí �ùí áí�éìå�áèÝóåùí�çò äéá�å�áãìÝíçò k-Üäáò (s1; s2; : : : ; sk). Ôü�å, ïé èÝóåéò ó�éò ïðïßåò åìöáíßæå�áé �ï �s ó�ïíðßíáêá D(k) åßíáéPs =
{j : j = 1 +

∑kr=1 �rnk−r êáé � = (�1; : : : ; �k) ∈ Πs} : (4.30)Áðü �éò (4.28), (4.29), (4.30), ðñïêýð�åé ü�é ï üñïò �ïõ g̃k ó�ç èÝóç 1 +
∑kr=1 �rnk−r éóïý�áéìå �2�1 t1�2�2 t2 · · ·�2�k tk , êáé áðü �çí (4.29) ïäçãïýìáó�å ó�çíT gs =

∑�∈Πs �2�1 t1�2�2 t2 · · ·�2�k tk 6= 0 : (4.31)�ñïöáíþò, ç óõíèÞêç (4.31) åßíáé �ï êñé�Þñéï ýðáñîçò ñéæþí �ïõ Rueppel ðïõ ðåñéãñÜöå�áéó�çí (2.24), ãéá �á ó�ïé÷åßá �s ∈ F2n ìå wt(s) = k· ìå Üëëá ëüãéá, ç ðñïçãïýìåíç áíÜëõóçìÝóù �ùí ãéíïìÝíùí Krone
ker ðáñÝ÷åé ìßá åíáëëáê�éêÞ áðüäåéîç ãéá �ï ðïëý ãíùó�ü áõ�üáðï�Ýëåóìá �ïõ Rueppel.¼ðùò Þäç áíáöÝñèçêå ó�ï ÊåöÜëáéï 2, o Rueppel ó�ï [124℄ áðïäåéêíýåé ü�é áí �ï ìç ãñáì-ìéêü ößë�ñï g Ý÷åé ìüíï Ýíá ìåãéó�ïâÜèìéï üñï âáèìïý k ï ïðïßïò åßíáé éóáðÝ÷ùí (equidis-tant), äçëáäÞ g(z1; z2; : : : ; zn) = zt1zt1+Æ · · · zt1+(k−1)Æ; gcd(Æ; 2n − 1) = 1�ü�å ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò ðïõ ðáñÜãå�áé åßíáé ìåãáëý�åñç Þ ßóç áðü�çí ðïóü�ç�á (nk), áöïý ç óõíÜñ�çóç g äåí åêìçäåíßæåé êáíÝíá ó�ïé÷åßï �s ∈ F2n �Ý�ïéïþó�å wt(s) = k. Ó�ç óõíÝ÷åéá, èá ðáñïõóéÜóïõìå ìßá êáéíïýñéá ïéêïãÝíåéá ìç ãñáììéêþíößë�ñùí, ç ïðïßá ãåíéêåýåé �çí ïéêïãÝíåéá �ùí éóáðå÷üí�ùí ößë�ñùí êáé åîáóöáëßæåé �ï ßäéïêÜ�ù öñÜãìá ãéá �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á. Áñ÷éêÜ, åéóÜãïõìå �ïí áêüëïõèï ïñéóìü.Ïñéóìüò 4.15. Áò èåùñÞóïõìå �ïõò áêÝñáéïõò áñéèìïýò n êáé s < 2n− 1, ìå wt(s) = k+ 1ãéá êÜðïéïí èå�éêü áêÝñáéï k < n. Ôü�å, �ï óýíïëï
Λn(s) =

{r : r ≡ s− 2m (mod 2n − 1) êáé wt(r) = k; 0 ≤ m < n} (4.32)êáëåß�áé óýíïëï ìéêñü�åñïõ âÜñïõò (lower-weight set) �ïõ s.�áñÜäåéãìá 4.16. �éá n = 4 êáé s = 7, ïðü�å Ý÷ïõìå k = 2, éó÷ýåé
Λ4(7) =

{
6; 5; 3} :Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ Λ4(7) õðïëïãßæïí�áé áðü �çí (4.32) ãéá m = 0; 1; 2 áí�ßó�ïé÷á. Áîßæåé íáóçìåéùèåß ü�é ãéá m = 3, ï áí�ßó�ïé÷ïò áñéèìüò ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí (4.32) åßíáé ï r′ = 14,üðïõ üìùò wt(r′) = 3 > 2, Üñá 14 =∈ Λ4(7).Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 100



4.4 ÍÝá êá�áóêåõÞ ìç ãñáììéêþí ößë�ñùíËÞììá 4.17. ¸ó�ù N = 〈A; g; x0〉 Ýíá óýó�çìá äéÜó�áóçò n > 0, üðïõ �ï ÷áñáê�çñéó�éêüðïëõþíõìï f �ïõ ðßíáêá ìå�Üâáóçò êá�áó�Üóåùí A åßíáé ðñù�áñ÷éêü. Åðßóçò, ãéá êÜðïéïèå�éêü áêÝñáéï Æ ìå gcd(Æ; 2n − 1) = 1, �ï ìç ãñáììéêü ößë�ñï g âáèìïý k < n áðï�åëåß�áéáðü Ýíáí ìüíï üñï ï ïðïßïò åßíáé éóáðÝ÷ùí - äçëáäÞg(z1; z2; : : : ; zn) = zt1zt1+Æ · · · zt1+(k−1)Æ ;üðïõ t1 > Æ Þ t1 ≤ n−kÆ. Ôü�å, ãéá üëá �á �s ∈ F2n ðïõ éêáíïðïéïýí �ç ó÷Ýóç wt(s) = k+1éó÷ýåé
∑r∈Λn(s)T gr 6= 0 (4.33)üðïõ � ∈ F2n åßíáé ñßæá �ïõ f êáé �ï T gr äßíå�áé áðü �çí (4.31).Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå ü�é õðÜñ÷åé �l ∈ F2n ìå wt(l) = k + 1 �Ý�ïéï þó�å �ï Üèñïé-óìá ðïõ õðïäçëþíå�áé ó�çí (4.33) íá éóïý�áé ìå 0. Êá�áóêåõÜæïõìå Ýíá Üëëï éóáðÝ÷ïí ìçãñáììéêü ößë�ñï g′ áðü �ï g, ìå âáèìü k + 1, �ïõ ïðïßïõ ï ìåãéó�ïâÜèìéïò üñïò åßíáég′(z1; z2; : : : ; zn) = zt0 · g(z1; z2; : : : ; zn)üðïõ t0 = t1 − Æ áí t1 > Æ, äéáöïñå�éêÜ t0 = t1 + kÆ. Óõìâïëßæïõìå ìå D̃, D̂ (G̃, Ĝ) �ïõòðßíáêåò ìå�Üâáóçò êá�áó�Üóåùí (äéáíýóìá�á åîüäïõ) �ùí éóïäýíáìùí äéáãþíéùí ãñáììéêþíóõó�çìÜ�ùí ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�ïõò ãåííÞ�ïñåò ìå ößë�ñá g, g′. Ìå âÜóç �çí ðñïçãïýìåíçáíÜëõóç, ìüíï �á �åëåõ�áßá ìðëïê g̃k, ĝk+1 �ùí G̃, Ĝ, ìå ìÞêç nk, nk+1 áí�ßó�ïé÷á, åßíáé ìçìçäåíéêÜ. Ëüãù �çò äïìÞò �ïõ ößë�ñïõ g′, éó÷ýåéĝTk+1 = (eTt0P−1)⊗ (eTt1P−1)⊗ · · · ⊗ (eTt1+(k−1)ÆP−1)

= (eTt0P−1)⊗ g̃Tk :×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èÝ�ïõìå � = 2n − t0 ó�çí (4.24), Ý�óé þó�å ç t0-éïó�Þ ãñáììÞ�ïõ ðßíáêá P−1 íá ìå�á�ñÝðå�áé ó�ï äéÜíõóìá 1
Tn ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï Üóïõò. ¢ñá,ĝTk+1 = 1

Tn ⊗ g̃Tk =
(g̃Tk g̃Tk · · · g̃Tk ) :�éá êÜèå s �Ý�ïéï þó�å wt(s) = k + 1, ìüíï �ï ìðëïê D(k+1) �ïõ D̂ ðåñéÝ÷åé �ï ó�ïé÷åßï �só�ç äéáãþíéü �ïõ. ¸÷ïõìå ü�é

D(k+1) = D ⊗D(k) =
(�D(k) �2D(k) · · · �2n−1

D(k))
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Êá�áó�á�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò êáé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþíïðü�å �ï ìðëïê �2mD(k), 0 ≤ m < n, Ý÷åé �ï �s ó�ç äéáãþíéü �ïõ áí êáé ìüíï áí �ï �s−2mõðÜñ÷åé ó�ï D(k), äçëáäÞ áí êáé ìüíï áí s− 2m ∈ Λn(s), áöïý ïé üñïé ó�ï D(k) åßíáé åêåßíá�á ó�ïé÷åßá �r ìå wt(r) ≤ k. Áðü �çí ðñïçãïýìåíç áíÜëõóç êáé �çí �ñü�áóç 4.14 ðñïêýð�åéT g′s =
∑j∈Ps ĝk+1;j =

∑

0≤m<ns−2m∈Λn(s) ∑j∈Ps−2mg̃k;j =
∑

0≤m<ns−2m∈Λn(s)T gs−2m =
∑r∈Λn(s)T gr¢ñá, Ý÷ïõìå áðü �çí õðüèåóç T g′l = 0 - Ü�ïðï, áöïý �ï g′ åßíáé éóáðÝ÷ïí ößë�ñï êáé, ùò åê�ïý�ïõ, äåí åêìçäåíßæåé �ï �l [124℄. 2Èåþñçìá 4.18. Ìå �ï óõìâïëéóìü �ïõ ËÞììá�ïò 4.17, èåùñïýìå �ï ìç ãñáììéêü ößë�ñï g�ï ïðïßï Ý÷åé Ýíáí ìüíï üñï âáèìïý k < ng(z1; z2; : : : ; zn) = zt1zt2 · · · ztküðïõ t1 > Æ Þ tk ≤ n − Æ. Áí õðÜñ÷åé áêÝñáéïò 1 ≤ i ≤ k �Ý�ïéïò þó�å �ï ãéíüìåíïgi(z1; : : : ; zn) = zt1 · · · zti−1

zti+1
· · · ztk íá åßíáé éóáðÝ÷ïí ìå áðüó�áóç Æ, �ü�å ç ãñáììéêÞðïëõðëïêü�ç�á �çò ðáñáãüìåíçò áêïëïõèßáò åßíáé ìåãáëý�åñç Þ ßóç áðü (nk).Áðüäåéîç. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå ü�é �ï ößë�ñï g äåí åêìçäåíßæåé �á ó�ïé÷åßá �s ∈ F2n ìå

wt(s) = k. Áðü �çí õðüèåóç Ý÷ïõìåg(z1; z2; : : : ; zn) = zti · gi(z1; z2; : : : ; zn)ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï 1 ≤ i ≤ k, üðïõ �ï gi åßíáé éóáðÝ÷ïí ößë�ñï âáèìïý k − 1. Ôü�å, �ïËÞììá 4.17 ìðïñåß íá åöáñìïó�åß ãéá �ç óõíÜñ�çóç gi êáé
∑r∈Λn(s) T gir 6= 0 (4.34)ãéá üëá �á �s ∈ F2n ìå wt(s) = k. Åöáñìüæïí�áò �ç äéáäéêáóßá �ïõ ËÞììá�ïò 4.17, êá�á-óêåõÜæïõìå �á éóïäýíáìá äéáãþíéá ãñáììéêÜ óõó�Þìá�á �ùí g, gi êáé èÝ�ïõìå � = 2n − tió�çí (4.24). Ôü�å, ìå áíÜëïãïõò óõëëïãéóìïýò, èá Ý÷ïõìåT gs =

∑r∈Λn(s) T girêáé �ï åðéèõìç�ü áðï�Ýëåóìá ðñïêýð�åé áðü �çí (4.34) ãéá üëá �á �s ∈ F2n ìå wt(s) = k. 2Óçìåßùóç 4.19. Ôá áðï�åëÝóìá�á �ïõ ËÞììá�ïò 4.17 êáé �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 4.18 éó÷ýïõíáêüìá êáé áí ç óõíÜñ�çóç g ðåñéÝ÷åé êáé Üëëïõò üñïõò, âáèìïý ìéêñü�åñïõ áðü k.Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 102



4.4 ÍÝá êá�áóêåõÞ ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí�áñÜäåéãìá 4.20. Áò èåùñÞóïõìå �ï óýó�çìá N = 〈A; gi; x0〉, üðïõ ï ðßíáêáò A åßíáé �çòìïñöÞò (4.2) ìå ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �ï ðñù�áñ÷éêü f(z) = 1+z+z6 êáé ç óõíÜñ�çóçåîüäïõ åßíáé êÜðïéï áðü �á áêüëïõèá ìç ãñáììéêÜ ößë�ñá âáèìïý 4g1(z1; : : : ; z6) = z1z2z3z5 g2(z1; : : : ; z6) = z1z2z3z6g3(z1; : : : ; z6) = z1z3z4z5 g4(z1; : : : ; z6) = z1z4z5z6êáé �á éóïäýíáìÜ �ïõò âÜóåé ïëéóèÞóåùí (âëÝðå Óçìåßùóç 4.13). Óýìöùíá ìå �ï Èåþñçìá4.18, ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò åîüäïõ �ïõ N åßíáé êÜ�ù öñáãìÝíç áðü�çí ðïóü�ç�á (6
4

). �ñÜãìá�é, èåùñïýìå �ï ößë�ñï g3 (ç áíÜëõóç éó÷ýåé ãéá üëá �á õðüëïéðáößë�ñá): áõ�ü ãñÜöå�áé ùò g3(z1; : : : ; z6) = z1 · g(z1; : : : ; z6), üðïõ �ï ößë�ñï g(z1; : : : ; z6) =z3z4z5 åßíáé éóáðÝ÷ïí ìå Æ = 1. Ïé êõêëï�ïìéêÝò êëÜóåéò modulo 63 ìå âÜñïò 4 åßíáé ïé I15,I23, êáé I27. ÊÜíïí�áò ðñÜîåéò ó�ï óþìá F26 Ý÷ïõìåT g3
15 = T g

14 + T g
13 + T g

11 + T g
07 = �07 6= 0 ;T g3

23 = T g
22 + T g

21 + T g
19 + T g

07 = �48 6= 0 ;T g3
27 = T g

26 + T g
25 + T g

19 + T g
11 = �54 6= 0 :Áîßæåé íá óçìåéùèåß åê íÝïõ ü�é ïé ðáñáðÜíù �éìÝò �ùí T g3

15 ; T g3
23 ; T g3

27 ðñïóäéïñßæïí�áé áðü �çí(4.27), üðïõ �ï éóïäýíáìï äéáãþíéï ãñáììéêü óýó�çìá Ý÷åé êá�áóêåõáó�åß èÝ�ïí�áò � = 0ó�çí (4.24) - Üñá, ïé �éìÝò áõ�Ýò äåí åßíáé ïé ßäéåò ìå áõ�Ýò ðïõ èá ðñïÝêõð�áí áðü �çí (4.31),ïé ïðïßåò áí�éó�ïé÷ïýí ó�ï éóïäýíáìï ãñáììéêü óýó�çìá ðïõ ðñïêýð�åé ãéá � = 1. Ùó�üóï,áíáêáëþí�áò �ç Óçìåßùóç 4.13, ç åðéëïãÞ �ïõ � äåí ðáßæåé ïõóéáó�éêÜ ñüëï ó�ç ãñáììéêÞðïëõðëïêü�ç�á �çò ðáñáãüìåíçò áêïëïõèßáò, áöïý êáèïñßæåé ìüíï �çí áñ÷éêÞ ïëßóèçóÞ �çò.Ôï Èåþñçìá 4.18 ãåíéêåýåé �á áðï�åëÝóìá�á �ïõ Rueppel, áöïý ðåñéãñÜöåé ößë�ñá �áïðïßá åßíáé åëÜ÷éó�á äéáöïñå�éêÜ áðü �á éóáðÝ÷ïí�á, áëëÜ åí �ïý�ïéò Ý÷ïõí �çí ßäéá ìå áõ�ÜóõìðåñéöïñÜ ùò ðñïò �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò åîüäïõ. Áðü �çí ðáñáðÜíùáíÜëõóç ìðïñïýìå íá äïýìå ü�é �á áðï�åëÝóìá�á ðïõ áðïäåß÷�çêáí åäþ ãåíéêåýïõí ïìïßùòü÷é ìüíï �á éóáðÝ÷ïí�á ößë�ñá áëëÜ êáé Üëëåò ïéêïãÝíåéåò ößë�ñùí ïé ïðïßåò åðé�õã÷ÜíïõíêÜðïéï óõãêåêñéìÝíï êÜ�ù öñÜãìá ãéá �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á - êé áõ�ü ãéá�ß ó�éò áðï-äåßîåéò, �üóï �ïõ ËÞììá�ïò 4.17 üóï êáé �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 4.18, ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ïõóéáó�éêÜç éäéü�ç�á �ïõ ìç åêìçäåíéóìïý óõãêåêñéìÝíùí ó�ïé÷åßùí ç ïðïßá åîáóöáëßæå�áé áðü �á éóá-ðÝ÷ïí�á ößë�ñá, êáé ü÷é áõ�Þ êáè' áõ�Þ ç äïìÞ �ùí ößë�ñùí. Ìå Üëëá ëüãéá, ìðïñïýìå íáäéá�õðþóïõìå �ï áêüëïõèï ãåíéêü�åñï áðï�Ýëåóìá.
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Êá�áó�á�éêÝò áíáðáñáó�Üóåéò êáé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõèéþíÈåþñçìá 4.21. Ìå �ï óõìâïëéóìü �ïõ ËÞììá�ïò 4.17, Ýó�ù ç óõíÜñ�çóçg(z1; : : : ; zn) = zt1 · · · ztk−1âáèìïý k − 1, ç ïðïßá áíÞêåé óå êÜðïéá ïéêïãÝíåéá ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí ðïõ åîáóöáëßæåéóõãêåêñéìÝíï êÜ�ù öñÜãìá ãéá �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á. Áí õðÜñ÷åé 1 ≤ tk ≤ n �Ý�ïéïþó�å �ï ìç ãñáììéêü ößë�ñï g̃(z1; : : : ; zn) = ztk g(z1; : : : ; zn), âáèìïý k, íá áíÞêåé ó�çí ßäéáïéêïãÝíåéá ìç ãñáììéêþí ößë�ñùí ìå �ï g, �ü�å üëá �á ößë�ñá âáèìïý k �çò ìïñöÞòg′(z1; : : : ; zn) = zt′k g(z1; : : : ; zn); 1 ≤ t′k ≤ nåîáóöáëßæïõí �ï ßäéï êÜ�ù öñÜãìá ãéá �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á, üóï êáé �ï g̃.Ôï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá åöáñìüæåé �ï Èåþñçìá 4.21 ó�çí ïéêïãÝíåéá �ùí ìç ãñáììéêþíößë�ñùí �ùí ïðïßùí ç ìïñöÞ êáèïñßæå�áé áðü �á ó�ïé÷åßá ìéáò êáíïíéêÞò âÜóçò �ïõ óþìá�ïò,üðùò áõ�Ü �á ößë�ñá ïñßó�çêáí ó�ï [79℄ (êáé ðåñéãñÜöïí�áé åðßóçò êáé ó�á [11℄ êáé [86℄).¼ðùò Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß êáé ó�çí åíü�ç�á 2.5.2, Ýíá �Ý�ïéï ößë�ñï âáèìïý k ðïõ åöáñìüæå�áéóå ðñù�áñ÷éêü LFSR ìÞêïõò n ðáñÜãåé áêïëïõèßåò ìå ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìåãáëý�åñçÞ ßóç áðü (nk) - äçëáäÞ, ðáñïõóéÜæïõí �ï ßäéï êÜ�ù öñÜãìá ìå �á éóáðÝ÷ïí�á ößë�ñá.�áñÜäåéãìá 4.22. ¸ó�ù ï LFSR ìå ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �ï ðñù�áñ÷éêü f(z) =

1 + z2 + z3 + z4 + z8 êáé Ýó�ù � ∈ F28 ìßá ñßæá �ïõ f(z). Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ
{�127; �254; �253; �251; �247; �239; �223; �191} áðï�åëïýí ìßá êáíïíéêÞ âÜóç ó�ï óþìá F28 . Ìå�çí ïñïëïãßá �ïõ [79℄ (âëÝðå åðßóçò �çí ðåñéãñáöÞ áõ�þí �ùí ößë�ñùí ó�çí åíü�ç�á 2.5.2),ïñßæïõìå W = {247; 251; 253}. Ôü�å, �ï ìç ãñáììéêü ößë�ñï ðïõ ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ï óý-íïëï W åßíáé �ï g(z1; z2; : : : ; z8) = z2z4z8 (üðïõ ç ìå�áâëç�Þ z1 áí�éó�ïé÷åß ó�ç äåîéü�åñçâáèìßäá �ïõ 2.5 ê.ï.ê.) êáé ðáñÜãåé áêïëïõèßåò ìå ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõëÜ÷éó�ïíßóç ìå (8

3

). Ç óõíÜñ�çóç g éêáíïðïéåß �éò óõíèÞêåò �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 4.21 áöïý �ï ößë�ñïg̃(z1; z2; : : : ; z8) = z1z2z4z8 áíÞêåé ó�çí ßäéá ïéêïãÝíåéá ößë�ñùí (áí�éó�ïé÷åß ó�ï óýíïëïW̃ = {247; 251; 253; 254}). ¢ñá, �á ößë�ñág1(z1; : : : ; z8) = z2z3z4z8; g2(z1; : : : ; z8) = z2z4z5z8;g3(z1; : : : ; z8) = z2z4z6z8; g4(z1; : : : ; z8) = z2z4z7z8;ðáñÜãïõí áêïëïõèßåò ìå ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõëÜ÷éó�ïí ßóç ìå (8
4

). Ïé êõêëï�ïìéêÝòêëÜóåéò modulo 255 âÜñïõò 4 åßíáé ïé I15, I23, I27, I29, I39, I43, I45, I51, I53 and I85. ¢ñá, ãéáêÜèå ößë�ñï gi, i = 1; 2; 3; 4, éó÷ýåéT gi
15 = T g

14 + T g
13 + T g

11 + T g
07 6= 0;Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 104



4.4 ÍÝá êá�áóêåõÞ ìç ãñáììéêþí ößë�ñùíT gi
23 = T g

22 + T g
21 + T g

19 + T g
07 6= 0;T gi

27 = T g
26 + T g

25 + T g
19 + T g

11 6= 0;T gi
29 = T g

28 + T g
25 + T g

21 + T g
13 6= 0;T gi

39 = T g
38 + T g

37 + T g
35 + T g

07 6= 0;T gi
43 = T g

42 + T g
41 + T g

35 + T g
11 6= 0;T gi

45 = T g
44 + T g

41 + T g
37 + T g

13 6= 0;T gi
51 = T g

50 + T g
49 + T g

35 + T g
19 6= 0;T gi

53 = T g
52 + T g

49 + T g
37 + T g

21 6= 0;T gi
85 = T g

84 + T g
81 + T g

69 + T g
21 6= 0;åîáóöáëßæïí�áò ü�é êÜèå Ýíá áðü �á ößë�ñá ðáñÜãåé áêïëïõèßåò ìå ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�áìåãáëý�åñç Þ ßóç áðü (8

4

). (Óçìåéþíïõìå ãéá Üëëç ìßá öïñÜ ü�é êÜèå T gim , m = 15; : : : ; 85 õðï-ëïãßæå�áé áðü �çí (4.27), üðïõ �ï éóïäýíáìï äéáãþíéï ãñáììéêü óýó�çìá Ý÷åé êá�áóêåõáó�åßèÝ�ïí�áò êÜèå öïñÜ �çí êá�Üëëçëç �éìÞ �ïõ � ó�ï (4.24).Áðü �ï Èåþñçìá 4.21 ãßíå�áé öáíåñü ü�é �á áðï�åëÝóìá�á áõ�Þò �çò åíü�ç�áò ìðïñïýí íáãåíéêåýóïõí ðïëëÝò êá�áóêåõÝò ößë�ñùí (áñêåß íá éêáíïðïéïýí �éò óõíèÞêåò �ïõ ÈåùñÞìá-�ïò), êáé Üñá ìðïñïýí íá Ý÷ïõí åöáñìïãÞ áêüìç êáé óå êá�áóêåõÝò ìç ãñáììéêþí ößë�ñùíðïõ ðñï�áèïýí ó�ï ìÝëëïí. Êá�Ü óõíÝðåéá, ç ðñï�åéíüìåíç ãåíßêåõóç ðáñÝ÷åé ðåñéóóü�åñåòäõíá�ü�ç�åò ó�ç ó÷åäßáóç êñõð�ïãñáöéêþí óõó�çìÜ�ùí.
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ÊåöÜëáéï 5Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáéLempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�á
If there is a problem you 
an't solve, then there isan easier problem you 
an't solve: �nd it.George P�olyaÂáóéêü áí�éêåßìåíï áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ áðï�åëåß ç ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêïëïõ-èéþí, ç ïðïßá (üðùò Ý÷åé Þäç åðéóçìáíèåß ó�ï ÊåöÜëáéï 2) Ý÷åé ìåëå�çèåß ó�ç âéâëéïãñáößá óåðïëý ìéêñü�åñï âáèìü áðü ü,�é ç ãñáììéêÞ. �åíéêÜ, Ýíáò ìç ãñáììéêüò FSR ìÞêïõò m ðïõðáñÜãåé �çí y ∈ Fq ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß, ùò óýó�çìá êá�áó�á�éêþí åîéóþóåùí, ùò åîÞò:xi+1 = f(xi) (5.1a)yi = 
T xi (5.1b)üðïõ x0 = (y0 y1 : : : ym−1)

T êáé 
 = (1 0 : : : 0)T åßíáé äéáíýóìá�á ìÞêïõò m, åíþ çóõíÜñ�çóç f : F
mq → F

mq , ãéá êÜèå xi = (xi;1 xi;2 : : : xi;m)T , i ≥ 0 äßíå�áé áðü �çíf(xi) = xi+1 = (xi;2 : : : xi;m h(xi))Tüðïõ h ç (ìç ãñáììéêÞ) óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò �ïõ FSR. Êá�Ü óõíÝðåéá, ç ìç ãñáììéêÞðïëõðëïêü�ç�á �çò y, ùò �ï ìÞêïò �ïõ ìéêñü�åñïõ FSR ðïõ �çí ðáñÜãåé, ìðïñåß íá ðåñéãñáöåßùò ç åëÜ÷éó�ç äéÜó�áóç åíüò êá�áó�á�éêïý óõó�Þìá�ïò �çò ìïñöÞò (5.1) ðïõ ðáñÜãåé �çí y.Ó�ï êåöÜëáéï áõ�ü èá ðáñïõóéáó�ïýí éäéü�ç�åò ðïõ ÷áñáê�çñßæïõí �ï ðñïößë �çò ìçãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ãéá áêïëïõèßåò ìå �éìÝò óå ïðïéïäÞðï�å ðåðåñáóìÝíï óþìá. Áðü�éò éäéü�ç�åò áõ�Ýò, áíáð�ýóóå�áé Ýíáò íÝïò áëãüñéèìïò ï ïðïßïò õðïëïãßæåé áíáäñïìéêÜ �ïíìéêñü�åñï FSR ðïõ ðáñÜãåé ìßá äïèåßóá äõáäéêÞ áêïëïõèßá. Ìå Üëëá ëüãéá, ï áëãüñéèìïò ðïõ107 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�áðñï�åßíå�áé åäþ áðï�åëåß ãåíßêåõóç �ïõ áëãïñßèìïõ �ùí Berlekamp-Massey ó�ç ìç ãñáììéêÞðåñßð�ùóç êáé åßíáé ï ðñþ�ïò áíáäñïìéêüò áëãüñéèìïò ðïõ ðñï�åßíå�áé ó�ç âéâëéïãñáößá ãéá�ïí õðïëïãéóìü �ïõ åëÜ÷éó�ïõ, ìç ãñáììéêïý, FSR.Ó�ï ðáñüí êåöÜëáéï äéåñåõíÜ�áé åðßóçò ç ó÷Ýóç ðïõ õðÜñ÷åé ìå�áîý �çò ìç ãñáììéêÞòðïëõðëïêü�ç�áò êáé �çò ðïëõðëïêü�ç�áò Lempel-Ziv - ìßá ó÷Ýóç ç ïðïßá áíáöÝñå�áé ó�ï[110℄ ùò áíïé÷�ü ðñüâëçìá. H ðïëõðëïêü�ç�á Lempel-Ziv ïñßæå�áé ó�ï [88℄ êáé ðåñéãñÜöå�áéáíáëõ�éêÜ ó�çí åíü�ç�á 5.2. Ó�ï ßäéï Üñèñï, ïé Lempel êáé Ziv ïñßæïõí �ï ðñïößë éäéï�éìÞò(eigenvalue pro�le) ùò åíáëëáê�éêü ìÝ�ñï áðï�ßìçóçò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò ìßáò áêïëïõèßáò,�ï ïðïßï üìùò ó÷å�ßæå�áé ìå �çí ðïëõðëïêü�ç�á Lempel-Ziv. Ó�ï �ñÝ÷ïí êåöÜëáéï áðïäåé-êíýå�áé ü�é áí äýï áêïëïõèßåò Ý÷ïõí �ï ßäéï ðñïößë éäéï�éìÞò, �ü�å Ý÷ïõí êáé �ï ßäéï ðñïößëìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. �éá �ïí õðïëïãéóìü �çò ðïëõðëïêü�ç�áò Lempel-Ziv ëáì-âÜíåé ÷þñá ìßá óõãêåêñéìÝíç êá�Ü�ìçóç �çò áêïëïõèßáò, ç ïðïßá åí óõíå÷åßá áðï�Ýëåóå �çâÜóç ãéá �ïí ðïëý ãíùó�ü áëãüñéèìï óõìðßåóçò äåäïìÝíùí �ùí Lempel-Ziv ðïõ ðñï�Üèçêå�ï 1977 [139℄. Ç ðñþ�ç áõ�Þ Ýêäïóç �ïõ áëãïñßèìïõ óõíáí�Ü�áé óõ÷íÜ ó�ç âéâëéïãñáößáìå �ïí üñï LZ77· áêïëïýèçóå ìßá äåý�åñç ÝêäïóÞ �ïõ Ýíá ÷ñüíï ìå�Ü [140℄, ãíùó�Þ ùòLZ78. Êáé ïé äýï áëãüñéèìïé óõìðßåóçò åßíáé áóõìð�ù�éêÜ âÝë�éó�ïé, õðü �çí Ýííïéá ü�é ïëüãïò óõìðßåóçò ðñïóåããßæåé �çí åí�ñïðßá �çò ðçãÞò ãéá êÜèå ó�á�éêÞ åñãïäéêÞ ðçãÞ ìåðåðåñáóìÝíï áëöÜâç�ï [140, 136℄. Ùó�üóï, ðñÝðåé íá óçìåéùèåß ü�é ãéá ìßá ðåðåñáóìÝíçáêïëïõèßá, ï ëüãïò óõìðßåóÞò �çò ìðïñåß íá áðÝ÷åé ðïëý áðü �ç âÝë�éó�ç �éìÞ. Ç éêáíü�ç�áóõìðßåóçò ìßáò áêïëïõèßáò áðï�åëåß óçìáí�éêü êñõð�ïãñáöéêü �çò ÷áñáê�çñéó�éêü, áöïý ìßááêïëïõèßá ðïõ ìðïñåß íá óõìðéåó�åß óå ìåãÜëï âáèìü äåí ìðïñåß íá èåùñåß�áé øåõäï�õ÷áßá.Ùò ðñïò áõ�Þí �çí êá�åýèõíóç, �ï �ñÝ÷ïí êåöÜëáéï ìåëå�Üåé �çí åîÜñ�çóç ìå�áîý �çò ìçãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ìßáò áêïëïõèßáò êáé �ïõ âáèìïý óõìðßåóÞò áõ�Þò· óõãêåêñéìÝíá,áðïäåéêíýå�áé Ýíá êÜ�ù öñÜãìá �ïõ âáèìïý óõìðßåóçò ãéá äõáäéêÝò ðåñéïäéêÝò áêïëïõèßåò,�ï ïðïßï åîáñ�Ü�áé áðü �çí ðïëõðëïêü�ç�Ü �ïõò. Åðéðñüóèå�á, ðåñéãñÜöå�áé ìßá ïéêïãÝíåéááêïëïõèéþí ðïõ ìðïñåß íá óõìðéåó�åß óå ìåãÜëï âáèìü, ãéá ïðïéáäÞðï�å åðéèõìç�Þ �éìÞ �çòðïëõðëïêü�ç�Üò �ïõò, áíáäåéêíýïí�áò �çí êñõð�ïãñáöéêÞ áîßá �ïõ âáèìïý óõìðßåóçò.5.1 Éäéü�ç�åò �ïõ ðñïößë ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áòÓå áõ�Þí �çí åíü�ç�á ðáñïõóéÜæïõìå éäéü�ç�åò ïé ïðïßåò ÷áñáê�çñßæïõí �ï ðñïößë �çò (ìçãñáììéêÞò) ðïëõðëïêü�ç�áò áêïëïõèßáò yN = y0y1 : : : yN−1 ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõòN , ìå �éìÝòóå ïðïéïäÞðï�å óþìá. Ç áêüëïõèç �ñü�áóç Ý÷åé áðïäåé÷�åß ó�ï [58℄ êáé Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß
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5.1 Éäéü�ç�åò �ïõ ðñïößë ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áòó�ï ÊåöÜëáéï 2.�ñü�áóç 5.1 ([58, 59℄). ¸ó�ù L �ï ìÞêïò �çò ìåãáëý�åñçò õðáêïëïõèßáò �çò yN ç ïðïßáåìöáíßæå�áé äýï öïñÝò ó�çí yN ìå äéáöïñå�éêü åðüìåíï ó�ïé÷åßï (äçëáäÞ, õðÜñ÷ïõí 0 ≤ i <j ≤ N − 1− L �Ý�ïéá þó�å yi+L−1i = yj+L−1j êáé yi+L 6= yj+L). Ôü�å, éó÷ýåé 
(yN) = L+ 1:Ç âáóéêÞ éäÝá �çò áðüäåéîçò åßíáé ç åîÞò: Ýó�ù 
(yN) = m ≤ L êáé áò èåùñÞóïõìå,ãéá Ýíáí åëÜ÷éó�ï FSR �çò yN ìÞêïõò m, �ï éóïäýíáìï óýó�çìá �çò ìïñöÞò (5.1). Ôü�å,õðÜñ÷ïõí äéáöïñå�éêÜ i; j �Ý�ïéá þó�å xi = xj êáé xi+1 6= xj+1 - Ü�ïðï. Áîßæåé íá óçìåéùèåßü�é ç �ñü�áóç 5.1 éó÷ýåé ãéá �ç ãåíéêü�åñç ðåñßð�ùóç üðïõ ï ó�áèåñüò üñïò �çò óõíÜñ�çóçòáíÜäñáóçò �ïõ FSR ìðïñåß íá åßíáé ìç ìçäåíéêüò. Áí ðåñéïñéó�ïýìå ó�çí ðåñßð�ùóç üðïõï üñïò áõ�üò åßíáé 0, �ü�å éó÷ýåé 
(yN) = max{L + 1;M + 1}, üðïõ M åßíáé �ï ìÞêïò �çòìåãáëý�åñçò õðáêïëïõèßáò �çò yN ðïõ áðï�åëåß�áé ìüíï áðü ìçäåíéêÜ (êáé äåí âñßóêå�áé ó�ï�Ýëïò �çò yN). �ñïöáíþò, M ≤ L + 1, áöïý ç ðáñïõóßá M äéáäï÷éêþí 0 áêïëïõèïýìåíùíáðü 1 õðïäçëþíåé ü�é L ≥ M − 1. Ó�ï õðüëïéðï �ìÞìá �ïõ êåöáëáßïõ èá áíáöåñüìáó�åðÜí�á ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç áõèáßñå�ïõ ó�áèåñïý üñïõ - äçëáäÞ, ç ðïëõðëïêü�ç�á èá äßíå�áéðÜí�á áðü �çí �ñü�áóç 5.1.�ñü�áóç 5.2. ¸ó�ù 
(yn−1) = m êáé Ýó�ù ü�é ï åëÜ÷éó�ïò FSR �çò yn−1 äåí ðáñÜãåé �çíyn. Ôü�å, 
(yn) = m áí êáé ìüíï áí ç õðáêïëïõèßá yn−2n−m−1 äåí åìöáíßæå�áé íùñß�åñá ìÝóáó�çí yn−1.Áðüäåéîç. ¸ó�ù 
(yn) = m êáé áò èåùñÞóïõìå ü�é õðÜñ÷åé áêÝñáéïò 0 ≤ i < n−m− 1ìå �çí éäéü�ç�á yi+m−1i = yn−2n−m−1. Áöïý ï åëÜ÷éó�ïò FSR �çò yn−1 äåí ðáñÜãåé �ï �åëåõ�áßïó�ïé÷åßï yn−1 �çò yn, éó÷ýåé yi+m 6= yn−1 êáé áðü �çí ðñü�áóç 5.1 ðñïêýð�åé ü�é 
(yn) ≥ m+1- Ü�ïðï. Áí�ßó�ñïöá, áöïý 
(yn−1) = m êáé ç �åëåõ�áßá õðáêïëïõèßá ìÞêïõò m �çò yn−1 äåíåìöáíßæå�áé íùñß�åñá ìÝóá ó�çí yn−1, ðñïêýð�åé ü�é 
(yn) = m ëüãù �çò �ñü�áóçò 5.1. 2�üñéóìá 5.3. ¸ó�ù 
(yn−1) = m êáé áò èåùñÞóïõìå ü�é ï åëÜ÷éó�ïò FSR �çò yn−1 äåíðáñÜãåé �çí yn. Ôü�å, éó÷ýåé 
(yn) > m áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé áêÝñáéïò 0 ≤ i < n−m− 1�Ý�ïéïò þó�å yi+m−1i = yn−2n−m−1 êáé yi+m 6= yn−1.Ôá ðáñáðÜíù êáèïñßæïõí ìßá éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá íá õðÜñ÷åé áýîçóç ó�çíðïëõðëïêü�ç�á ìßáò áêïëïõèßáò êá�Ü �çí Ýëåõóç �ïõ n-éïó�ïý ó�ïé÷åßïõ �çò. Åðéðñüóèå�áüìùò ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß, ãéá êÜèå n ≥ 2, ç áêñéâÞò �éìÞ 
(yn)− 
(yn−1) �çò áýîçóçò �çòðïëõðëïêü�ç�áò áðü �ï áêüëïõèï Èåþñçìá.
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Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�áÈåþñçìá 5.4. Ìå �ï óõìâïëéóìü �çò �ñü�áóçò 5.2, Ýó�ù 
(yn−1) = m < 
(yn). Óõìâïëß-æïõìå ìå i ≤ n −m − 1 �ïí ìéêñü�åñï áêÝñáéï �Ý�ïéïí þó�å yj+m−1j = yi+m−1i ãéá êÜðïéï
0 ≤ j < i. Ôü�å 
(yn) = 
(yn−1) + (n−m− i) = n− i :Áðüäåéîç. Ëüãù �ïõ �ïñßóìá�ïò 5.3, õðÜñ÷åé ðÜí�á áêÝñáéïò i ðïõ éêáíïðïéåß �çí ðá-ñáðÜíù éäéü�ç�á, áöïý ï i = n − m − 1 åìðßð�åé ðÜí�á óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç. ¸ó�ùk = n−m− i. Áöïý 
(yn−1) = m, ëüãù �çò �ñü�áóçò 5.1 ðñïêýð�åé ü�éyj+m−1+lj = yi+m−1+li ; ãéá êÜèå 0 ≤ l < k :Ëüãù �ïõ �ïñßóìá�ïò 5.3, ç õðüèåóç 
(yn) > 
(yn−1) ïäçãåß ó�ç ó÷Ýóç yj+m−1+k 6= yi+m−1+kÞ, éóïäýíáìá, yj+n−i−1 6= yn−1. Êá�Ü óõíÝðåéá, ïé õðáêïëïõèßåò yj+m−2+kj êáé yi+m−2+ki åßíáéüìïéåò êáé äéáöÝñïõí ó�ï åðüìåíü �ïõò ó�ïé÷åßï. ¢ñá, áíáêáëþí�áò �çí �ñü�áóç 5.1, çðïëõðëïêü�ç�á �çò yn éóïý�áé ìå �ï ìÞêïò �çò yi+m−2+ki = yn−2i óõí 1, äçëáäÞ n− i. Êá�ÜóõíÝðåéá, ç áýîçóç ó�çí ðïëõðëïêü�ç�á 
(yn)−
(yn−1) ðïõ ðñïêáëåß ç Ýëåõóç �ïõ ó�ïé÷åßïõyn−1 åßíáé n−m− i. 2Ôï Èåþñçìá 5.4 ìðïñåß åðßóçò Üìåóá íá åîá÷èåß áðü �ï [58, pp. 68{69℄, ó�ï ïðïßï çáýîçóç �çò ðïëõðëïêü�ç�áò åêöñÜæå�áé ùò óõíÜñ�çóç �çò ðåñéïäéêü�ç�áò �ùí êá�áó�Üóåùí�ïõ FSR. Åßíáé åðßóçò åýêïëï íá äåé÷èåß ü�é ï áêÝñáéïò i ó�ï Èåþñçìá 5.4 éóïý�áé ìå t(n−1)

0 +T (n−1), üðïõ t(n−1)
0 ; T (n−1) åßíáé ç ðñï-ðåñßïäïò êáé ç ðåñßïäïò áí�ßó�ïé÷á �çò áêïëïõèßáòðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò yn−1· ðñÜãìá�é, éó÷ýåé yi+l = yj+l ãéá êÜèå 0 ≤ l < n − 1 − i, üðïõ�ï j ïñßæå�áé üðùò ó�ï Èåþñçìá 5.4. ¢ñá, t(n−1)

0 = j êáé T (n−1) = i − j, ïðü�å ç áýîçóçk = 
(yn)− 
(yn−1) ó�çí ðïëõðëïêü�ç�á äßíå�áé áðü �çík = n−m− (t(n−1)
0 + T (n−1)) : (5.2)�áñÜäåéãìá 5.5. ¸ó�ù ç áêïëïõèßá y10 = 0100110011. Áðü �çí �ñü�áóç 5.1 âñßóêïõìå
(y10) = 3, åíþ åðßóçò éó÷ýåé t(10)0 = 1 êáé T (10) = 4. Áí åðåê�åßíïõìå �çí y10 ìå �ïó�ïé÷åßï y10 = 1 �ü�å, ó�ç íÝá áêïëïõèßá y11, ç õðáêïëïõèßá 10011 åìöáíßæå�áé äýï öïñÝò ìåäéáöïñå�éêÜ äéáäï÷éêÜ bits ìå�Ü áðü êÜèå åìöÜíéóÞ �çò - Üñá, 
(y11) > 
(y10). Óýìöùíá ìå�çí (5.2), ç áýîçóç ó�çí ðïëõðëïêü�ç�á éóïý�áé ìå 11−3−5 = 3 - êá�Ü óõíÝðåéá, 
(y11) = 6.ËÞììá 5.6. ¸ó�ù áêïëïõèßá yn �Ý�ïéá þó�å 
(yn−1) = m êáé 
(yn) = m + k ãéá êÜðïéïíáêÝñáéï k ≥ 1. Ôü�å, üëåò ïé õðáêïëïõèßåò ìÞêïõò m+ k �çò yn åßíáé áíÜ äýï äéáöïñå�éêÝòìå�áîý �ïõò.Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 110



5.2 �ïëõðëïêü�ç�á Lempel-ZivÁðüäåéîç. Áöïý éó÷ýåé 
(yn) > 
(yn−1) = m, áðü �çí �ñü�áóç 5.1 ðñïêýð�åé ü�é çõðáêïëïõèßá yn−1n−m−1 ìÞêïõò m+1 åìöáíßæå�áé ìüíï ìßá öïñÜ ìÝóá ó�çí yn. Êá�Ü óõíÝðåéá,ç õðáêïëïõèßá yn−1n−m−k ìÞêïõò m + k åìöáíßæå�áé åðßóçò ìüíï ìßá öïñÜ ìÝóá ó�çí yn. ÁòõðïèÝóïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí äýï ßäéåò õðáêïëïõèßåò ó�çí yn ìÞêïõò m + k, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõíj < i �Ý�ïéá þó�å yj+m+k−1j = yi+m+k−1i . Ëüãù �ïõ ü�é 
(yn) = m + k, áðü �ï �üñéóìá 5.3ðñïêýð�åé yj+m+k−1+lj+l = yi+m+k−1+li+l ; ∀ 0 ≤ l ≤ n−m− k − i :¢ñá, ç õðáêïëïõèßá yn−1n−m−k �áõ�ßæå�áé ìå êÜðïéá Üëëç õðáêïëïõèßá ðïõ âñßóêå�áé ìÝóá ó�çíyn - Ü�ïðï. 2�ñü�áóç 5.7. ¸ó�ù yn áêïëïõèßá ìå 
(yn−1) = m êáé 
(yn) = m + k ãéá êÜðïéï k ≥ 1.Áí ç yn åðåê�áèåß ìå k áõèáßñå�á ó�ïé÷åßá, �ü�å ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò íÝáò áêïëïõèßáò yn+kðáñáìÝíåé m + k.Áðüäåéîç. Ëüãù �ïõ ËÞììá�ïò 5.6, üëåò ïé õðáêïëïõèßåò ìÞêïõò m + k �çò yn åßíáéáíÜ äýï äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý �ïõò· åðéðñüóèå�á, ç õðáêïëïõèßá yn−1n−m−1 ìÞêïõò m + 1 äåíåìöáíßæå�áé äåý�åñç öïñÜ ìÝóá ó�çí yn. Áò èåùñÞóïõìå �éò �åëåõ�áßåò k − 1 õðáêïëïõèßåòìÞêïõò m + k �çò åðåê�áìÝíçò áêïëïõèßáò yn+k−1, äçëáäÞynn−m−k+1 ; yn+1n−m−k+2 ; : : : ; yn+k−2n−m−1 :¼ëåò áõ�Ýò ïé õðáêïëïõèßåò ðåñéÝ÷ïõí �çí yn−1n−m−1, óõíåðþò åßíáé áíÜ äýï äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý�ïõò. ÓõíäõÜæïí�áò �á ðáñáðÜíù, êá�áëÞãïõìå ü�é üëåò ïé õðáêïëïõèßåò ìÞêïõò m+ k �çòyn+k−1 åßíáé áíÜ äýï äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý �ïõò, ïðü�å 
(yn+k−1) = 
(yn) ëüãù �ïõ �ïñßóìá�ïò5.3. Åðßóçò, 
(yn+k) = 
(yn+k−1) áíåîÜñ�ç�á �çò �éìÞò �ïõ �åëåõ�áßïõ ó�ïé÷åßïõ yn+k−1, ëüãù�çò �ñü�áóçò 5.1. 25.2 �ïëõðëïêü�ç�á Lempel-ZivH Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�á ìßáò áêïëïõèßáò éóïý�áé ìå �ï ðëÞèïò �ùí õðáêïëïõèéþí ó�éòïðïßåò ç áêïëïõèßá äéáóðÜ�áé, ìå âÜóç êÜðïéïõò óõãêåêñéìÝíïõò êáíüíåò [88℄. Áõ�Þ ç äéáäé-êáóßá êá�Ü�ìçóçò �çò áêïëïõèßáò áðï�åëåß �ç âÜóç �ïõ ðïëý ãíùó�ïý áëãüñéèìïõ óõìðßåóçò�ùí Lempel-Ziv [139℄. Ó�ç óõíÝ÷åéá õðåíèõìßæïõìå �ïõò âáóéêïýò ïñéóìïýò ðïõ áíáöÝñï-í�áé ó�ï [88℄, Ý�óé þó�å íá áðïóáöçíéó�åß ç ó÷Ýóç ðïõ õðÜñ÷åé ìå�áîý �çò ðïëõðëïêü�ç�áòLempel-Ziv êáé �çò ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò.111 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�áÌßá áêïëïõèßá ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò yN åßíáé áíáðáñáãþãéìç (reprodu
ible) áðü �ï (ãíÞ-óéï) ðñüèåìÜ �çò yj = y0y1 : : : yj−1; j < N , áí õðÜñ÷åé áêÝñáéïò p < j �Ý�ïéïò þó�åyj+i = yp+i ãéá êÜèå 0 ≤ i < N − j· ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï óõìâïëéóìü yj → yN . Ç yNåßíáé ðáñáãþãéìç (produ
ible) áðü �ï (ãíÞóéï) ðñüèåìÜ �çò yj áí åßíáé áíáðáñáãþãéìç áðü�ï yj, ìå ðéèáíÞ åîáßñåóç �ï �åëåõ�áßï �çò ó�ïé÷åßï· óõìâïëßæå�áé ùò yj ⇒ yN .�áñÜäåéãìá 5.8. �éá �çí áêïëïõèßá y4 = 0110 êáé �ï ðñüèåìÜ �çò y2 = 01 éó÷ýåé 01⇒ 0110êáé 01 9 0110.Ç äéáäéêáóßá ðáñáãùãéìü�ç�áò (produ
tion pro
ess) S(yN), Þ éó�ïñßá (history), ìßáò áêï-ëïõèßáò yN ïñßæå�áé êÜèå êá�Ü�ìçóç �çò ìïñöÞòS(yN) = yh0
0 yh1h0+1 : : : yhshs−1+1 (5.3)üðïõ h0 = 0, hs = N−1, hi−1 < hi êáé yhi−1

0 ⇒ yhi0 , 1 ≤ i ≤ s. Ïé èÝóåéò h0; : : : ; hs êáëïýí�áéóçìåßá (points) �çò éó�ïñßáò, åíþ êÜèå õðáêïëïõèßá yhihi−1+1 ïíïìÜæå�áé ëÝîç (word) �çòéó�ïñßáò (üðïõ ïñßæïõìå h−1 , −1). Ìßá ëÝîç yhihi−1+1 ïíïìÜæå�áé åîáí�ëç�éêÞ (exhaustive)áí yhi−1

0 9 yhi0 . Áí üëåò ïé ëÝîåéò ìßáò éó�ïñßáò åßíáé åîáí�ëç�éêÝò (åîáéñïõìÝíçò ðéèáíþò�çò �åëåõ�áßáò ëÝîçò), �ü�å ç éó�ïñßá ïíïìÜæå�áé åîáí�ëç�éêÞ. Áðü �ïõò ïñéóìïýò áõ�ïýòãßíå�áé ðñïöáíÝò ü�é êÜèå áêïëïõèßá yN Ý÷åé ìßá ìïíáäéêÞ åîáí�ëç�éêÞ éó�ïñßá Se(yN). Ó�ï[88℄ áðïäåéêíýå�áé ü�é, ìå�áîý üëùí �ùí éó�ïñéþí ìßáò áêïëïõèßáò, ç åîáí�ëç�éêÞ åßíáé áõ�Þìå �ï ìéêñü�åñï ðëÞèïò ëÝîåùí.Ïñéóìüò 5.9. �éá ìßá ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò áêïëïõèßá yN , �ï ðëÞèïò LZ(yN) �ùí ëÝîåùí�çò åîáí�ëç�éêÞò éó�ïñßáò �çò ïíïìÜæå�áé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�á (Lempel-Ziv 
omplexity)�çò yN .�áñÜäåéãìá 5.10. Ç áêïëïõèßá y10 = 0101110110 Ý÷åé �çí áêüëïõèç åîáí�ëç�éêÞ éó�ïñßáSe(y10) = 0 · 1 · 011 · 10110 ·Êá�Ü óõíÝðåéá, éó÷ýåé LZ(y10) = 4 êáé �á óçìåßá �çò Se(y10) åßíáé �á 0; 1; 4; 9.¼ðùò áðïäåéêíýå�áé ó�ï [88℄, éó÷ýåéLZ(yN) < N
(1− �n) loga(N)

;ìå �n = 21+loga loga(aN)
loga(N)

, üðïõ a ç ðëçèéêü�ç�á �ïõ áëöáâÞ�ïõ ó�ï ïðïßï ç yÍ ðáßñíåé �éìÝò. ÇLempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�á �ùí êñõð�ïãñáöéêþí áêïëïõèéþí ðñÝðåé íá ðñïóåããßæåé �çí �éìÞáõ�Þ.Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 112



5.2 �ïëõðëïêü�ç�á Lempel-ZivÔï ëåîéêü (vo
abulary) ìßáò áêïëïõèßáò yN åßíáé �ï óýíïëï ðïõ áðï�åëåß�áé áðü üëåò �éòõðáêïëïõèßåò yji , 0 ≤ i ≤ j ≤ N − 1. Ìßá õðáêïëïõèßá yji ïíïìÜæå�áé éäéïëÝîç (eigenword)áí äåí áíÞêåé ó�ï ëåîéêü êáíåíüò ãíçóßïõ ðñïèÝìá�ïò �çò yN . Ç éäéï�éìÞ (eigenvalue) k(yN)�çò áêïëïõèßáò ïñßæå�áé ùò �ï ðëÞèïò �ïõ óõíüëïõ �ùí éäéïëÝîåùí. Ôï ðñïößë éäéï�éìÞò(eigenvalue pro�le) �çò yN åßíáé ç áêïëïõèßá áêåñáßùí �éìþí ðïõ êáèïñßæå�áé áðü �á k(yi),i = 1; 2; : : : ; N - Ýíáò ïñéóìüò ðïõ åßíáé óå ðëÞñç áíáëïãßá ìå �ïí ïñéóìü 2.5 �ïõ ðñïößëðïëõðëïêü�ç�áò.�ñü�áóç 5.11 ([88℄). Ç éäéï�éìÞ k(yN) �çò áêïëïõèßáò yN éóïý�áé ìå �ïí ìéêñü�åñï áêÝñáéïl �Ý�ïéïí þó�å ç yN íá åßíáé áíáðáñáãþãéìç áðü �çí yl.�áñÜäåéãìá 5.12. Ôï ëåîéêü êáé ïé éäéïëÝîåéò �çò y4 = 0111 åßíáé
{0; 1; 01; 11; 011; 111; 0111} êáé {111; 0111}áí�ßó�ïé÷á· Üñá, k(y4) = 2. Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ü�é y2 → y4 êáé y1

9 y4. Ôï ðñïößëéäéï�éìÞò �çò y4 åßíáé 1222.Áí êáé äåí åðéóçìáßíå�áé ñç�Ü ó�ï [88℄, ç �ñü�áóç 5.11 åßíáé éóïäýíáìç ìå �ï áêüëïõèïáðï�Ýëåóìá.�üñéóìá 5.13. �éá êÜèå ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò áêïëïõèßá yN éó÷ýåé k(yN) = t(N)
0 + T (N),üðïõ t(N)

0 ; T (N) åßíáé ç ðñï-ðåñßïäïò êáé ç ðåñßïäïò áí�ßó�ïé÷á �çò yN .Ìßá ëÝîç yhihi−1+1 ðïõ åìöáíßæå�áé óå êÜðïéá éó�ïñßá �çò yN êáëåß�áé ðñù�áñ÷éêÞ (primi-tive) áí ï hi åßíáé ï ìéêñü�åñïò áêÝñáéïò ìå �çí éäéü�ç�á k(yhi0 ) > k(yhi−1

0 ). Áí üëåò ïé ëÝîåéò�çò éó�ïñßáò, åîáéñïõìÝíçò åíäå÷ïìÝíùò �çò �åëåõ�áßáò, åßíáé ðñù�áñ÷éêÝò, �ü�å ç éó�ïñßáó�ï óýíïëü �çò êáëåß�áé åðßóçò ðñù�áñ÷éêÞ. ÊÜèå áêïëïõèßá Ý÷åé ìßá ìïíáäéêÞ ðñù�áñ÷éêÞéó�ïñßá.�áñÜäåéãìá 5.14. Áò èåùñÞóïõìå åê íÝïõ �çí áêïëïõèßá y10 �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 5.10. Ôïðñïößë éäéï�éìÞò áõ�Þò åßíáé 1222445557 êáé, ùò åê �ïý�ïõ, ç ðñù�áñ÷éêÞ éó�ïñßá �çò åßíáéSp(y10) = 0 · 1 · 011 · 10 · 110 ·Ôï áêüëïõèï Èåþñçìá ïõóéáó�éêÜ áíáöÝñåé ü�é �á óçìåßá �ïõ ðñù�áñ÷éêÞò éó�ïñßáò ðñïó-äéïñßæïõí ðëÞñùò �á óçìåßá �çò åîáí�ëç�éêÞò éó�ïñßáò.Èåþñçìá 5.15 ([88℄). Ìßá ëÝîç yhihi−1+1 åßíáé åîáí�ëç�éêÞ áí êáé ìüíï áí ï hi åßíáé ïìéêñü�åñïò áêÝñáéïò �Ý�ïéïò þó�å k(yhi+1) > hi−1 + 1.113 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�áÏé Lempel êáé Ziv ó�ï [88℄ áíáöÝñïõí ü�é �ï ðëÞèïò �ùí ëÝîåùí �çò ðñù�áñ÷éêÞò éó�ï-ñßáò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò åíáëëáê�éêü ìÝ�ñï áðï�ßìçóçò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò ìßáòáêïëïõèßáò, áí�ß ãéá �ï ðëÞèïò �ùí ëÝîåùí �çò åîáí�ëç�éêÞò éó�ïñßáò.Ìå âÜóç �çí áíÜëõóç �ïõ Êåöáëáßïõ 3, �ï Üèñïéóìá t(Í)
0 + Ô(Í) ãéá ìßá ðåðåñáóìÝíïõìÞêïõò áêïëïõèßá yN éóïý�áé ìå �ï ðëÞèïò �ïõ óõíüëïõ �ùí êá�áó�Üóåùí óå ìßá åëÜ÷éó�çêá�áó�á�éêÞ ðñáãìá�ïðïßçóç �çò áêïëïõèßáò óå óýíïëï. ¢ñá, áíáêáëþí�áò �ïí Ïñéóìü 3.8,óõìðåñáßíïõìå ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á óõíüëïõ �çò yN éóïý�áé ìå log2(k(yN)), áíáäåéêíýïí�áòêá�Ü áõ�üí �ïí �ñüðï �ç óýíäåóç ìå�áîý �ùí äýï áõ�þí ìÝ�ñùí ðïëõðëïêü�ç�áò.�áñá�Þñçóç 5.16. ¢ìåóç áðüññïéá �ïõ �ïñßóìá�ïò 5.13 åßíáé ç ó÷Ýóç k(yn) = n − sn,üðïõ ìå sn óõìâïëßæïõìå �ï ìÞêïò �ïõ ìåãáëý�åñïõ åðéèÝìá�ïò yn−1n−sn �çò yn �Ý�ïéï þó�å çõðáêïëïõèßá ðïõ ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ï yn−1n−sn íá åìöáíßæå�áé êáé Üëëç öïñÜ íùñß�åñá ìÝóáó�çí yn. ¸ó�ù j < n− sn ï ìåãáëý�åñïò áêÝñáéïò ìå �çí éäéü�ç�á yj+sn−1j = ysn−1n−sn. Ôü�å,áöïý yj−1 6= yn−sn−1, Ý÷ïõìå t(n)

0 = j êáé T (n) = n− sn − j.Ó�ç óõíÝ÷åéá, áíáäåéêíýïõìå �ç ó÷Ýóç ðïõ õðÜñ÷åé ìå�áîý �ïõ ðñïößë éäéï�éìÞò êáé �ïõðñïößë ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ãéá ìßá áêïëïõèßá.Èåþñçìá 5.17. ¸ó�ù 
(yn−1) = m êáé áò õðïèÝóïõìå ü�é ï åëÜ÷éó�ïò FSR �çò yn−1 äåíðáñÜãåé �çí yn. Ôü�å, éó÷ýåé
(yn) = max
{
(yn−1); n− k(yn−1)

} (5.4)Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå ü�é k(yn−1) < n−m. Ôü�å, ç õðáêïëïõèßá ìÞêïõò m yn−2n−m−1(äçëáäÞ �á �åëåõ�áßá m ó�ïé÷åßá �çò yn−1) åìöáíßæå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï öïñÝò ìÝóá ó�çíyn−1. ¢ñá, áðü �ï �üñéóìá 5.3, ðñïêýð�åé ü�é 
(yn) > 
(yn−1). ÅðéðëÝïí, ç áêñéâÞò �éìÞ �ïõ
(yn) ðñïóäéïñßæå�áé áðü �çí (5.2). Ëüãù �ïõ �ïñßóìá�ïò 5.13, �ï Üèñïéóìá t(n−1)
0 + T (n−1)ðïõ åìöáíßæå�áé ó�çí (5.2) éóïý�áé k(yn−1), óõíåðþò êá�áëÞãïõìå ó�ç ó÷Ýóç 
(yn) = n −k(yn−1) > 
(yn−1).Ó�ç óõíÝ÷åéá, áò èåùñÞóïõìå �çí ðåñßð�ùóç üðïõ k(yn−1) ≥ n−m. Ôü�å, ç õðáêïëïõèßáyn−2n−m−1 ìÞêïõò m åìöáíßæå�áé ìüíï ìßá öïñÜ ìÝóá ó�çí yn−1. ¢ñá, éó÷ýåé 
(yn) = 
(yn−1)áíåîáñ�Þ�ùò �çò �éìÞò �ïõ yn−1 ëüãù �çò �ñü�áóçò 5.2. Êá�Ü óõíÝðåéá, éó÷ýåé óå êÜèåðåñßð�ùóç ç (5.4). 2�üñéóìá 5.18. Ìå �ï óõìâïëéóìü �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 5.17, éó÷ýåé
(yn) = max

{
(yn−1); sn−1 + 1
}
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5.2 �ïëõðëïêü�ç�á Lempel-Zivüðïõ sn−1 åßíáé �ï ìÞêïò �ïõ ìåãáëý�åñïõ åðéèÝìá�ïò yn−2n−sn−1−1 �çò yn−1 �ï ïðïßï õðÜñ÷åé�ïõëÜ÷éó�ïí äýï öïñÝò ìÝóá ó�çí yn−1.Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðüññïéá �çò Óçìåßùóçò 5.16 êáé �çò (5.4). 2Ôï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá äßíå�áé åðßóçò êáé ó�ï [58, p. 67℄· ìßá Üëëç áðüäåéîç ðáñïõóéÜæå�áéåäþ, ç ïðïßá âáóßæå�áé ó�ï Èåþñçìá 5.17.�üñéóìá 5.19. Ìå �ï óõìâïëéóìü �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 5.17, éó÷ýåé 
(yn) > 
(yn−1) ìüíï áí
(yn−1) < n
2
.Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå ü�é éó÷ýåé 
(yn−1) ≥ n

2
. Ôü�å, ëüãù �ïõ ü�é k(yn−1) > 
(yn−1),Ý÷ïõìå n− k(yn−1) < n− 
(yn−1) ≤ n

2
≤ 
(yn−1);�ï ïðïßï, óå óõíäõáóìü ìå �çí (5.4), ïëïêëçñþíåé �çí áðüäåéîç. 2Ó�ï åðüìåíï Èåþñçìá áðïäåéêíýïõìå ü�é �ï ðñïößë éäéï�éìÞò êáèïñßæåé ìïíïóÞìáí�á �ïðñïößë �çò ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò.Èåþñçìá 5.20. Áí äýï áêïëïõèßåò Ý÷ïõí �ï ßäéï ðñïößë éäéï�éìÞò, �ü�å Ý÷ïõí õðï÷ñåù�éêÜêáé �ï ßäéï ðñïößë ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò.Áðüäåéîç. Áñ÷éêÜ, èá áðïäåßîïõìå ü�é �ï ðñïößë éäéï�éìÞò ìßáò áêïëïõèßáò yN ðñïóäéïñß-æåé ðëÞñùò �éò èÝóåéò ó�éò ïðïßåò ç ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áõîÜíåé. Áðü �ï Èåþñçìá 5.17ðñïêýð�åé ü�é åÜí 
(yn−1) = m êáé k(yn−1) ≥ n−m ãéá êÜðïéï n ≤ N , �ü�å éó÷ýåé 
(yn) = m.Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, áí k(yn−1) < n −m, �ü�å õðÜñ÷ïõí 0 ≤ j1 < : : : < jr < n −m − 1�Ý�ïéá þó�å yji+m−1ji = yn−2n−m−1 êáé, áöïý 
(yn−1) = m, áðü �çí �ñü�áóç 5.1 ðñïêýð�åéyj1+m = · · · = yjr+m. Åðéðñüóèå�á, ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ìßá áðü �éò áêüëïõèåò ðåñéð�þóåéò:

• k(yn) = k(yn−1): �ü�å, áðü �çí �ñü�áóç 5.11 ðñïêýð�åé yk(yn−1) → yn êáé, êá�ÜóõíÝðåéá, yji+m = yn−1, ãéá êÜèå i = 1; 2; : : : ; r. ¢ñá, 
(yn) = 
(yn−1).
• k(yn) > k(yn−1): �ü�å, yk(yn−1)

9 yn. ¼ìùò, ëüãù �ïõ ü�é yk(yn−1) → yn−1, éó÷ýåéyji+m 6= yn−1, ãéá i = 1; 2; : : : ; r. ¢ñá, áðü �ï �üñéóìá 5.3 ðñïêýð�åé 
(yn) > 
(yn−1).Óõíåðþò, ìÝíåé íá áðïäåé÷�åß ü�é, ãéá �ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç, ç áêñéâÞò �éìÞ �çò ðïëõðëïêü-�ç�áò 
(yn) ìðïñåß ðëÞñùò íá ðñïóäéïñéó�åß áðü �ï ðñïößë éäéï�éìÞò. �ñÜãìá�é, �ï Èåþñçìá
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Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�á5.17 õðïäçëþíåé ü�é, ãéá áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç, éó÷ýåé 
(yn) = n − k(yn−1)· ùò åê �ïý�ïõ, çáðüäåéîç ïëïêëçñþèçêå. 2�áñÜäåéãìá 5.21. Áò èåùñÞóïõìå üëåò �éò äõáäéêÝò áêïëïõèßåò ìÞêïõò 10, �ùí ïðïßùí �ïðñïößë éäéï�éìÞò åßíáé 1223346666. ¾ó�åñá áðü åîáí�ç�éêÞ áíáæÞ�çóç, ïé áêïëïõèßåò áõ�Ýòåßíáé ïé åîÞò y1 = 0100011000; y2 = 0100011111;y3 = 0110100000; y4 = 0110100100;y5 = 0110100110;êáèþò êáé ïé óõìðëçñùìá�éêÝò �ïõò. �éá üëåò áõ�Ýò �éò áêïëïõèßåò, �á óçìåßá �ùí åîá-í�ëç�éêþí �ïõò éó�ïñéþí óõìðßð�ïõí - áõ�Ü åßíáé �á 0; 1; 3; 6. Êá�Ü óõíÝðåéá, ç Lempel-Zivðïëõðëïêü�ç�á áõ�þí éóïý�áé ìå 4 - ßóç äçëáäÞ ìå �ï ðëÞèïò �ùí åîáí�ëç�éêþí ëÝîåùí. Åðé-ðñüóèå�á, üëåò áõ�Ýò ïé áêïëïõèßåò Ý÷ïõí �ï ßäéï ðñïößë ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò, �ïïðïßï åßíáé 0112233333.Ôï áí�ßó�ñïöï äåí éó÷ýåé ðÜí�á: ãéá ðáñÜäåéãìá, �á óçìåßá �çò åîáí�ëç�éêÞò éó�ïñßáò �çòáêïëïõèßáò ỹ = 0100011001 åßíáé åðßóçò 0; 1; 3; 6 áëëÜ, åí �ïý�ïéò, �á ðñïößë éäéï�éìÞò êáéìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò áõ�Þò åßíáé 1223346667 êáé 0112233334 áí�ßó�ïé÷á. Åðßóçò,ç áêïëïõèßá ŷ = 0110101010 Ý÷åé �ï ßäéï ðñïößë ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò 0112233333ìå �éò yi, 1 ≤ i ≤ 5. Ùó�üóï, üðùò ìðïñåß åýêïëá íá äåé÷èåß, �á óçìåßá �ïõ åîáí�ëç�éêÞòéó�ïñßáò �çò ŷ åßíáé 0; 1; 3 (êáé, ùò åê �ïý�ïõ, ç Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�Ü �çò åßíáé 3 êáéü÷é 4), åíþ �ï ðñïößë éäéï�éìÞò åßíáé 1223344444.Áðü �çí ðáñáðÜíù áíÜëõóç ðñïêýð�åé ü�é ç åîáí�ëç�éêÞ éó�ïñßá, ç ïðïßá ðñïóäéïñßæåéðëÞñùò �ç Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�á, äåí êáèïñßæåé ðëÞñùò �ï ðñïößë �çò ìç ãñáììéêÞò ðï-ëõðëïêü�ç�áò êáé áí�éó�ñüöùò. Ùó�üóï, õðÜñ÷åé óõó÷Ý�éóç ìå�áîý �ïõò ëüãù �ùí éäéï�Þ�ùí�ïõ ðñïößë éäéï�éìÞò. ÓõãêåêñéìÝíá, ìå âÜóç �á ÈåùñÞìá�á 5.15 êáé 5.20, ãéá êÜèå áêïëïõèßáy ìå äïèåßóá åîáí�ëç�éêÞ éó�ïñßá (ðñïößë ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò), �ï ðñïößë éäéï�éìÞòáõ�Þò äåí ìðïñåß íá åßíáé ïðïéïäÞðï�å· Üñá, áí õðÜñ÷ïõí M ðéèáíÜ ðñïößë éäéï�éìÞò ãéá �çíy, �ü�å �ï ðñïößë ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò (åîáí�ëç�éêÞ éó�ïñßá) éóïý�áé õðï÷ñåù�éêÜìå êÜðïéï áðü M ðéèáíÜ - êÜèå Ýíá åê �ùí ïðïßùí ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ï ðñïößë éäéï�éìÞò.Óýìöùíá ìå �ï �üñéóìá 5.13, ç éäéï�éìÞ k(yN) ìßáò áêïëïõèßáò yN éóïý�áé ìå �ï ìÞêïò�ïõ ìéêñü�åñïõ FSR ï ïðïßïò ðáñÜãåé �çí yN , ãéá �ïí ïðïßïí üìùò ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò
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5.3 Åýñåóç �ïõ åëÜ÷éó�ïõ FSR ìßáò áêïëïõèßáòäåí åßíáé ïðïéáäÞðï�å áëëÜ ðåñéïñßæå�áé ó�ç ìïñöÞh(x1; x2; : : : ; xk(yN )) = xl; 1 ≤ l ≤ k(yN) : (5.5)Áí åðé�ñáðåß ïðïéáäÞðï�å óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò ãéá �ïí FSR, Ý�óé þó�å íá ìçí ðåñéïñßæå�áéó�ç ìïñöÞ (5.5), �ü�å �ï ìÞêïò �ïõ ìéêñü�åñïõ FSR ðïõ ðáñÜãåé �çí áêïëïõèßá éóïý�áé ìå �çíðïëõðëïêü�ç�Ü �çò 
(yN). Óõíåðþò, õðÜñ÷åé ìßá áí�éó�ïß÷éóç ìå�áîý �ùí k(yN) êáé 
(yN).Åðßóçò, ùò Üìåóç åðÝê�áóç, õðÜñ÷åé áí�éó�ïß÷éóç ìå�áîý �ïõ ðëÞèïõò nk(yN ) �ùí óçìåßùí�çò ðñù�áñ÷éêÞò éó�ïñßáò �çò áêïëïõèßáò ìå �ï ðëÞèïò n
(yN ) �ùí óçìåßùí �ïõ ðñïößë ìçãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ó�á ïðïßá åìöáíßæå�áé áýîçóç �çò ðïëõðëïêü�ç�áò. �ñïöáíþò,éó÷ýåé 
(yN) < k(yN) êáé, åðßóçò, n
(yN ) ≤ nk(yN ) (âëÝðå �çí áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò5.20). Áõ�Ýò ïé áíéóü�ç�åò õðïäçëþíïõí �ï êÝñäïò ðïõ áðïêïìßæïõìå ãéá �çí ðáñáãùãÞ ìßáòáêïëïõèßáò áí, êá�Ü �ç äéáäéêáóßá ðáñáãùãÞò �çò, ÷ñçóéìïðïéïýí�áé óýíèå�åò ëåé�ïõñãßåò(ìç ãñáììéêÝò ðñÜîåéò) Ýíáí�é áðëþí ëåé�ïõñãéþí.Ç ìÝ÷ñé �þñá áíÜëõóç éó÷ýåé ãéá üëåò �éò áêïëïõèßåò, áíåîÜñ�ç�á áðü �ï óþìá ó�ï ïðïßïðáßñíïõí �éìÞ. Ó�ï õðüëïéðï �ìÞìá �ïõ êåöáëáßïõ ðåñéïñéæüìáó�å ó�éò äõáäéêÝò áêïëïõèßåò.5.3 Åýñåóç �ïõ åëÜ÷éó�ïõ FSR ìßáò áêïëïõèßáòÓå áõ�Þí �çí åíü�ç�á áíáð�ýóóå�áé êáé ðáñïõóéÜæå�áé Ýíáò êáéíïýñéïò áíáäñïìéêüò áëãü-ñéèìïò ï ïðïßïò õðïëïãßæåé �ïí åëÜ÷éó�ï FSR ðïõ ðáñÜãåé ìßá äïèåßóá äõáäéêÞ áêïëïõèßá.Ï áëãüñéèìïò âáóßæå�áé ó�éò éäéü�ç�åò �ïõ ðñïößë ðïëõðëïêü�ç�áò, ïé ïðïßåò ðåñéãñÜöïí�áéó�éò åíü�ç�åò 5.1 êáé 5.2. Áò èåùñÞóïõìå ìßá ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò äõáäéêÞ áêïëïõèßáyn−1 = y0y1 : : : yn−2 �Ý�ïéá þó�å 
(yn−1) = m êáé Ýó�ù h(n−1)(x1; x2; : : : ; xm) Ýíá åëÜ÷éó�ïìç ãñáììéêü ðïëõþíõìï áõ�Þò, üðùò ïñßæå�áé ó�çí åíü�ç�á 2.4 (üðïõ ç ìå�áâëç�Þ x1 áí�é-ó�ïé÷åß ó�çí áñéó�åñü�åñç âáèìßäá �ïõ FSR ó�ï Ó÷Þìá 2.1 ê.ï.ê.). Áò èåùñÞóïõìå åðßóçòü�é ãéá �ï åðüìåíï bit yn−1 éó÷ýåéyn−1 = h(n−1)(yn−2; : : : ; yn−m−1) : (5.6)Ôü�å, ï åëÜ÷éó�ïò FSR �çò yn−1 ìå óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò h(n−1) ðáñÜãåé åðßóçò �çí ynêáé, êá�Ü óõíÝðåéá, 
(yn) = 
(yn−1) = m. Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, åÜí ç (5.6) äåí éó÷ýåé,�ü�å èá ëÝìå ü�é åìöáíßæå�áé áóõìöùíßá (dis
repan
y) êáé ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò ðñÝðåé íáìå�áâëçèåß. Ëüãù �çò �ñü�áóçò 5.2, áí ç yn−2n−m−1 åìöáíßæå�áé ìüíï ìßá öïñÜ ìÝóá ó�çí yn−1,�ü�å ç ðïëõðëïêü�ç�á äåí áõîÜíå�áé· äéáöïñå�éêÜ, 
(yn) > m. Ó�ç óõíÝ÷åéá áíáëýïõìå �çí117 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�áêÜèå ðåñßð�ùóç îå÷ùñéó�Ü, Ý�óé þó�å íá êá�áóêåõÜóïõìå �ïí åëÜ÷éó�ï FSR �çò yn êáé ãéá�éò äýï ðåñéð�þóåéò.�åñßð�ùóç 1: Ýó�ù ü�é åìöáíßæå�áé áóõìöùíßá ìå �çí Ýëåõóç �ïõ yn−1 êáé 
(yn) =
(yn−1). Áò èåùñÞóïõìå �ç óõíÜñ�çóç h(n) = h(n−1) + f (n−1), üðïõf (n−1)(x1; : : : ; xm) = (x1 + y′n−2) · · · (xm + y′n−m−1) :Ïé ðñïóèÝóåéò åßíáé modulo 2. Éóïäýíáìá, ç f (n−1) åßíáé ï åëá÷éó�üñïò ðïõ áí�éó�ïé÷åßó�ï äéÜíõóìá ìÞêïõò m ðïõ êáèïñßæå�áé áðü �çí õðáêïëïõèßá yn−2 : : : yn−m−1. Áöïý éó÷ýåéf (n−1) = 1 ìüíï ü�áí ç f õðïëïãßæå�áé óå áõ�ü �ï äéÜíõóìá (êáé f (n−1) = 0 óå üëåò �éòÜëëåò ðåñéð�þóåéò), ç íÝá óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò h(n) ðáñÜãåé �çí yn êáé, ðñïöáíþò, áðï�åëåßåëÜ÷éó�ï ìç ãñáììéêü ðïëõþíõìï áõ�Þò.�åñßð�ùóç 2: Ýó�ù ü�é åìöáíßæå�áé áóõìöùíßá ìå �çí Ýëåõóç �ïõ yn−1 êáé 
(yn) >
(yn−1). Ç áýîçóç k ó�çí ðïëõðëïêü�ç�á ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ï Èåþñçìá 5.4 Þ, éóïäýíáìá,áðü �çí (5.2). Åðéðñüóèå�á, åßíáé åýêïëï íá äåé÷èåß ü�é ï FSR ìÞêïõò m + k ìå óõíÜñ�çóçáíÜäñáóçò h(n−1) ðáñÜãåé åðßóçò �çí áêïëïõèßá yn−1, åÜí ç áñ÷éêÞ �ïõ êá�Üó�áóç åßíáé �áðñþ�á m + k bits �çò yn−1. Áí�ßó�ïé÷á ëïéðüí ìå �çí �åñßð�ùóç 1, ï FSR ìå óõíÜñ�çóçáíÜäñáóçò h(n) = h(n−1) + f (n−1), üðïõ ç f (n−1) åßíáé ï åëá÷éó�üñïò ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çíõðáêïëõèßá yn−2 : : : yn−m−k−1 ìÞêïõò m+ k, ðáñÜãåé �çí yn. ¢ñá, �ï h(n) åßíáé Ýíá åëÜ÷éó�ïìç ãñáììéêü ðïëõþíõìï �çò yn.ÓõíäõÜæïí�áò �á ðáñáðÜíù, êá�áëÞãïõìå ó�ï ü�é áí ìßá óõíÜñ�çóç h(n−1) ðáñÜãåé �çíyn−1 áëëÜ ü÷é �çí yn, �ü�å õðÜñ÷åé ðÜí�á ìßá óõíÜñ�çóç f (n−1) (ç ïðïßá êáèïñßæå�áé ðëÞñùòáðü êÜðïéïí åëá÷éó�üñï), �Ý�ïéá þó�å ç h(n) = h(n−1) + f (n−1) íá ðáñÜãåé �çí yn. Êá�ÜóõíÝðåéá, ç ðñïçãïýìåíç áíÜëõóç áðï�åëåß �ç âÜóç ãéá �çí êá�áóêåõÞ åíüò áíáäñïìéêïýáëãïñßèìïõ ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ åëÜ÷éó�ïõ ìç ãñáììéêïý ðïëõùíýìïõ ìßáò äõáäéêÞòáêïëïõèßáò yN . Ï áëãüñéèìïò áõ�üò ðáñïõóéÜæå�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.1. Ëüãù �çò ÷ñÞóçò �ùíåëá÷éó�üñùí ðïõ ðåñéãñÜöçêå íùñß�åñá, �ï åëÜ÷éó�ï ìç ãñáììéêü ðïëõþíõìï h äßíå�áé óåáíáðáñÜó�áóç �çò ìïñöÞò ESOP. Åðßóçò, ëüãù �çò áíáäñïìéêÞò öýóçò �ïõ áëãïñßèìïõ, ãéáêÜèå ðñüèåìá yn, 1 ≤ n ≤ N , �çò áêïëïõèßáò, �ï åëÜ÷éó�ï ìç ãñáììéêü ðïëõþíõìï áõ�ïýéóïý�áé ìå h(n)(x1; : : : ; xm) =

n∑i=1

f (i−1)(x1; : : : ; xm) : (5.7)
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5.3 Åýñåóç �ïõ åëÜ÷éó�ïõ FSR ìßáò áêïëïõèßáò
1: k ← 0 % jump

2: m← 0 % complexity

3: h← y0 % feedback

4: for n← 1, . . . , N − 1 do

5: d← yn − h(yn−1, . . . , yn−m) % discrepancy

6: if d 6= 0 then

7: if m = 0 then

8: k ← n
9: m← n

10: else if k ≤ 0 then

11: t← Eigenvalue(yn
) % period+ preperiod

12: if t < n + 1−m then

13: k ← n + 1− t−m
14: m← n + 1− t
15: end

16: else

17: k ← k − 1

18: end

19: f ← (x1 + y′
n−1) · · · (xm + y′

n−m) % minterm

20: h← h + f
21: else

22: k ← k − 1

23: end

24: endÓ÷Þìá 5.1. Áëãüñéèìïò ãéá �ïí áíáäñïìéêü õðïëïãéóìü �ïõ åëÜ÷éó�ïõ FSR ìßáò äõáäéêÞòáêïëïõèßáò yNÓ�éò ãñáììÝò 11; 12 �ïõ áëãïñßèìïõ ó�ï Ó÷Þìá 5.1, åîå�Üæå�áé �ï áí õðÜñ÷åé áýîçóç ó�çíðïëõðëïêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò, ìå âÜóç �ï Èåþñçìá 5.17· áí ç ðïëõðëïêü�ç�á áõîÜíå�áé,�ü�å ç íÝá �éìÞ áõ�Þò õðïëïãßæå�áé ó�ç ãñáììÞ 13, êÜíïí�áò ÷ñÞóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 5.4.Ìå âÜóç �ï �üñéóìá 5.18, �üóï ç éäéï�éìÞ üóï, êá�' åðÝê�áóç, êáé ç áýîçóç 
(yn+1) −
(yn) �çò ðïëõðëïêü�ç�áò ìðïñïýí íá õðïëïãéó�ïýí åýêïëá ìÝóù áíáæÞ�çóçò �ïõ ìÞêïõòsn ìåãáëý�åñïõ åðéèÝìá�ïò �çò yn �ï ïðïßï âñßóêå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï öïñÝò ìÝóá ó�çí yn.Ç õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áõ�Þò �çò áëãïñéèìéêÞò äéáäéêáóßáò åßíáé ãñáììéêÞ, ëüãù�ïõ ðïëý ãíùó�ïý áëãïñßèìïõ Knuth-Morris-Pratt (KMP) ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �áý�éóçðñï�ýðùí (pattern mat
hing), äçëáäÞ ãéá åýñåóç �çò èÝóçò ìßáò áêïëïõèßáò ìÝóá óå ìßáìåãáëý�åñç áêïëïõèßá [24℄. ÓõãêåêñéìÝíá, ï áëãüñéèìïò KMP ÷ñçóéìïðïéåß ìßá óõíÜñ�çóçðñïèÝìá�ïò (pre�x fun
tion) �ym : {0; 1; : : : ; m − 1} → {0; 1; : : : ; m − 1} ãéá ìßá áêïëïõèßáym, ðñïêåéìÝíïõ íá åëÝãîåé �çí åìöÜíéóç �çò ym ìÝóá óå êÜðïéá ìåãáëý�åñç áêïëïõèßá,üðïõ ç �ym(i) éóïý�áé ìå �ï ìÞêïò �ïõ ìåãáëý�åñïõ ðñïèÝìá�ïò �çò yi+1 �ï ïðïßï éóïý�áé ìåêÜðïéï ãíÞóéï åðßèåìá �çò yi+1, 0 ≤ i < m. Ç õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõõðïëïãéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò �ym åßíáé O(m); ðñïöáíþò, áí èÝóïõìå ŷn = yn−1 : : : y1y0, �ü�å119 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�á
Input: Sequence P = P1P2 . . . Pm

Output: Prefix function π
1: π[1]← 0

2: k ← 0

3: for q ← 2 to m do

4: while k > 0 and Pk+1 <> Pq do

5: k ← π[k]

6: if Pk+1 = Pq then

7: k ← k + 1

8: π[q]← k
9: end

10: return πÓ÷Þìá 5.2. Õðïëïãéóìüò �çò óõíÜñ�çóçò ðñïèÝìá�ïò (pre�x fun
tion) � �ïõ áëãïñßèìïõKMPsn = max0≤i<n{�ŷn(i)}. Ç äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò ðñïèÝìá�ïò, üðùò áõ�Þ÷ñçóéìïðïéåß�áé ó�ïí KMP, äßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.2. ¢ñá, ìå âÜóç �çí ðñïçãïýìåíç áíÜëõóçãßíå�áé öáíåñü ü�é ï õðïëïãéóìüò �çò íÝáò �éìÞò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò åßíáé ìéá ãñáììéêÞáëãïñéèìéêÞ äéáäéêáóßá. Åíáëëáê�éêÜ, Ýíáò ãñÜöïò DAWG ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá �ïíõðïëïãéóìü �çò áýîçóçò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò, üðùò ðåñéãñÜöå�áé ó�ï [58℄.Áíáêáëþí�áò åðßóçò �çí �ñü�áóç 5.7, áí 
(yn+1)− 
(yn) = k �ü�å �á åðüìåíá k bits �çòáêïëïõèßáò äåí ðñïêáëïýí áýîçóç ó�çí ðïëõðëïêü�ç�Ü �çò. Êá�Ü óõíÝðåéá, êÜèå Ýëåã÷ïòìÝóá ó�éò åðüìåíåò k åðáíáëÞøåéò ãéá åíäå÷üìåíç áýîçóç �çò ðïëõðëïêü�ç�áò åßíáé ðåñé��üò.¢ñá, áí ç óõíèÞêç ó�ç ãñáììÞ 10 ó�ï Ó÷Þìá 5.1 äåí éêáíïðïéåß�áé, �ü�å ï áëãüñéèìïò áðëÜìå�áðçäÜ ó�ç ãñáììÞ 17, áöïý äåí ÷ñåéÜæå�áé íá õðïëïãéó�åß ç éäéï�éìÞ �çò áêïëïõèßáò.Áîßæåé íá �ïíéó�åß ü�é ó�éò ãñáììÝò 5; 19; 20 �ïõ áëãïñßèìïõ, ó�éò ïðïßåò õðåéóÝñ÷ïí�áé ðñÜîåéòóå ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò, ïé ðñïóèÝóåéò ãßíïí�áé modulo 2.Åöüóïí, óå êÜèå âÞìá, ï ðñïóäéïñéóìüò �çò �éìÞò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò �çò áêïëïõèßáòáðáé�åß ãñáììéêÞ áëãïñéèìéêÞ ëåé�ïõñãßá, ç õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ�ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.1 êáèïñßæå�áé áðü �ç ãñáììÞ 5, ó�çí ïðïßá áðï�éìÜ�áé ç Ýîïäïò �çò ëïãé-êÞò óõíÜñ�çóçò h(n). �éá êÜèå n ≤ N , ç áíáðáñÜó�áóç ESOP �çò h(n) áðï�åëåß�áé áðüëéãü�åñïõò áðü n üñïõò ãéíïìÝíïõ, üðïõ ï êÜèå üñïò áðï�åëåß�áé áðü �ï ðïëý 
(yn) ≤ nìå�áâëç�Ýò. ¢ñá, ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç, ç õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áõ�ïý �ïõ âÞìá-�ïò åßíáé O(n2). Óõíåðþò, ëüãù �çò áíáäñïìéêÞò öýóçò �ïõ áëãïñßèìïõ, ãéá ìßá áêïëïõèßáìÞêïõò N ç õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé O(N3) ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñß-ð�ùóç. Ùó�üóï, áöïý êáíÝíáò üñïò ó�çí ESOP áíáðáñÜó�áóç �çò h(n) äåí Ý÷åé ðåñéóóü�åñåòáðü 
(yN) ìå�áâëç�Ýò, ãßíå�áé óáöÝò ü�é ç õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ ó�ç
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5.3 Åýñåóç �ïõ åëÜ÷éó�ïõ FSR ìßáò áêïëïõèßáò
n yn yn−1 . . . yn−m d Eigenvalue(yn

) k m f (n)

0 0 – – – 0 0 –

1 0 0 0 1 −1 0 0

2 1 0 1 1 2 2 x′
1x

′
2

3 1 10 1 3 1 2 x1x
′
2

4 0 11 0 3 0 2 0

5 1 01 1 4 0 2 x′
1x2

6 1 10 0 4 −1 2 0

7 1 11 1 4 2 4 x1x2x
′
3x4

8 0 1110 0 6 1 4 0

9 0 0111 1 6 0 4 x′
1x2x3x4

10 1 0011 0 8 −1 4 0

11 0 1001 1 8 −1 4 x1x
′
2x

′
3x4

12 1 0100 0 10 −2 4 0

13 1 1010 0 10 −3 4 0

14 1 1101 0 10 −4 4 0

15 0 1110 0 10 −5 4 0

16 1 0111 1 10 3 7 x′
1x2x3x4x

′
5x6x

′
7

17 1 1011101 0 13 2 7 0

18 0 1101110 1 13 1 7 x1x2x
′
3x4x5x6x

′
7Ó÷Þìá 5.3. Õðïëïãéóìüò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ FSR �çò áêïëïõèßáò y19 �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 5.22.ìÝóç ðåñßð�ùóç åîáñ�Ü�áé áðü �çí áíáìåíüìåíç �éìÞ �çò ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò �õ-÷áßùí äõáäéêþí áêïëïõèéþí ìÞêïõò N . ¼ðùò áðïäåéêíýå�áé ó�ï [58℄, ãéá ìåãÜëåò �éìÝò�ïõ N éó÷ýåé E(
(yN)) ≈ 2 log2 N , ïðü�å ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé êá�Ü ìÝóïüñï O(N2 log2 N). Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é ï áëãüñéèìïò ðïõ ðñï�åßíå�áé åäþ Ý÷åé �çí ßäéáõðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìå �ïí áëãüñéèìï ðïõ ðñï�åßíå�áé ó�ï [58℄ ãéá �çí åýñåóç �ïõåëÜ÷éó�ïõ FSR ìßáò áêïëïõèßáò, ï ïðïßåò âáóßæå�áé ó�ç ÷ñÞóç ãñÜöïõ DAWG. Ùó�üóï, çáíáäñïìéêÞ äïìÞ �ïõ áëãïñßèìïõ �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.1 óõíéó�Ü óçìáí�éêü ðëåïíÝê�çìÜ �ïõ,áöïý ðëÝïí äåí ÷ñåéÜæå�áé íá ãíùñßæïõìå åî áñ÷Þò ïëüêëçñç �çí áêïëïõèßá, åíþ åðßóçò óåêÜèå âÞìá �ïõ áëãïñßèìïõ áîéïðïéåß�áé áðïäï�éêÜ ç ðëçñïöïñßá ðïõ Ý÷ïõìå áðïêïìßóåé áðüðñïçãïýìåíá âÞìá�á.�áñÜäåéãìá 5.22. Áò èåùñÞóïõìå �çí áêïëïõèßáy19 = 0011011100101110110 :Åê�åëþí�áò �ïí áëãüñéèìï �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.1, ó�ç öÜóç áñ÷éêïðïßçóçò èá Ý÷ïõìå m = k = 0êáé h(0) = y0 = 0 (âëÝðå Ó÷Þìá 5.3 ãéá ìßá âÞìá ðñïò âÞìá ðåñéãñáöÞ �çò åê�Ýëåóçò �ïõáëãïñßèìïõ). Óå êÜèå âÞìá, ç �ñÝ÷ïõóá êá�Üó�áóç �ïõ FSR åßíáé ç yn−1 : : : yn−m êáé d =yn−h(n)(yn−1; : : : ; yn−m), üðïõm åßíáé ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò yn êáé ç h(n) äßíå�áé áðü �çí (5.7).¢ñá, áí d = 1 �ü�å Ý÷ïõìå áóõìöùíßá. �éá êÜèå n, ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé �çí éäéï�éìÞ �çò121 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò
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Ó÷Þìá 5.4. Ôï ðñïößë �çò ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò �çò áêïëïõèßáò y19 �ïõ �áñáäåßã-ìá�ïò 5.22yn ìüíï áí d = 1 êáé k ≤ 0 (áöïý ìüíï óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç ìðïñåß íá õðÜñîåé áýîçóç �çòìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò)· óõíåðþò, ç éäéï�éìÞ õðïëïãßæå�áé ìüíï ó�éò ðåñéð�þóåéò ãéán = 2; 5; 7; 11; 16. Ïðï�åäÞðï�å õðÜñ÷åé áóõìöùíßá, ï êá�Üëëçëïò åëá÷éó�üñïò ðñïó�ßèå�áéó�ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò, äéáöïñå�éêÜ ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò ìÝíåé áìå�Üâëç�ç. �éá êÜèån, ç ìå�áâëç�Þ m ó�ç n-éïó�Þ ãñáììÞ éóïý�áé ìå 
(yn+1). ¼ðùò öáßíå�áé áðü �ï Ó÷Þìá 5.3,ãéá �ç óõãêåêñéìÝíç áêïëïõèßá y19 éó÷ýåé 
(y19) = 7.O ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò åýñåóçò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ FSR ìßáò áêïëïõèßáò ðñïóïìïéÜæåé �ïíáëãüñéèìï �ùí Berlekamp-Massey, ï ïðïßïò õðïëïãßæåé �ïí åëÜ÷éó�ï LFSR ìßáò áêïëïõ-èßáò (Ó÷Þìá 2.4)· ðñÜãìá�é, �üóï ó�ïí BMA üóï êáé ó�ïí ðñï�åéíüìåíï åäþ áëãüñéèìï, áíõðÜñ÷åé áóõìöùíßá ìå �çí Ýëåõóç �ïõ yn−1, �ü�å ìßá ðëÞñùò ïñéóìÝíç äéïñèù�éêÞ óõíÜñ�çóçðñïó�ßèå�áé ó�ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ FSR �çò yn−1, ðñïêåéìÝíïõ íá ðñïóäéï-ñéó�åß ï åëÜ÷éó�ïò FSR �çò yn. Ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �ïí õðïëïãéóìü�ïõ ìÞêïõò �ïõ åëÜ÷éó�ïõ LFSR ðïõ ðáñÜãåé �çí yn (äçëáäÞ �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á
lc(yn) �çò yn) åßíáé

lc(yn) = max
{
lc(yn−1); n− lc(yn−1)

} ; (5.8)üðùò áõ�Þ ðñïêýð�åé áðü �çí áíÜëõóç �ùí éäéï�Þ�ùí �ïõ ðñïößë �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëï-êü�ç�áò ðïõ ðáñïõóéÜæå�áé ó�çí åíü�ç�á 2.4. Óõãêñßíïí�áò �çí (5.8) ìå �çí (5.4), áíáäåé-êíýïí�áé �á üìïéá ÷áñáê�çñéó�éêÜ �ùí ðñïößë ãñáììéêÞò êáé ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò.ÓõãêåêñéìÝíá, áíáêáëþí�áò �ï �üñéóìá 5.19, �üóï ç ãñáììéêÞ üóï êáé ç ìç ãñáììéêÞ ðïëõ-
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5.4 Óõó÷å�ßóåéò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò ìå �ïí âáèìü óõìðßåóçòðëïêü�ç�á �çò yn−1 äåí áõîÜíïõí áí åßíáé ìåãáëý�åñåò Þ ßóåò áðü �çí �éìÞ n
2
. Áðü �çí ÜëëçðëåõñÜ, áí ïðïéáäÞðï�å áðü áõ�Ýò åßíáé ìéêñü�åñç áðü n

2
êáé, ìå �çí Ýëåõóç �ïõ åðüìåíïõbit, ç ðïëõðëïêü�ç�á áõîÜíå�áé, �ü�å ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ãßíå�áé n− lc(yn−1), åíþ çìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áõîÜíå�áé óå n− k(yn−1) < n− 
(yn−1).Ôá ðáñáðÜíù áðï�õðþíïí�áé ó�ï Ó÷Þìá 5.4, üðïõ ç óõíå÷Þò ãñáììÞ ðåñéãñÜöåé �ï ðñïößë�çò ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ãéá �çí áêïëïõèßá y19 �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 5.22, åíþ çêáìðýëç áí�éó�ïé÷åß ó�çí áíáìåíüìåíç �éìÞ E(
(yn+1)) = 2 log2(n+1). Ç äéÜó�éê�ç ãñáììÞáí�éó�ïé÷åß ó�çí �éìÞ �çò ðïóü�ç�áò nc(yn+1) =

(
(yn) + k(yn))E(
(yn+1))n+1
, ç ïðïßá êáèïñßæåé�ï áí ç ðïëõðëïêü�ç�á áõîÜíå�áé ü�áí õðÜñ÷åé áóõìöùíßá ìÝóù �ïõ åëÝã÷ïõ

nc(yn+1) ≥ E(
(yn+1)) ⇔ 
(yn) + k(yn) ≥ n + 1

⇔ 
(yn+1) = 
(yn):Ïé ïìïéü�ç�åò �çò ðáñáðÜíù Ýêöñáóçò ìå �çí lc(yn+1) ≥ E(lc(yn+1)) = n+1
2
⇔ lc(yn+1) =

lc(yn) åßíáé ðñïöáíåßò. ÔÝëïò, ïé áó�åñßóêïé \*" ó�ï Ó÷Þìá 5.4 áí�éó�ïé÷ïýí ó�ç íÝá �éìÞ
(n+ 1)− 
(yn) ðïõ èá ðñïÝêõð�å ãéá �çí ðïëõðëïêü�ç�á ìå âÜóç �çí (5.8), åÜí áõ�Þ Þ�áí çãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé áí, åðßóçò, ßó÷õå lc(yn) = 
(yn) ãéá n = 2; 7; 16.5.4 Óõó÷å�ßóåéò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò ìå �ïí âáèìü óõìðßå-óçòÓå áõ�Þí �çí åíü�ç�á ìåëå�Ü�áé �ï ðþò ç ðïëõðëïêü�ç�á ìßáò áêïëïõèßáò åðçñåÜæåé �çíéêáíü�ç�Ü óõìðßåóçò �çò, üðùò áõ�Þ êáèïñßæå�áé áðü �ïí åõñÝùò äéáäåäïìÝíï áëãüñéèìï óõ-ìðßåóçò �ùí Lempel-Ziv. ÓõãêåêñéìÝíá èá ìåëå�Þóïõìå �ç äåý�åñç Ýêäïóç �ïõ áëãïñßèìïõ,ãíùó�Þ ùò LZ78 [140℄. Ìßá áêïëïõèßá yN ìå �éìÝò óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï áëöÜâç�ï ÷ùñßæå�áéóå áíÜ äýï äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý �ïõò ëÝîåéò w1; w2; : : : , üðùò öáßíå�áé ó�çí (5.3), ìå ìßáðéèáíÞ åîáßñåóç ãéá �çí �åëåõ�áßá ëÝîç (ãéá �çí ïðïßá ìðïñåß íá õðÜñ÷åé ìßá ðñïçãïýìåíçëÝîç ßäéá ìå áõ�Þ). Ìå âÜóç �çí (5.3), Ý÷ïõìåw1 = y0 êáé wi = yhi−1hi−2+1 ∀ i ≥ 2 :Ç äéáäéêáóßá êá�Ü�ìçóçò �çò áêïëïõèßáò óå ëÝîåéò ó�ïí LZ78 åßíáé �Ý�ïéá þó�å �ï ðñüèåìáw`(wi)−1i êÜèå ëÝîçò wi ìÞêïõò `(wi) > 1 íá �áõ�ßæå�áé ìå êÜðïéá ðñïçãïýìåíç ëÝîç wj ãéáêÜðïéï j < i.
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Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�á�áñÜäåéãìá 5.23. Áí åöáñìïó�åß ï LZ78 ó�ç äõáäéêÞ áêïëïõèßáy11 = 11001000110;�ü�å áõ�Þ ÷ùñßæå�áé ó�éò ëÝîåéò
1 · 10 · 0 · 100 · 01 · 10üðïõ ç áðïõóßá �çò �åëåßáò ó�ï �Ýëïò õðïäçëþíåé ü�é ç �åëåõ�áßá ëÝîç 10 Ý÷åé Þäç åìöáíéó�åßíùñß�åñá.�éá ìßá äõáäéêÞ áêïëïõèßá yN , ç óõìðßåóç åðé�õã÷Üíå�áé ìå �ï íá ìå�á�ñÝðå�áé êÜèå ëÝîçwi óå ìßá íÝá êùäéêÞ ëÝîç 
i áðï�åëïýìåíç áðü äýï �ìÞìá�á: �ï ðñþ�ï �ìÞìá �çò 
i åßíáéç äõáäéêÞ áíáðáñÜó�áóç �ïõ áêåñáßïõ j ðïõ ïñßæå�áé ìïíïóÞìáí�á áðü �çí wj = w`(wi)−1i ,åíþ �ï äåý�åñï �ìÞìá �çò 
i åßíáé áðëÜ �ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï �çò wi. ¢ñá, áí p(yN) åßíáé �ïðëÞèïò �ùí ëÝîåùí ðïõ èá ðñïêýøïõí êá�Ü �ç äéáäéêáóßá êá�Ü�ìçóçò �çò áêïëïõèßáò, �ü�åï ëüãïò óõìðßåóçò (
ompression ratio) �çò yN éóïý�áé ìå�yN =

1N p(yN )∑i=1

`(
i) =
1N p(yN )∑i=1

⌈log2(2i)⌉ (5.9)áöïý `(
i) = ⌈log2(i)⌉ + 1 = ⌈log2(2i)⌉ [140℄. Ï ëüãïò óõìðßåóçò ãéá ìßá ìåìïíùìÝíçëÝîç wi ïñßæå�áé áí�ßó�ïé÷á ùò `(
i)`(wi) . Ç áðïóõìðßåóç ãßíå�áé ìå �çí áí�ßó�ñïöç äéáäéêáóßá.Áðü �çí (5.9) ðñïêýð�åé ü�é, üóï ç ðïóü�ç�á �yN åëá��þíå�áé, �üóï êáëý�åñç (ìåãáëý�åñç)óõìðßåóç åðé�õã÷Üíå�áé. ¢ñá, ïé êñõð�ïãñáöéêÝò áêïëïõèßåò ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ìåãÜëåò �éìÝòãéá �á 
(yN) êáé �yN . ¸ó�ù w̄ êáé 
̄ �ï ìÝóï ìÞêïò �ùí ëÝîåùí êáé �ùí êùäéêþí ëÝîåùíáí�ßó�ïé÷á, äçëáäÞ w̄ = Np(yN )
êáé 
̄ = 1p(yN )

∑p(yN )i=1 `(
i). Ôü�å, ï ëüãïò óõìðßåóçò �çò yN ,üðùò ïñßæå�áé ó�çí (5.9), ìðïñåß éóïäýíáìá íá ãñáöåß ùò�yN =

̄̄w : (5.10)Áðü �çí (5.10) ðñïêýð�åé Üìåóá �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá.�üñéóìá 5.24. ¸ó�ù ïé äõáäéêÝò áêïëïõèßåò y1; y2 ïé ïðïßåò äéáóðþí�áé, áí åöáñìïó�åßç äéáäéêáóßá êá�Ü�ìçóçò �ïõ LZ78, óå p(y1) êáé p(y2) ëÝîåéò áí�ßó�ïé÷á. Ôü�å, éó÷ýåé�y1 < �y2 áí êáé ìüíï áí w̄1 > 
̄1
̄2 w̄2.�áñá�Þñçóç 5.25. Óå äéÜöïñåò õëïðïéÞóåéò �ïõ LZ78, �ï ìÝãåèïò êÜèå êùäéêÞò ëÝîçò åßíáéó�áèåñü êáé ßóï ìå ⌈log2(p(yN))⌉+ 1. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá áõ�Þí �çí Ýêäïóç �ïõ LZ78, ðñáã-ìá�ïðïéåß�áé ðñþ�á ìßá áñ÷éêÞ óÜñùóç �çò áêïëïõèßáò ðñïêåéìÝíïõ íá ó÷çìá�éó�ïýí üëåòKùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 124



5.4 Óõó÷å�ßóåéò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò ìå �ïí âáèìü óõìðßåóçòïé ëÝîåéò êá�Ü �ç äéáäéêáóßá êá�Ü�ìçóçò, êáé ó�ç óõíÝ÷åéá, ìå ìßá äåý�åñç óÜñùóç, êÜèåëÝîç wi êùäéêïðïéåß�áé ìå âÜóç �ïõò ðáñáðÜíù êáíüíåò, üðïõ üìùò ãéá �ï ðñþ�ï �ìÞìá �çò
i ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ðÜí�á ⌈log2(p(yN))⌉ bits. Áõ�Þ ç ðáñáëëáãÞ Ý÷åé ùò áðï�Ýëåóìá ìßáðéï åýêïëç äéáäéêáóßá áðïêùäéêïðïßçóçò· ùó�üóï, ï ëüãïò óõìðßåóçò ðïõ ðñïêýð�åé åßíáéìåãáëý�åñïò - äçëáäÞ, äåí åðé�õã÷Üíå�áé åîßóïõ êáëÞ óõìðßåóç.Áðü �çí ðåñéãñáöÞ �ïõ LZ78 ðñïêýð�åé ü�é êÜèå äõáäéêÞ áêïëïõèßá yN = y0y1 : : : yN−1�çò ìïñöÞò yN = a1 a1a2 a1a2a3 : : : a1a2a3 : : : as (5.11)üðïõ N = 1
2
s(s+1), ÷ùñßæå�áé ó�ï åëÜ÷éó�ï äõíá�ü ðëÞèïò ëÝîåùí s ùò ðñïò �ï ìÞêïò �çò N ·ìå Üëëá ëüãéá, ãéá êÜèå Üëëç áêïëïõèßá ỹN ìÞêïõò N éó÷ýåé p(yN) ≥ s. ¸�óé, ïäçãïýìáó�åó�ïí áêüëïõèï ïñéóìü.Ïñéóìüò 5.26. ÊÜèå äõáäéêÞ áêïëïõèßá yN �Ý�ïéá þó�å

• p(yN) = s ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï s ≥ 2 êáé
• N = 1

2
s(s+ 1),ïíïìÜæå�áé s-âÝë�éó�ç (s-optimal) áêïëïõèßá êáé óõìâïëßæå�áé ùò ysopt. Ï ëüãïò óõìðßåóçòìßáò s-âÝë�éó�çò áêïëïõèßáò óõìâïëßæå�áé ùò �sopt.Áðü �ïí Ïñéóìü 5.26 ðñïêýð�åé ü�é êÜèå s-âÝë�éó�ç áêïëïõèßá ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ðëÞ-ñùò áðü �á �åëåõ�áßá s ó�ïé÷åßá �çò a1a2 : : : as. ¢ñá, õðÜñ÷ïõí 2s s-âÝë�éó�åò áêïëïõèßåò.Ó�ï õðüëïéðï �çò åíü�ç�áò, èá áíáöåñüìáó�å óå áõ�Ýò ìå �ï óõìâïëéóìü yN =opt 〈a1; : : : ; as〉.Ó�ç óõíÝ÷åéá, áðïäåéêíýïõìå ìßá ó÷Ýóç ìå�áîý �çò ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò êáé�ïõ âáèìïý óõìðßåóçò. �ñïò áõ�Þí �çí êá�åýèõíóç, èá ðáñïõóéáó�ïýí áñ÷éêÜ óçìáí�éêÝòéäéü�ç�åò �ùí s-âÝë�éó�ùí áêïëïõèéþí, ïé ïðïßåò åî ïñéóìïý åßíáé õøçëÜ óõìðéÝóéìåò. Áðü�éò éäéü�ç�åò áõ�þí èá ðñïêýøåé Ýíá êÜ�ù öñÜãìá �ïõ âáèìïý óõìðßåóçò êÜèå äõáäéêÞò áêï-ëïõèßáò, �ï ïðïßï åîáñ�Ü�áé áðü �çí ðïëõðëïêü�ç�Ü �çò.ËÞììá 5.27. �éá êÜèå n ≥ 1, éó÷ýåé (2n − 1)(n− 1) =

∑2n−1i=1 ⌈log2(i)⌉.Áðüäåéîç. �éá êÜèå n ≥ 1 Ý÷ïõìå
2n−1∑i=1

⌈log2(i)⌉ =
n−1∑i=0

2i∑j=1

⌈log2(2
i + j)⌉ − n
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Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�á
=

n−1∑i=0

(i + 1)2i − n
= (2n − 1) + 2

n−2∑i=0

(i + 1)2i − nüðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �ç ó÷Ýóç ∑n−1i=0 (i + 1)2i =
∑n−1i=0 2i +

∑n−1i=1 i 2i. Áí åöáñìüóïõìåáíáäñïìéêÜ áõ�Þí �çí éäéü�ç�á n− 2 öïñÝò êá�áëÞãïõìå ó�çí
2n−1∑i=1

⌈log2(i)⌉ =

n−1∑i=0

2i(2n−i − 1)− n
= n(2n − 1)−

n−1∑i=0

2i�ï ïðïßï ïëïêëçñþíåé �çí áðüäåéîç. 2Ç áêüëïõèç �ñü�áóç áðïäåéêíýåé ü�é, ü�áí áõîÜíå�áé �ï s, ï ëüãïò óõìðßåóçò �ùí s-âÝë�éó�ùí áêïëïõèéþí ìåéþíå�áé.�ñü�áóç 5.28. �éá êÜèå s ≥ 3, éó÷ýåé �sopt > �s+1opt .Áðüäåéîç. Åî ïñéóìïý, ïé s-âÝë�éó�åò áêïëïõèßåò éêáíïðïéïýí �ç ó÷Ýóç w̄s = 1
2
(s + 1).Óýìöùíá ìå �ï �üñéóìá 5.24 éó÷ýåé �sopt > �s+1opt áí êáé ìüíï áí w̄s+1 > 
̄s+1
̄s w̄s. Áðü áõ�Þí�ç ó÷Ýóç êá�áëÞãïõìå, ìå�Ü áðü ðñÜîåéò, ó�á åîÞò:�sopt > �s+1opt ⇔ (s+ 2)

s∑i=1

⌈log2(2i)⌉ > s s+1∑i=1

⌈log2(2i)⌉
⇔ 2

s∑i=1

⌈log2(2i)⌉ > s⌈log2(2(s+ 1))⌉

⇔ 2
s∑i=1

⌈log2(i)⌉ − s⌈log2
s+1
2
⌉ > 0 : (5.12)¸ó�ù k ≥ 1 ï ìïíáäéêüò áêÝñáéïò ðïõ ðñïóäéïñßæå�áé áðü �çí 2k ≤ s < 2k+1, ïðü�å s = 2k+rãéá êÜðïéï 0 ≤ r < 2k. Êá�Ü óõíÝðåéá, Ý÷ïõìå ⌈log2

s+1
2
⌉ = k. Áöïý áðü �çí õðüèåóç Ý÷ïõìås ≥ 3, ðñïêýð�åé ü�é r = 1 > 0 áí k = 1. Áí�éêáèéó�þí�áò �ï s ó�çí (5.12), ðñïêýð�åé

2

(
2k∑i=1

⌈log2(i)⌉+

2k+r∑i=2k+1

⌈log2(i)⌉)− (2k + r)k
= 2
(
2k(k − 1) + 1 + r(k + 1)

)
− (2k + r)k

= (2k + r)(k − 2) + 2(2r + 1)Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 126



5.4 Óõó÷å�ßóåéò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò ìå �ïí âáèìü óõìðßåóçòüðïõ∑2ki=1⌈log2(i)⌉ = 2k(k−1)+1 ëüãù �ïõ ËÞììá�ïò 5.27. ¼ìùò, ç �åëåõ�áßá ðáñÜó�áóçåßíáé ðÜí�á èå�éêÞ ãéá êÜèå k ≥ 1 (áöïý, ãéá k = 1, Ý÷ïõìå r = 1). ¢ñá, ç (5.12) éó÷ýåé. 2�ñü�áóç 5.29. ¸ó�ù yN ìßá äõáäéêÞ áêïëïõèßá ìÞêïõò N , êáé Ýó�ù s ï åëÜ÷éó�ïò áêÝ-ñáéïò ìå �çí éäéü�ç�á N ≤ 1
2
s(s+ 1). Ôü�å, éó÷ýåé �yN ≥ �sopt.Áðüäåéîç. Áðü �çí õðüèåóç Ý÷ïõìå ü�é 1

2
(s − 1)s < N , äçëáäÞ �ï ìÞêïò �çò yN åßíáéìåãáëý�åñï áðü �ï ìÞêïò ìßáò (s − 1)-âÝë�éó�çò áêïëïõèßáò. Áõ�ü, óå óõíäõáóìü ìå �ïíÏñéóìü 5.26, ìáò ïäçãåß ó�çí p(yN) ≥ s. Áðü �çí (5.9) Ý÷ïõìå�yN =

1N(s(s+ 1)

2
�sopt +

p(yN )∑i=s+1

`(
i)) ≥ s(s+ 1)

2N �sopt
≥ �soptáöïý s(s+ 1) ≥ 2N . 2Èåþñçìá 5.30. ¸ó�ù y ìßá ðåñéïäéêÞ äõáäéêÞ áêïëïõèßá ìå ðåñßïäï N êáé 
(y) = m, êáéÝó�ù yN �ï ðåñéïäéêü �ìÞìá �çò y, äçëáäÞ ç áêïëïõèßá ðïõ ðñïêýð�åé áðü �á ðñþ�á N bits�çò y. Áí n åßíáé ï ìåãáëý�åñïò áêÝñáéïò ìå �çí éäéü�ç�á 2n ≤ m < 2n+1, �ü�å éó÷ýåé�yN > min

{
1m⌈log2(2m)⌉; 1

2n (n+ 1)
} : (5.13)Áðüäåéîç. ¸ó�ù w1; : : : ; wk ïé ëÝîåéò ó�éò ïðïßåò ÷ùñßæå�áé ç yN , ìå�Ü �ç äéáäéêáóßáêá�Ü�ìçóçò ó�çí ïðïßá õðüêåé�áé áðü �ïí LZ78. Áðü �çí (5.9) èá Ý÷ïõìå�yN =

1N k∑i=1

`(wi)⌈log2(2i)⌉`(wi) > ∑ki=1 `(wi)�minN = �min ;üðïõ �min = min1≤i≤k{ 1`(wi)⌈log2(2i)⌉} åßíáé ï ìéêñü�åñïò ëüãïò óõìðßåóçò ìå�áîý �ùí ëüãùíóõìðßåóçò üëùí �ùí ëÝîåùí. Áöïý ãéá êÜèå 1 ≤ i ≤ k éó÷ýåé `(wi) ≤ i (üðïõ, áí `(wi) = iãéá êÜèå i, �ü�å ç yN åßíáé k-âÝë�éó�ç), ðñïêýð�åé�min ≥ min
1≤i≤k{1i ⌈log2(2i)⌉} :Åðßóçò, áöïý áðü �çí õðüèåóç Ý÷ïõìå 
(y) = m, äåí õðÜñ÷åé æåõãÜñé üìïéùí õðáêïëïõèéþíìÝóá ó�çí yN êáé, ùò åê �ïý�ïõ, �ï ìÝãéó�ï äõíá�ü ìÝãåèïò ëÝîçò ðïõ ìðïñåß íá åìöáíéó�åßìå�Ü �ç äéáäéêáóßá êá�Ü�ìçóçò åßíáé m· äéáöïñå�éêÜ, áí `(wl) > m ãéá êÜðïéï m+1 ≤ l ≤ k,�ü�å ç wml èá åß÷å åìöáíéó�åß íùñß�åñá. ¢ñá, óõíäõÜæïí�áò �á ðáñáðÜíù, êá�áëÞãïõìå ó�çó÷Ýóç �yN > min

1≤i≤m{1i ⌈log2(2i)⌉} :127 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�áÇ óõíÜñ�çóç f(x) = 1x⌈log2(2x)⌉ åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï äéÜó�çìá (2n; 2n+1] ãéá êÜèån ≥ 1. Ùó�üóï, éó÷ýåé f(2n) < f(2n + j) ãéá 1 ≤ j ≤ �n, üðïõ ï áêÝñáéïò �n åîáñ�Ü�áé áðü�ï n. Êá�Ü óõíÝðåéá, éó÷ýåé �åëéêÜ�yN > min
{f(m); f(2n)} :Ï áêÝñáéïò �n ðïõ ðåñéãñÜöçêå áíù�Ýñù ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß ùò åîÞò: áöïý m = 2n+a ãéáêÜðïéï 0 ≤ a < 2n, �ü�å éó÷ýåé ⌈log2(2m)⌉ = n + 2 êáé, óõíåðþò, èá Ý÷ïõìå f(2n) ≤ f(m)áí êáé ìüíï áí n + 1

2n ≤ 1m⌈log2(2m)⌉ ⇔ (2n + a)(n + 1) ≤ 2n(n+ 2)

⇔ a ≤ 1n+ 1
2n:

2�áñá�Þñçóç 5.31. Áðü �éò �ñï�Üóåéò 5.28 êáé 5.29 ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå åýêïëá ü�éáí 
(y) = m åßíáé ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ðåñéïäéêÞò äõáäéêÞò áêïëïõèßáò y êáé m åßíáé ïìéêñü�åñïò áêÝñáéïò �Ý�ïéïò N ≤ 1
2
m(m+ 1), üðïõ N åßíáé ç ðåñßïäïò �çò áêïëïõèßáò, �ü�åï ëüãïò óõìðßåóçò �çò yN åßíáé ìåãáëý�åñïò Þ ßóïò áðü �ïí áñéèìü �mopt. Áõ�ü �ï êÜ�ùöñÜãìá åßíáé õøçëü�åñï áðü áõ�ü �çò (5.13). �ñÜãìá�é, Ýó�ù 2n ≤ m < 2n+1 ãéá êÜðïéïn ≥ 1 üðùò áêñéâþò ó�ï Èåþñçìá 5.30, êáé áò õðïèÝóïõìå áñ÷éêÜ ü�é m = 2n. Ôü�å, èáÝ÷ïõìå �2nopt > �2n+1−1opt = 1

2n (n+ 1)ëüãù �çò �ñü�áóçò 5.28. Äéáöïñå�éêÜ, áí m > 2n, éó÷ýåé m = 2n + r ìå 1 ≤ r < 2n, ïðü�åãéá íá áðïäåßîïõìå ü�é �mopt > f(m) áñêåß íá äåßîïõìå ü�é ç áêüëïõèç ðáñÜó�áóç åßíáé ðÜí�áèå�éêüò áñéèìüò:
2

m∑i=1

⌈log2(2i)⌉ − (m + 1)⌈log2(2m)⌉

= 2

( m∑i=1

⌈log2(i)⌉ − 1

)

− (m + 1)
(
⌈log2(m)⌉ − 1

)

= 2

(
2n∑i=1

⌈log2(i)⌉ − 1 + r(n+ 1)

)

− (2n + r + 1)n
= 2
(
2n(n− 1) + r(n+ 1)

)
− (2n + r + 1)n

= (2n + r − 1)(n− 2) + 2(2r − 1)
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5.4 Óõó÷å�ßóåéò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò ìå �ïí âáèìü óõìðßåóçòüðïõ èÝóáìå ∑2ni=1⌈log2(i)⌉ = 2n(n − 1) + 1 ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï ËÞììá 5.27. Ç �åëéêÞðáñÜó�áóç ðïõ ðñïêýð�åé åßíáé èå�éêÞ ãéá n > 1, åíþ áí n = 1 (ïðü�å õðï÷ñåù�éêÜ èáÝ÷ïõìå r = 1) ãßíå�áé 3(r − 1) = 0· óõíåðþò, áí m = 3, �á äýï êÜ�ù öñÜãìá�á óõìðßð�ïõí.¼ðùò áíáäåéêíýå�áé ó�çí áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 5.30, �ï êÜ�ù öñÜãìá �çò (5.13)ìåéþíå�áé êáèþò ç ðïëõðëïêü�ç�á 
(y) �çò ðåñéïäéêÞò áêïëïõèßáò y áõîÜíå�áé. Êá�Ü óõíÝ-ðåéá, åßíáé ðéèáíü íá õðÜñ÷ïõí áêïëïõèßåò ðïëý õøçëÞò ðïëõðëïêü�ç�áò, ïé ïðïßåò üìùò íáåßíáé õøçëÜ óõìðéÝóéìåò. Ìå äåäïìÝíï ü�é �õ÷áßåò áêïëïõèßåò äåí áíáìÝíå�áé íá Ý÷ïõí áõ�Ü�á ÷áñáê�çñéó�éêÜ, óõìðåñáßíïõìå ü�é ï âáèìüò óõìðßåóçò ìßáò êñõð�ïãñáöéêÞò áêïëïõèßáòðñÝðåé íá åîå�Üæå�áé �áõ�ü÷ñïíá ìå �çí ðïëõðëïêü�ç�Ü �çò, Ý�óé þó�å íá áðïññßð�ïí�áé áêï-ëïõèßåò ðïõ ðáñïõóéÜæïõí áõ�Þí �ç óõìðåñéöïñÜ. Áðü �çí áíÜëõóç áõ�Þ ãßíå�áé öáíåñü ü�éáíáêýð�åé ç áíÜãêç �çò êá�Ü �ï äõíá�üí �áõ�ïðïßçóçò �ùí äõáäéêþí áêïëïõèéþí ðïëõðëï-êü�ç�áò m �ùí ïðïßùí ï ëüãïò óõìðßåóçò åßíáé êïí�Ü ó�ï êÜ�ù öñÜãìá (5.13), áöïý áõ�Ýòïé áêïëïõèßåò äåí ðñÝðåé íá èåùñïýí�áé êá�Üëëçëåò ãéá êñõð�ïãñáöéêÝò åöáñìïãÝò. �ñïòáõ�Þí �çí êá�åýèõíóç, ìåëå�ïýìå ó�ç óõíÝ÷åéá éäéü�ç�åò �çò ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áòãéá �éò s-âÝë�éó�åò áêïëïõèßåò, áöïý áõ�Ýò ðáñïõóéÜæïõí ÷áìçëïýò ëüãïõò óõìðßåóçò.�ñü�áóç 5.32. ¸ó�ù ysopt =opt 〈a1; : : : ; as〉, üðïõ s ≥ 4. Ôü�å, ç ysopt ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïíäýï üìïéåò õðáêïëïõèßåò ìÞêïõò s.Áðüäåéîç. ¼ðùò ðñïêýð�åé áðü �ïí Ïñéóìü 5.26, ç ëÝîç wi, ãéá 1 ≤ i ≤ s, ðïõ ðñïêýð�åéáðü �çí êá�Ü�ìçóç ðïõ åðéöÝñåé ï LZ78, éóïý�áé ìå wi = a1 : : : ai. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç-�áò èåùñïýìå ü�é a1 = 1 (ç ðåñßð�ùóç a1 = 0 ìðïñåß íá áí�éìå�ùðéó�åß ïìïßùò). ÅÜí éó÷ýåéas = 1, �ü�å ðñïêýð�åé Üìåóá ü�é ws−1a1 = ws. Äéáöïñå�éêÜ, ãéá �çí ðéï åíäéáöÝñïõóáðåñßð�ùóç üðïõ as = 0, äéá÷ùñßæïõìå �éò áêüëïõèåò ðåñéð�þóåéò ó÷å�éêÜ ìå �éò �éìÝò ðïõìðïñåß íá Ý÷åé ç ws = a1a2a3a4 : : : as−4as−3as−2as−1as (üðïõ �ï óýìâïëï \*" õðïäçëþíåé ü�éç áí�ßó�ïé÷ç �éìÞ �ïõ bit ìðïñåß íá åßíáé åß�å 0 åß�å 1):
• 10** : : :***10 : �ü�å ws−2a1a2 = ws,
• 11** : : :***10 : �ü�å ws−2a1a2 = ws−1a1,
• 1*** : : :**000 : �ü�å as−2ws−1 = as−1ws−1s ,
• 100* : : :**100 : �ü�å ws−3a1a2a3 = ws,
• 101* : : :**100 : �ü�å ws−3a1a2a3 = ws−1a1,129 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�á
• 111* : : : 01100 : �ü�å ws−3a1a2a3 = ws−2a1a2,
• 1100 : : : 01100 : �ü�å ws−4a1a2a3a4 = ws,
• 1101 : : : 01100 : �ü�å ws−4a1a2a3a4 = ws−1a1,
• 11** : : : 00100 : �ü�å as−4ws−3a1a2 = as−3ws−2a1,
• 11** : : : 11100 : �ü�å as−4ws−3a1a2 = as−3ws−2a1,
• 1*** : : : 10100 : �ü�å as−4as−3ws−2 = as−2as−1ws−2s .H 4-âÝë�éó�ç áêïëïõèßá y4opt =opt 〈1; 1; 0; 0〉 äåí êáëýð�å�áé áðü �éò ðáñáðÜíù ðåñéð�þóåéò,áëëÜ êáé áõ�Þ éêáíïðïéåß �çí åðéèõìç�Þ éäéü�ç�á áöïý éóïý�áé ìå �çí y = 1111101100 êáé,ðñïöáíþò, Ý÷ïõìå y3

0 = y4
1. 2ËÞììá 5.33. ¸ó�ù ç áêïëïõèßá ymopt ìå ðïëõðëïêü�ç�á 
(yN) = m ≥ 4 êáé ìÞêïò N =

1
2
m(m + 1). Ôü�å, õðÜñ÷åé áêÝñáéïò 0 ≤ i < N −m �Ý�ïéïò þó�å yi+m−1i = yN−1N−m.Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå ü�é äåí õðÜñ÷åé áêÝñáéïò i ìå �çí ðáñáðÜíù éäéü�ç�á. Ôü�å,áðü �çí �ñü�áóç 5.32, õðÜñ÷ïõí äýï áêÝñáéïé 0 ≤ n1 < n2 < N −m �Ý�ïéïé þó�å yn1+m−1n1

=yn2+m−1n2
. Óõíåðþò, áöïý ç õðáêïëïõèßá yN−1N−m äåí åìöáíßæå�áé íùñß�åñá ó�çí yN , õðÜñ÷åé

1 ≤ j ≤ N − n2 −m �Ý�ïéï þó�å yn1+m−1+jn1
6= yn2+m−1+jn2¢ñá, áðü �çí �ñü�áóç 5.1 ðñïêýð�åé ü�é 
(yN) > m - Ü�ïðï. 2�ñü�áóç 5.34. ¸ó�ù ç áêïëïõèßá yN =opt 〈a1; : : : ; am〉 ìå 
(yN) = m ≥ 4, êáé Ýó�ù åðßóçòç áêïëïõèßá ỹL =opt 〈a1; : : : ; am+1〉, äçëáäÞ ỹN−1
0 = yN . Ôü�å, éó÷ýåé 
(ỹL) > m.Áðüäåéîç. Áðü �çí õðüèåóç Ý÷ïõìå ü�é L = N + m + 1. Åðßóçò, áðü �ïí Ïñéóìü 5.26,ãíùñßæïõìå ü�é êÜèå ëÝîç wi, ãéá 1 ≤ i ≤ m + 1, ç ïðïßá äçìéïõñãåß�áé áðü �çí êá�Ü�ìçóçðïõ åðéöÝñåé ï LZ78, éóïý�áé ìå wi = a1 : : : ai. ¢ñá, éó÷ýåé wm = wmm+1 Þ, éóïäýíáìá,ỹN−1N−m = ỹN+m−1N : (5.14)Áò õðïèÝóïõìå ü�é 
(ỹL) = m. Ôü�å, ëüãù �çò �ñü�áóçò 5.1 óõìðåñáßíïõìå ü�é ỹN =ỹN+m ⇒ a1 = am+1. Åðßóçò, óýìöùíá ìå �ï ËÞììá 5.33, õðÜñ÷åé i < N −m �Ý�ïéï þó�åỹi+m−1i = ỹN−1N−m : (5.15)Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 130



5.4 Óõó÷å�ßóåéò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò ìå �ïí âáèìü óõìðßåóçòËüãù �çò õðüèåóçò ü�é 
(ỹL) = m, üëåò ïé õðáêïëïõèßåò ðïõ äéáäÝ÷ïí�áé �éò ỹi+m−1i êáéỹN−1N−m �áõ�ßæïí�áé ìå�áîý �ïõò (óå áí�ßèå�ç ðåñßð�ùóç, ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ỹL èá áýîáíå).¢ñá, áðü áõ�Þí �çí ðáñá�Þñçóç ïäçãïýìáó�å ó�ç ó÷Ýóçỹi+2m−1i+m = ỹN+m−1N : (5.16)ÓõíäõÜæïí�áò �éò (5.14), (5.15) êáé (5.16), êá�áëÞãïõìå ó�çí éóü�ç�áỹi+2m−1i = wmwm :Áöïý 
(ỹL) = m, óõìðåñáßíïõìå ü�é ç áêïëïõèßá ỹL áðï�åëåß�áé áðü äéáäï÷éêÝò åðáíáëÞøåéò�çò wm, ïé ïðïßåò îåêéíïýí íá åìöáíßæïí�áé áðü �ç èÝóç �ïõ ỹi· áí äåí ßó÷õå áõ�ü, �ü�å èáðñïÝêõð�å ü�é 
(ỹL) > m áðü �çí �ñü�áóç 5.1. Áò õðïèÝóïõìå áñ÷éêÜ ü�é i = N − km, ãéáêÜðïéï k ≥ 2. Ôü�å, ëüãù �ùí äéáäï÷éêþí åðáíáëÞøåùí �ïõ wm, ëáìâÜíïõìå áðü �éò (5.14)êáé (5.15) (ãéá k = 2): ỹN−m−1N−2m = ỹN−1N−m = ỹN+m−1N :Åðßóçò, ç ó÷Ýóç wm−1 = wm−1m ìáò ïäçãåß ó�çí éóü�ç�á ỹN−m−1N−2m+1 = ỹN−2N−m, ç ïðïßá, óõíäõá-æüìåíç ìå �á ðñïçãïýìåíá, äßíåéỹN−2N−m = ỹN−1N−m+1 ⇒ a1 = · · · = am = am+1�ï ïðïßï áí�éâáßíåé ó�ï ãåãïíüò ü�é 
(ỹL) = m ≥ 4. Ó�ç óõíÝ÷åéá, èåùñïýìå �çí ðåñßð�ùóçüðïõ i 6= N − km. Ôü�å, ëüãù �ùí äéáäï÷éêþí åðáíáëÞøåùí �ïõ wm, áñêåß íá åîå�Üóïõìå�çí ðåñßð�ùóç N − 2m < i < N − m· Ýó�ù ëïéðüí i = N − 2m + j, üðïõ 1 ≤ j < m.�ñïöáíþò, ç èÝóç i áí�éó�ïé÷åß ó�ïí üñï aj �çò ëÝîçò wm−1. ¢ñá, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çó÷Ýóç ỹi+2m−1i = wmwm, êá�áëÞãïõìå ó�á áêüëïõèá:
(aj; aj+1; : : : ; am−1) = (a1; a2; : : : ; am−j) ; (5.17a)

(a1; : : : ; aj−1; aj) = (am−j+1; : : : ; am−1; am) ; (5.17b)
(aj+1; aj+2; : : : ; am) = (a1; a2; : : : ; am−j) : (5.17
)¢ñá �á äéáíýóìá�á �ïõ áñéó�åñïý ìÝëïõò �ùí (5.17a) êáé (5.17
) óõìðßð�ïõí, ïðü�å aj =

· · · = am. Áðü áõ�Þí �çí éóü�ç�á, áðü �ï ãåãïíüò ü�é a1 = am+1 êáé áðü �éò åîéóþóåéò 5.17ðñïêýð�åé a1 = · · · = am = am+1 �ï ïðïßï áí�éâáßíåé ó�ï ãåãïíüò ü�é 
(ỹL) = m > 0. ¢ñá,ðÜí�á èá éó÷ýåé 
(ỹL) > m. 2�üñéóìá 5.35. �éá êÜèå s-âÝë�éó�ç áêïëïõèßá ysopt =opt 〈a1; : : : ; as〉, üðïõ s ≥ 4 êáé ysopt 6=
0; 1, éó÷ýåé 
(ysopt) ≥ s. 131 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé Lempel-Ziv ðïëõðëïêü�ç�áÁðüäåéîç. �éá êÜèå 1 ≤ i ≤ s, ç ëÝîç wi ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí êá�Ü�ìçóç �ïõ áëãïñßèìïõLZ78 äßíå�áé áðü �çí wi = a1 : : : ai. ÅÜí õðïèÝóïõìå ü�é a1 = · · · = as−1 êáé as 6= a1, �ü�åáðü �çí �ñü�áóç 5.1 Ý÷ïõìå 
(ysopt) > 1
2
(s − 1)s > s. ¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá

0 < j < 1
2
(s − 1)s �Ý�ïéï þó�å yj 6= y0. Ç áðüäåéîç èá ãßíåé åðáãùãéêÜ ùò ðñïò �ï s. Ïéó÷õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ãéá s = 4 - ãéá ðáñÜäåéãìá, ç áêïëïõèßá y4opt =opt 〈1; 1; 0; 0〉, Ý÷åéðïëõðëïêü�ç�á 5 (üëåò ïé 4-âÝë�éó�åò áêïëïõèßåò ìðïñïýí åýêïëá íá åëåãèïýí). ¸ó�ù ü�éï éó÷õñéóìüò áëçèåýåé ãéá s = k. Ôü�å, èá áðïäåßîïõìå ü�é áëçèåýåé åðßóçò ãéá üëåò �éò

(k + 1)-âÝë�éó�åò áêïëïõèßåò. ¸ó�ù K = 1
2
k(k + 1). Áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, Ý÷ïõìå
(yK−1

0 ) ≥ k. Áí 
(yK−1
0 ) > k �ü�å ðñïöáíþò éó÷ýåé 
(yK+k

0 ) ≥ k + 1. Äéáöïñå�éêÜ, áí
(yK−1
0 ) = k, �ü�å 
(yK+k

0 ) > k áðü �çí �ñü�áóç 5.34. 2Áðü �á ðáñáðÜíù ðñïêýð�åé ü�é üëåò ïé ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò s-âÝë�éó�åò áêïëïõèßåòìå ðïëõðëïêü�ç�á m õðÜãïí�áé õðï÷ñåù�éêÜ ó�ï óýíïëï �ùí s′-âÝë�éó�ùí áêïëïõèéþí ìås′ ≤ m. Ìå�áîý áõ�þí, ïé m-âÝë�éó�åò áêïëïõèßåò Ý÷ïõí �ï ÷áìçëü�åñï ëüãï óõìðßåóçò,üðùò õðïäçëþíåé ç �ñü�áóç 5.28. Åðßóçò, áðü �çí ðñïçãïýìåíç áíÜëõóç ãßíå�áé öáíåñü ü�éêÜèå õøçëÜ óõìðéÝóéìç áêïëïõèßá ó÷å�ßæå�áé ìå �éò s-âÝë�éó�åò áêïëïõèßåò· ðñÜãìá�é, áöïýãéá êÜèå ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá y ðïëõðëïêü�ç�áò m, �ï ìÞêïò �ùí ëÝîåùí ðïõ ó÷çìá�ßæïí�áéáðü �ïí LZ78 åßíáé ìéêñü�åñï áðü m (üðùò ðñïêýð�åé áðü �çí �ñü�áóç 5.32 êáé áðü �ïãåãïíüò ü�é óå ìßá ðåñßïäï �çò y äåí ìðïñïýí íá õðÜñ÷ïõí äýï ßäéåò õðáêïëïõèßåò ìÞêïõòm), �ü�å ç y ìðïñåß íá èåùñçèåß ü�é Ý÷åé ðñïÝëèåé áðü êÜðïéá ysopt, s ≤ m, ìå êá�Üëëçëç�ñïðïðïßçóç Þ ðñïóèÞêç ëÝîåùí Ý�óé þó�å íá ðñïêýøåé áêïëïõèßá ðïëõðëïêü�ç�áò m. ¢ñá,ç ïéêïãÝíåéá �ùí s-âÝë�éó�ùí áêïëïõèéþí ìå �ç ìéêñü�åñç äõíá�Þ ðïëõðëïêü�ç�á s (ìå âÜóç�ï �üñéóìá 5.35) áðïê�Ü éäéáß�åñç óçìáóßá, áöïý áí �ñïðïðïéçèïýí åëÜ÷éó�á ìðïñïýí íáäçìéïõñãÞóïõí áêïëïõèßåò ìå ëüãï óõìðßåóçò ï ïðïßïò íá ðñïóåããßæåé �ï êÜ�ù öñÜãìá (5.13).Áõ�ü áðïóáöçíßæå�áé ó�ï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá.�áñÜäåéãìá 5.36. ¸ó�ù y136 ç 16-âÝë�éó�ç äõáäéêÞ áêïëïõèßá ðïõ äßíå�áé áðü �çíy136 =opt 〈1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 1; 1; 0; 0〉ìå ðïëõðëïêü�ç�á 16 (ç åëÜ÷éó�ç äõíá�Þ). Ç ðåñéïäéêÞ áêïëïõèßá y ç ïðïßá Ý÷åé ùò ðåñéïäéêü�ìÞìá �çò �çí y136 Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á 18. ¸ó�ù y134 ç áêïëïõèßá ç ïðïßá ðñïêýð�åé áðü�çí y136 áí áðïìáêñýíïõìå �á �åëåõ�áßá äýï bits áõ�Þò, êáé Ýó�ù ỹ ç ðåñéïäéêÞ åðÝê�áóç �çòy134. �éá �çí ỹ éó÷ýåé 
(ỹ) = 16, üðùò õðïëïãßæå�áé áðü �ïí áëãüñéèìï �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.1. Ï
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5.4 Óõó÷å�ßóåéò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò ìå �ïí âáèìü óõìðßåóçò�ßíáêáò 5.1. Áðáñßèìçóç üëùí �ùí s-âÝë�éó�ùí áêïëïõèéþí ðïëõðëïêü�ç�áò s, ãéá 4 ≤s ≤ 15 s �ëÞèïò s-âÝë�éó�ùíáêïëïõèéþí s �ëÞèïò s-âÝë�éó�ùíáêïëïõèéþí4 2 10 165 6 11 406 6 12 727 4 13 1308 12 14 2469 12 15 448ëüãïò óõìðßåóçò �çò y134 éóïý�áé ìå�y134 =
1

134

16∑i=1

⌈log2(2i)⌉ =
65

134
= 0:485ï ïðïßïò ðñïóåããßæåé �ï êÜ�ù öñÜãìá 1

136

∑16i=1⌈log2(2i)⌉ = 0:478 �ï ïðïßï éó÷ýåé ãéá áêï-ëïõèßåò ðïëõðëïêü�ç�áò 16 êáé ðåñéüäïõ ìéêñü�åñçò Þ ßóçò 136 (âëÝðå Óçìåßùóç 5.31). Åðé-ðñüóèå�á, ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò ỹ, üðùò ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß áðü �ïí áëãüñéèìïBerlekamp-Massey, éóïý�áé ìå �çí ðåñßïäï áõ�Þò, äçëáäÞ 134, ç ïðïßá åßíáé ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ.Áõ�Ýò ïé ðáñá�çñÞóåéò åíéó÷ýïõí �çí áîßá �ïõ âáèìïý óõìðßåóçò ùò êñõð�ïãñáöéêü êñé�Þñéï.Ôï ðëÞèïò üëùí �ùí s-âÝë�éó�ùí áêïëïõèéþí, ãéá 4 ≤ s ≤ 15, ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ðïëõ-ðëïêü�ç�á s, áíáãñÜöå�áé ó�ïí �ßíáêá 5.1 - üðùò áõ�Ýò õðïëïãßó�çêáí ìå åîáí�ëç�éêïýòåëÝã÷ïõò óå õðïëïãéó�Þ. Ìå âÜóç �á áðï�åëÝóìá�á áõ�Ü, åéêÜæïõìå ü�é ãéá êÜèå s ≥ 4õðÜñ÷åé s-âÝë�éó�ç áêïëïõèßá ìå ðïëõðëïêü�ç�á �çí åëÜ÷éó�ç äõíá�Þ, äçëáäÞ s.
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ÊåöÜëáéï 6Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþíóõíáñ�Þóåùí
Although this may seem a paradox, all exa
t s
ien
eis dominated by the idea of approximationBertrand Russell¼ðùò Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß ó�á êåöÜëáéá 1 êáé 2, ïé ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò ÷ñçóéìïðïéïý-í�áé óå ìåãÜëï âáèìü óå êñõð�ïãñáöéêÜ óõó�Þìá�á, �üóï óå áëãïñßèìïõò ñïÞò (ùò ößë�ñá Þóõíäõáó�Ýò) üóï êáé óå áëãïñßèìïõò �ìÞìá�ïò (ùò ìïíÜäåò áí�éêá�Üó�áóçò (S-boxes)). Ôáêñõð�ïãñáöéêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ áõ�þí �ùí óõó�çìÜ�ùí åîáñ�þí�áé óå ìåãÜëï âáèìü áðü �éòéäéü�ç�åò �ùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ åíõðÜñ÷ïõí óå áõ�Ü. �éá ðáñÜäåéãìá, ó�ï ÊåöÜëáéï2 áíáöÝñèçêå ðùò ó�ïõò áëãïñßèìïõò ñïÞò ç óõíÜñ�çóç åíüò ìç ãñáììéêïý ößë�ñïõ Þ åíüòìç ãñáììéêïý óõíäõáó�Þ ðñÝðåé íá åßíáé õøçëïý âáèìïý, Ý�óé þó�å ç ðáñáãüìåíç êëåéäïñïÞíá Ý÷åé õøçëÞ ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á. ¢ëëï åðßóçò óçìáí�éêü êñõð�ïãñáöéêü ÷áñáê�çñé-ó�éêü �ùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí åßíáé ç ìç ãñáììéêü�ç�á (åíü�ç�á 2.5.1), ç ïðïßá ðñÝðåé íáåßíáé õøçëÞ, ðñïêåéìÝíïõ �á óõó�Þìá�á íá åßíáé áíèåê�éêÜ óå åðéèÝóåéò âÝë�éó�ùí ãñáììéêþíðñïóåããßóåùí (best aÆne approximations) [31℄ êáé ãñáììéêÞò êñõð�áíÜëõóçò (linear 
rypt-analysis) [101℄. �ñüóöá�åò êñõð�áíáëõ�éêÝò åðéèÝóåéò üðùò ïé áëãåâñéêÝò (algebrai
 atta
ks)[27℄ êáé ïé åðéèÝóåéò âÜóåé ðñïóåããßóåùí ÷áìçëïý âáèìïý (low order approximation atta
ks)[84℄ (åíü�ç�åò 2.5.2 êáé 2.5.3) áíÝäåéîáí �çí áíÜãêç íá ÷ñçóéìïðïéïýí�áé êñõð�ïãñáöéêÝòëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò ïé ïðïßåò íá ìçí ìðïñïýí íá ðñïóåããéó�ïýí éêáíïðïéç�éêÜ áðü êÜðïéáóõíÜñ�çóç ÷áìçëïý âáèìïý. Êá�Ü óõíÝðåéá, ç áíáãêáéü�ç�á ãéá õøçëÞ ìç ãñáììéêü�ç�áãåíéêåý�çêå ó�çí áðáß�çóç ãéá õøçëÞ ìç ãñáììéêü�ç�á âáèìïý r (rth order nonlinearity), ç
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Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùíïðïßá ïñßæå�áé ùò [76℄
NLrf = ming∈R(r;n)

{
wt(f + g)} : (6.1)¢ìåóç áðüññïéá �çò (6.1) åßíáé ï ïñéóìüò �ïõ ðñïößë ìç ãñáììéêü�ç�áò (nonlinearitypro�le) �ùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí [17℄, �ï ïðïßï ïñßæå�áé ùò ç áêïëïõèßá �ùí �éìþí �ïõ

NLrf , ãéá r = 1; 2; : : : ; n − 1. �ñÝðåé íá óçìåéùèåß ü�é õðÜñ÷åé ìßá Üìåóç óõó÷Ý�éóç ìå�áîý�çò ìç ãñáììéêü�ç�áò âáèìïý r êáé �çò áê�ßíáò êÜëõøçò (
overing radius) �ïõ Reed-Mullerêþäéêá R(r; n) �Üîçò r. Ç �åëåõ�áßá ïñßæå�áé ùò ï ìéêñü�åñïò áêÝñáéïò � = �(r; n) �Ý�ïéïòþó�å êÜèå äéÜíõóìá ó�ï F2 ìÞêïõò 2n âñßóêå�áé óå áðüó�áóç Hamming � áðü êÜðïéá êùäéêÞëÝîç R(r; n) [95℄· êá�Ü óõíÝðåéá, éó÷ýåé [9, 84℄�(r; n) = maxf ∈Bn ming∈R(r;n)

{
wt(f + g)} : (6.2)Óýãêñéóç �çò (6.2) ìå �çí (6.1) ïäçãåß ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ç áê�ßíá êÜëõøçò �(r; n) áí�éó�ïé-÷åß ó�ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ ìç ãñáììéêü�ç�á âáèìïý r ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóçn ìå�áâëç�þí.ÌÝ÷ñé óÞìåñá, åëÜ÷éó�á áðï�åëÝóìá�á åßíáé ãíùó�Ü üóïí áöïñÜ �éò ÷áìçëïý âáèìïýðñïóåããßóåéò �ùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí, áêüìá êáé ãéá r = 2 (áõ�Ýò ïé ðñïóåããßóåéò èááíáöÝñïí�áé ó�ï õðüëïéðï �ïõ êåéìÝíïõ ùò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò (quadrati
 approxi-mations)). Ï õðïëïãéóìüò �üóï �ùí âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí ìßáò óõíÜñ�çóçòüóï êáé �çò ìç ãñáììéêü�ç�áò äåõ�Ýñïõ âáèìïý åßíáé äýóêïëï ðñüâëçìá ó�ç ãåíéêÞ �ïõ ðåñß-ð�ùóç [17℄. Ìßá ðñþ�ç áí�éìå�þðéóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò õðÞñîå ó�ï [106℄, üðïõ áíáð�ýóóå�áéáëãüñéèìïò ãéá �çí åýñåóç êáëþí (áëëÜ ü÷é áðáñáß�ç�á âÝë�éó�ùí) �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããß-óåùí. Áëãüñéèìïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò ìç ãñáììéêü�ç�áò äåõ�Ýñïõ âáèìïý Ý÷åé ðñï�áèåßó�ï [65℄, üðïõ üìùò åßíáé áðïäï�éêüò ìüíï ãéá n ≤ 11 Þ, ãéá êÜðïéåò ðåñéð�þóåéò, ãéá n ≤ 13.Åðßóçò, ãéá êÜðïéåò åéäéêÝò ðåñéð�þóåéò óõíáñ�Þóåùí, Ý÷ïõí áðïäåé÷èåß êÜðïéá (áñêå�Ü ÷á-ìçëÜ) êÜ�ù öñÜãìá�á �çò ìç ãñáììéêü�ç�áò âáèìïý r [18℄, åíþ áóõìð�ù�éêü Üíù öñÜãìá�çò áê�ßíáò êÜëõøçò �(r; n) ãéá r ≥ 2 äßíå�áé áðü �ïõò Carlet êáé Mesnager ó�ï [20℄:�(r; n) ≤ 2n−1 −

√
15

2
(1 +

√
2)r−22n=2 +O(nr−2) :Óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæå�áé ìßá íÝá áðïäï�éêÞ áëãïñéèìéêÞ �å÷íéêÞ ãéá �ïí õðï-ëïãéóìü �ùí âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí ãéá óõãêåêñéìÝíåò ïéêïãÝíåéåò óõíáñ�Þ-óåùí âáèìïý 3 êáé 4. Áõ�ü åðé�õã÷Üíå�áé êÜíïí�áò ÷ñÞóç �çò áíáðáñÜó�áóçò �ùí ëïãéêþí
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6.1 ÂÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò ãéá óõíáñ�Þóåéò âáèìïý 2óõíáñ�Þóåùí âÜóåé �ïõ áíáð�ýãìá�ïò êá�Ü Shannon (ó÷Ýóç (2.20)) êáé õðïëïãßæïí�áò �éòâÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò �ùí õðåéóåñ÷ïìÝíùí óõíáñ�Þóåùí âáèìïý 2. �éá �ïí �å-ëåõ�áßï õðïëïãéóìü áíáð�ýóóå�áé �å÷íéêÞ Üìåóïõ ðñïóäéïñéóìïý �ùí âÝë�éó�ùí ãñáììéêþíðñïóåããßóåùí, ÷ùñßò íá áðáé�åß�áé ç ÷ñÞóç �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Walsh (åíü�ç�á 6.1). Ôááðï�åëÝóìá�á áõ�Ü éó÷ýïõí ãéá óõíáñ�Þóåéò ïðïéïõäÞðï�å ðëÞèïõò ìå�áâëç�þí. ÇáíÜëõóç ðïõ áêïëïõèåß áíáäåéêíýåé �ï ü�é êÜðïéåò ãíùó�Ýò êá�áóêåõÝò êñõð�ïãñáöéêþíóõíáñ�Þóåùí ðïõ Ý÷ïõí ðñï�áèåß ëüãù êáëþí ÷áñáê�çñéó�éêþí (üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá êá�á-óêåõÝò êÜðïéùí óõíáñ�Þóåùí bent) ðáñïõóéÜæïõí ÷áìçëÞ ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý.Êá�Ü óõíÝðåéá, �á áðï�åëÝóìá�á áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ ïñßæïõí íÝåò ó÷åäéáó�éêÝò ðáñáìÝ�ñïõòãéá �çí êá�áóêåõÞ ìßáò êñõð�ïãñáöéêÞò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò, ç ìç �Þñçóç �ùí ïðïßùí ìðïñåßíá ïäçãÞóåé óå êñõð�ïãñáöéêÝò áäõíáìßåò �ùí �åëéêþí óõó�çìÜ�ùí. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�éó�ç âéâëéïãñáößá Ý÷ïõí ðñï�áèåß äéÜöïñá êñõð�ïãñáöéêÜ óõó�Þìá�á �á ïðïßá ó�çñßæïí�áéóå óõíáñ�Þóåéò äåõ�Ýñïõ êáé �ñß�ïõ âáèìïý ëüãù �çò åýêïëçò õëïðïßçóÞò �ïõò (üðùò ãéáðáñÜäåéãìá ó�á [2℄ êáé [39℄). Óõíåðþò, ïé �å÷íéêÝò ðïõ áíáð�ýóóïí�áé óå áõ�ü �ï êåöÜëáéïÝ÷ïõí åöáñìïãÞ ó�çí êñõð�áíÜëõóç êñõð�ïãñáöéêþí óõó�çìÜ�ùí.6.1 ÂÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò ãéá óõíáñ�Þóåéò âáè-ìïý 2Óå áõ�Þí �çí åíü�ç�á ðáñïõóéÜæïí�áé êÜðïéåò ãíùó�Ýò éäéü�ç�åò �ùí �å�ñáãùíéêþí óõíáñ-�Þóåùí, âÜóåé �ùí ïðïßùí èá áíáð�õ÷èåß �å÷íéêÞ ãéá �ïí ðëÞñç ðñïóäéïñéóìü üëùí �ùíâÝë�éó�ùí ãñáììéêþí ðñïóåããßóåùí ãéá ïðïéáäÞðï�å �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç. ¸ó�ù f ∈ Bnìßá �å�ñáãùíéêÞ ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç êáé Ýó�ù x = (x1; : : : ; xn). Ôü�å, ç f ìðïñåß íá åêöñáó�åßùò f(x) = xQxT +LxT + � üðïõ Q åßíáé Üíù �ñéãùíéêüò ðßíáêáò ìå �éìÝò ó�ï F2, L äéÜíõóìáìå �éìÝò ó�ï F2, êáé � ∈ F2 ó�áèåñÜ. Ôï ãéíüìåíï xQxT åêöñÜæåé �ï �å�ñáãùíéêü �ìÞìá(quadrati
 part) �çò f , äçëáäÞ åêåßíïõò �ïõò üñïõò ó�çí ÁëãåâñéêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ �çò fðïõ Ý÷ïõí âáèìü 2. Ï âáèìüò (rank) �ïõ óõìðëåê�éêïý ðßíáêá B = Q + QT éóïý�áé ìå 2hãéá êÜðïéï 1 ≤ h ≤ ⌊n=2⌋ - ìå Üëëá ëüãéá, ï âáèìüò �ïõ ðßíáêá B åßíáé Üñ�éïò áñéèìüò [95,pp. 434{442℄. Ôï Èåþñçìá �ïõ Di
kson [95℄ âåâáéþíåé ü�é õðÜñ÷åé áí�éó�ñÝøéìïò ðßíáêáòR = (ri;j)ni;j=1 �Ý�ïéïò þó�å �á ìç ìçäåíéêÜ ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá B̃ = (b̃i;j)ni;j=1 = R−1B(R−1)Tíá âñßóêïí�áé ó�éò èÝóåéò ðïõ êáèïñßæïí�áé áðü �ç ó÷Ýóç b̃2i−1;2i = b̃2i;2i−1 = 1, 1 ≤ i ≤ h.
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Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�ÞóåùíÅöáñìüæïí�áò �ï ìå�áó÷çìá�éóìü g = xR, ç f ìå�á�ñÝðå�áé ó�çí áêüëïõèç ìïñöÞ:f = g0 +

h∑i=1

g2i−1g2i ; deg(g0) ≤ 1 and deg(gj) = 1 (6.3)üðïõ g0 = g̃ + L̃gT + � ìå �çí g̃ íá åßíáé ãñáììéêÞ óõíÜñ�çóç êáé L̃ = L(R−1)T, åíþ ïé
{g1; : : : ; g2h} åßíáé ãñáììéêÝò óõíáñ�Þóåéò ïé ïðïßåò åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ�ç�åò (éó÷ýåé gj =
∑ni=1 ri;jxi ãéá êÜèå j = 1; 2; : : : ; 2h). �ñïöáíþò, ãéá êÜèå �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç f , çðáñÜìå�ñïò h , hf åßíáé ìïíïóÞìáí�á ïñéóìÝíç êáé êáèïñßæå�áé ìüíï áðü �ï �å�ñáãùíéêü�ìÞìá �çò f . Áí hf = 0 �ü�å f ∈ R(1; n). Ç ðáñÜìå�ñïò hf êáèïñßæåé �éò �éìÝò �ïõìå�áó÷çìá�éóìïý Walsh �çò f , üðùò öáßíå�áé ó�ï áêüëïõèï Èåþñçìá.Èåþñçìá 6.1 ([95℄). ¸ó�ù Bf =

{f +� : � ∈ R(1; n)
} ãéá ìßá óõãêåêñéìÝíç �å�ñáãùíéêÞëïãéêÞ óõíÜñ�çóç f ∈ R(2; n). Tü�å, éó÷ýåé

wt(f + �) =






2n−1 − 2n−hf−1; ãéá 22hf öïñÝò;
2n−1; ãéá 2n+1 − 22hf+1 öïñÝò;
2n−1 + 2n−hf−1; ãéá 22hf öïñÝò:Ôï Èåþñçìá 6.1 åßíáé ãíùó�ü áðü �ç Èåùñßá Êùäßêùí, üðïõ ó�çí ïõóßá åêöñÜæåé �çí êá-�áíïìÞ âáñþí �ïõ R(1; n) ó�ï R(2; n). Êá�Ü óõíÝðåéá, ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Walsh ìßáò�å�ñáãùíéêÞò óõíÜñ�çóçò f ìå n ìå�áâëç�Ýò ìðïñåß íá ðÜñåé �éò �éìÝò {0;±2n−hf}, äçëáäÞç f åßíáé óõíÜñ�çóç plateaued. Ëüãù �çò ó÷Ýóçò (2.22), ðñïêýð�åé ü�é ç ìç ãñáììéêü�ç�áêÜèå �å�ñáãùíéêÞò óõíÜñ�çóçò f ∈ Bn éóïý�áé ìå 2n−1 − 2n−hf−1.Ó�ï åðüìåíï Èåþñçìá ðñïóäéïñßæïí�áé ðëÞñùò ïé âÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò êÜèå�å�ñáãùíéêÞò óõíÜñ�çóçò.Èåþñçìá 6.2. ¸ó�ù f ∈ R(2; n) �å�ñáãùíéêÞ ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ äßíå�áé áðü �çí (6.3).Ôü�å, ãéá b = (b1; : : : ; b2h) ∈ F

2hf
2 éó÷ýåé

Af =
{�bf ∈ R(1; n) : �bf = g0 +

2hf∑i=1

bigi + hf∑i=1

b2i−1b2i; b ∈ F
2hf
2

} : (6.4)Áðüäåéîç. ¼ëåò ïé óõíáñ�Þóåéò �bf åßíáé áíÜ äýï äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý �ïõò áöïý ïé
{g1; : : : ; g2h} åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ�ç�åò óõíáñ�Þóåéò. Êá�Ü óõíÝðåéá, ðñïêýð�åé ü�é �ï ðëÞ-èïò �ùí óõíáñ�Þóåùí ðïõ ïñßæïí�áé ó�çí (6.4) éóïý�áé ìå 22hf . �éá êÜèå b ∈ F

2hf
2 , ç áðüó�áóçHamming �çò �bf áðü �çí f éóïý�áé ìå �ï âÜñïò Hamming �çò áêüëïõèçò óõíÜñ�çóçòf + �bf =

hf∑i=1

(g2i−1g2i + b2i−1g2i−1 + b2ig2i + b2i−1b2i)
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6.1 ÂÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò ãéá óõíáñ�Þóåéò âáèìïý 2

f(x1, x2, . . . , xn) =
∑

1≤i<j≤n ai,jxixj

1 Choose 1 ≤ k, ℓ ≤ n such that ak,ℓ = 1 and

f = xk(xℓ +
∑

j 6=k,ℓ ak,jxj) + xℓ

∑
i6=k,ℓ ai,ℓxi + υ

= (xk +
∑

i6=k,ℓ ai,ℓxi)(xℓ +
∑

j 6=k,ℓ ak,jxj) + u

where υ, u do not depend on xk, xℓ

2 f = ykyℓ + u by setting

⋄ yk = xk +
∑

i6=k,ℓ ai,ℓxi

⋄ yℓ = xℓ +
∑

j 6=k,ℓ ak,jxj ,

⋄ yr = xr for r 6= k, ℓ

3 Repeat for h ≤ ⌊n/2⌋ times: complexity O(n3
)Ó÷Þìá 6.1. Ìå�áó÷çìá�éóìüò ìßáò �å�ñáãùíéêÞò óõíÜñ�çóçò f ó�çí éóïäýíáìç áíáðáñÜ-ó�áóÞ �çò ìå âÜóç �ï Èåþñçìá Di
kson

=

hf∑i=1

(g2i−1 + b2i)(g2i + b2i−1

) : (6.5)Áöïý ïé {g1 + b2; : : : ; g2hf + b2hf−1} åßíáé åðßóçò ãñáììéêÜ áíåîÜñ�ç�åò, ðñïêýð�åé ü�é ãéáêÜèå åðéëïãÞ �ïõ b ∈ F
2hf
2 éó÷ýåé wt(f + �bf) = 2n−1 − 2n−1−hf [95℄, �ï ïðïßï éóïý�áé ìå�ç ìç ãñáììéêü�ç�á �çò f . Åðßóçò, ìå äåäïìÝíï ü�é �ï ðëÞèïò �ùí âÝë�éó�ùí ãñáììéêþíðñïóåããßóåùí �çò f éóïý�áé ìå 22hf (ßóï ìå �ï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí �bf �çò (6.4)),ðñïêýð�åé �åëéêÜ ü�é üëåò ïé âÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò f äßíïí�áé áðü �çí (6.4).

2 Áí êáé ç áíáðáñÜó�áóç �çò f ó�ç ìïñöÞ (6.3) åîáñ�Ü�áé áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ ðßíáêá R, �ïóýíïëï Af �çò (6.4) åßíáé ìïíáäéêü, åÜí �á ó�ïé÷åßá �ïõ åêöñáó�ïýí ùò ðñïò �éò x1; : : : ; xnìÝóù �ïõ áí�ßó�ñïöïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý x = gR−1. Ôï Èåþñçìá 6.2 åðé�ñÝðåé �ïí ðñïóäéï-ñéóìü üëùí �ùí âÝë�éó�ùí ãñáììéêþí ðñïóåããßóåùí ìßáò �å�ñáãùíéêÞò óõíÜñ�çóçò ÷ùñßò�ç ÷ñÞóç �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Walsh, êáèéó�þí�áò �ç äéáäéêáóßá åýñåóçò �ùí âÝë�éó�ùíáõ�þí ðñïóåããßóåùí ðïëý áðï�åëåóìá�éêÞ. �ñÜãìá�é, ç õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõìå�áó÷çìá�éóìïý Walsh éóïý�áé ìå O(n2n) (áí ÷ñçóéìïðïéçèåß ï ãñÞãïñïò ìå�áó÷çìá�éóìüòWalsh (fast Walsh transform)), åíþ ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ìåèüäïõ ðïõ ðáñïõóéÜæå�áé ó�ïÈåþñçìá 6.2 êáèïñßæå�áé ìüíï áðü �ç äéáäéêáóßá åýñåóçò �çò áíáðáñÜó�áóçò (6.3)· ç ìåèï-äïëïãßá ðïõ áêïëïõèåß�áé ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò áíáðáñÜó�áóçò (6.3) áðï�õðþíå�áé ó�ïÓ÷Þìá 6.1 êáé áðáé�åß ÷ñüíï O(n3) [95, pp. 438{440℄, [89, pp. 286℄, [25℄.
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Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí�áñÜäåéãìá 6.3. ¸ó�ù f ∈ B5 ìßá �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ äßíå�áé áðü �çíf(x1; : : : ; x5) = x1x2 + x1x5 + x2x3 + x3x5 + x2 + x4 :Ìå�á�ñÝðïí�áò �çí f ó�çí áíáðáñÜó�áóç �çò ìïñöÞò (6.3), ðñïêýð�åé ç áêüëïõèç Ýêöñáóç:f(x1; : : : ; x5) = (x1 + x3)(x2 + x5) + x2 + x4Êá�Ü óõíÝðåéá, ïé âÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò f , üðùò ðñïóäéïñßæïí�áé ìÝóù �ïõÈåùñÞìá�ïò 6.2, åßíáé ïé áêüëïõèåò:�0f = x2 + x4 ; �1f = x1 + x2 + x3 + x4 ;�2f = x4 + x5 ; �3f = x1 + x3 + x4 + x5 + 1 :Óå ïñéóìÝíåò ðåñéð�þóåéò, ìßá âÝë�éó�ç ãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç ìßáò �å�ñáãùíéêÞò óõíÜñ�ç-óçò ìðïñåß íá ðñïêýøåé áðåõèåßáò áðü �ï ãñáììéêü �çò �ìÞìá (üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ç �0f ó�ïðáñÜäåéãìá 6.3, ç ïðïßá �áõ�ßæå�áé ìå �ï ãñáììéêü �ìÞìá �çò f). Áõ�ü áðïóáöçíßæå�áé ó�çí�ñü�áóç 6.5 ðïõ áêïëïõèåß. �ñþ�á ðáñïõóéÜæïõìå �ï åðüìåíï, ãíùó�ü ó�ç âéâëéïãñáößá,ËÞììá [17℄.ËÞììá 6.4. ¸ó�ù f ∈ Bn êáé � ∈ R(1; n). Tü�å, � + � ∈ Af+� áí êáé ìüíï áí � ∈ Af ,åíþ �á óýíïëá Af+� êáé Af Ý÷ïõí �çí ßäéá ðëçèéêü�ç�á. Éóïäýíáìá, �f+� = �f +� ãéá êÜèåãñáììéêÞ óõíÜñ�çóç � êáé ãéá êá�Üëëçëç åðéëïãÞ �ùí �f ; �f+�.�ñü�áóç 6.5. ¸ó�ù ç �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç f ∈ R(2; n) ç ïðïßá Ý÷åé ùò �å�ñáãùíéêüêáé ãñáììéêü �ìÞìá �á q; l áí�ßó�ïé÷á - äçëáäÞ, f = q+ l. Ôü�å, ç óõíÜñ�çóç l+ �, � ∈ F2,åßíáé âÝë�éó�ç ãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç �çò f áí êáé ìüíï áí ç óõíÜñ�çóç q åßíáé éóïâáñÞò.Áðüäåéîç. Áðü �ï Èåþñçìá 6.1 ðñïêýð�åé ü�é �̂q(a) ∈ {0;±2n−hf} ãéá êÜèå a ∈ F
n
2 ,üðïõ �̂q(0) 6= 0 áí êáé ìüíï áí ç óõíÜñ�çóç q äåí åßíáé éóïâáñÞò (ëüãù �çò (2.21)). ¢ñá,áí ç q åßíáé éóïâáñÞò, äçëáäÞ wt(q) = 2n−1, ïý�å ç óõíÜñ�çóç l1 = 0 ïý�å ç l2 = 1 åßíáéâÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò q. Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, áí wt(q) < 2n−1, �ü�åðñïöáíþò �̂q(0) = 2n−hq êáé Üñá l1 = 0 ∈ Aq, åíþ áí wt(q) > 2n−1 �ü�å �̂q(0) = −2n−hq ,ïðü�å l1 = 1 ∈ Aq. Óõíåðþò, áðü �ï ËÞììá 6.4, êá�áëÞãïõìå ó�ï ü�é ç �f = l + � åßíáé ìßáâÝë�éó�ç ãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç �çò f áí êáé ìüíï áí ç q äåí åßíáé éóïâáñÞò. 2�üñéóìá 6.6. ¸ó�ù f = q + l óõíÜñ�çóç n ìå�áâëç�þí üðùò ó�çí �ñü�áóç 6.5, ç ïðïßáìðïñåß íá ìå�áó÷çìá�éó�åß ó�çí éóïäýíáìç ìïñöÞ (6.3). Ôü�å, áí ç q åßíáé éóïâáñÞò óõíÜñ-�çóç, éó÷ýåé g̃ 6= 0.Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 140



6.2 ÂÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò êõâéêþí óõíáñ�ÞóåùíÁðüäåéîç. Ëüãù �çò �ñü�áóçò 6.5, áí wt(q) < 2n−1 �ü�å �ï ãñáììéêü �ìÞìá l �çò fáðï�åëåß ìßá âÝë�éó�ç ãñáììéêÞ ðñïóÝããéóÞ �çò, åíþ áí wt(q) > 2n−1 �ü�å ç l + 1 åßíáé ìßáâÝë�éó�ç ãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç �çò f . Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, áí wt(q) = 2n−1, �ü�å ïý�å çl ïý�å ç l + 1 åßíáé âÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò f . ¸ó�ù ç áíáðáñÜó�áóç (6.3)�çò f . ÅðåéäÞ wt(
∑hfi=1 g2i−1g2i) = 2n−1 − 2n−hf − 1 < 2n−1, óõìðåñáßíïõìå ìå áíÜëïãïõòéó÷õñéóìïýò ü�é ç g0 = g̃ + L̃gT + � åßíáé ìßá âÝë�éó�ç ãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç �çò f . Áíåöáñìüóïõìå �ïí áí�ßó�ñïöï ìå�áó÷çìá�éóìü x = gR−1 ó�çí (6.3), �ï �ìÞìá L̃gT + � èáìå�á�ñáðåß ó�ï ãñáììéêü �ìÞìá l �çò f - Üñá, ðñïêýð�åé ü�é wt(q) = 2n−1 ⇒ g̃ 6= 0. 2�áñÜäåéãìá 6.7. ¸ó�ù f ∈ B5 �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç ìå ÁëãåâñéêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞf(x1; : : : ; x5) = x1x3 + x1x5 + x3x5 + x2 + x4. Ç óõíÜñ�çóç q = x1x3 + x1x5 + x3x5 åßíáééóïâáñÞò. Áðü �çí ðñïçãïýìåíç áíÜëõóç, ç f ìðïñåß íá ãñáöåß ùò f(x1; : : : ; x5) = (x1 +x5)(x3 + x5) + x2 + x4 + x5. �áñá�çñïýìå ü�é ç óõíÜñ�çóç g̃ = x5 ðñïó�ßèå�áé ó�ï ãñáììéêü�ìÞìá �çò f · Üñá, ó�çí áíáðáñÜó�áóç êá�Ü Di
kson éó÷ýåé g̃ = x5 6= 0, êÜ�é ðïõ áíáìåíü�áíëüãù �ïõ �ïñßóìá�ïò 6.6. Ïé âÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò f , üðùò ðñïêýð�ïõí áðü�ï Èåþñçìá 6.2, åßíáé ïé áêüëïõèåò:�0f = x2 + x4 + x5 ; �1f = x1 + x2 + x4 ;�2f = x2 + x3 + x4 ; �3f = x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + 1 :Áöïý �ï �å�ñáãùíéêü �ìÞìá �çò f åßíáé éóïâáñÝò, ïý�å �ï ãñáììéêü �çò �ìÞìá x2 + x4áëëÜ ïý�å �ï óõìðëçñùìá�éêü �ïõ x2 + x4 + 1 åßíáé âÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò f(�ñü�áóç 6.5).¢ëëá êñõð�ïãñáöéêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ �ùí �å�ñáãùíéêþí óõíáñ�Þóåùí ìåëå�þí�áé ó�ï[114℄.6.2 ÂÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò êõâéêþí óõíáñ�Þ-óåùíÓå áõ�Þí �çí åíü�ç�á ìåëå�Ü�áé ç ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý (se
ond order nonlin-earity) ìßáò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò f ìå n ìå�áâëç�Ýò, ç ïðïßá óõìâïëßæå�áé ùò NQf , NL2fêáé ïñßæå�áé ùò

NQf = minu∈R(2;n)

{
wt(f + u)

} : (6.6)
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Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�ÞóåùíÁðü �éò ó÷Ýóåéò (2.22) êáé (6.6) ãßíå�áé öáíåñü ü�é NQf ≤ NLf . ÊÜèå �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ-�çóç u ìå �çí éäéü�ç�á wt(f + u) = NQf êáëåß�áé âÝë�éó�ç �å�ñáãùíéêÞ ðñïóÝããéóç (bestquadrati
 approximation) �çò f êáé óõìâïëßæå�áé ùò �f , åíþ �ï óýíïëï üëùí �ùí âÝë�éó�ùí�å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí �çò f óõìâïëßæå�áé ùò Qf ⊆ R(2; n).ËÞììá 6.8. ¸ó�ù f; g ∈ R(3; n) êõâéêÝò ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò ìå �ï ßäéï êõâéêü �ìÞìá.Ôü�å, éó÷ýåé NQf = NQg.Áðüäåéîç. Áðü �ïí ïñéóìü �çò ìç ãñáììéêü�ç�áò äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïêýð�åé ü�é áí�f ∈ Qf , �ü�å éó÷ýåé NQf = wt(f + �f) ≤ wt(f + u) ãéá êÜèå u ∈ R(2; n). Ç óõíÜñ�çóçf + g åßíáé äåõ�Ýñïõ âáèìïý, ëüãù �ïõ ü�é ïé f êáé g Ý÷ïõí �ï ßäéï êõâéêü �ìÞìá. Êá�ÜóõíÝðåéá, èÝ�ïí�áò u = (f + g) + �g êá�áëÞãïõìå ó�ï ü�é NQf ≤ wt(g + �g) = NQg. ÌåáíÜëïãï �ñüðï ìðïñïýìå åðßóçò íá åîÜãïõìå �ç ó÷Ýóç NQg ≤ NQf . ¢ñá, óõìðåñáßíïõìåü�é NQf = NQg. 2Ôï ËÞììá 6.8 áðï�åëåß ïõóéáó�éêÜ ãåíßêåõóç �ïõ ËÞììá�ïò 6.4 ãéá �çí �å�ñáãùíéêÞðåñßð�ùóç. Ìå áí�ßó�ïé÷ïõò éó÷õñéóìïýò ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß ç áêüìá ãåíéêü�åñç ðåñßð�ùóç:áí ðñïóèÝóïõìå ìßá óõíÜñ�çóç âáèìïý �ï ðïëý r óå ìßá óõíÜñ�çóç f ìå deg(f) > r, �ü�å ç
NLrf ðáñáìÝíåé áìå�Üâëç�ç (ìßá éäéü�ç�á Þäç ãíùó�Þ - [17℄).�éá �éò âÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò óõíáñ�Þóåùí ïðïéïõäÞðï�å âáèìïý éó÷ýåé çáêüëïõèç �ñü�áóç.�ñü�áóç 6.9. ¸ó�ù f ∈ Bn ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç ìå âáèìü r > 2, êáé Ýó�ù f = f0 ‖j f1ãéá êÜðïéï 1 ≤ j ≤ n, �Ý�ïéï þó�å íá õðÜñ÷ïõí �f0 ∈ Qf0 êáé �f1 ∈ Qf1 ðïõ íá Ý÷ïõí �ï ßäéï�å�ñáãùíéêü �ìÞìá. Ôü�å, u = �f0 ‖j �f1 ∈ Qf .Áðüäåéîç. �éá �çí óõíÜñ�çóç u, ç ïðïßá åßíáé ðñïöáíþò âáèìïý 2, éó÷ýåé wt(f + u) =

NQf0 +NQf1 . Åðßóçò, ãéá ïðïéáäÞðï�å Üëëç �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç u′ = u′0 ‖j u′1, üðïõ ïéu′0; u′1 ∈ Bn−1 Ý÷ïõí �ï ßäéï �å�ñáãùíéêü �ìÞìá, éó÷ýåé wt(f+u′) = wt(f0+u′0)+wt(f1+u′1) ≥
NQf0 +NQf1 . ¢ñá, u ∈ Qf . 2Ó�ç óõíÝ÷åéá åéóÜãïõìå �çí áêüëïõèç ïìáäïðïßçóç �ùí óõíáñ�Þóåùí âáèìïý 3.Ïñéóìüò 6.10. Ìßá êõâéêÞ ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç f ∈ R(3; n) êáëåß�áé óõíÜñ�çóç êëÜóçò-m(
lass-m fun
tion) áí m åßíáé ï ìéêñü�åñïò áêÝñáéïò ìå �çí áêüëïõèç éäéü�ç�á: õðÜñ÷åéóýíïëï J = {j1; : : : ; jm}, 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ n, �Ý�ïéï þó�å êÜèå üñïò âáèìïý 3 óå êÜðïéáóõíÜñ�çóç f ′ ∈ {g : g = f(Ax+ b)}, üðïõ Á áí�éó�ñÝøéìïò n× n ðßíáêáò, íá ðåñéëáìâÜíåé�ïõëÜ÷éó�ïí ìßá ìå�áâëç�Þ ìå äåßê�ç ó�ï óýíïëï J .Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 142



6.2 ÂÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò êõâéêþí óõíáñ�ÞóåùíÊÜèå êõâéêÞ ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç f ∈ Bn �Ý�ïéá þó�å 2n−3 ≤ wt(f) < 2n−2 ìðïñåß íá ãñáöåß,õðü êÜðïéïí ãñáììéêü ìå�áó÷çìá�éóìü, óå êÜðïéá áðü �éò áêüëïõèåò ìïñöÝò [69℄,[95, p. 446℄:1. x1(x2x3 + · · ·+ x2�x2�+1), for 1 ≤ � ≤ ⌊(n− 1)=2⌋;2. x1x2x3 + x4x5x6, for n ≥ 6.Ìå âÜóç �ïí Ïñéóìü 6.10, ïé ðáñáðÜíù äýï ïéêïãÝíåéåò åßíáé óõíáñ�Þóåéò êëÜóçò-1 êáéêëÜóçò-2, ìå J = {1} êáé J = {1; 4} áí�ßó�ïé÷á. Ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, �ï óýíïëï J äåíåßíáé ìïíáäéêü ãéá ìßá äïèåßóá óõíÜñ�çóç, áöïý ðïëëÝò áðü �éò (nm) äõíá�Ýò åðéëïãÝò �ïõ Jåßíáé ðéèáíü íá éêáíïðïéïýí �ç óõíèÞêç �ïõ Ïñéóìïý 6.10. Áí 2n−3 ≤ wt(f) < 2n−2 + 2n−4,�ü�å �ï ðëÞèïò �ùí ïéêïãåíåéþí ó�éò ïðïßåò ìðïñåß íá õðÜãå�áé ìßá êõâéêÞ óõíÜñ�çóç áõîÜíåé·ùó�üóï, üëåò áõ�Ýò ïé óõíáñ�Þóåéò åßíáé êëÜóçò-m, üðïõ 1 ≤ m ≤ 3 [70℄. Áðü �ïí Ïñéóìü6.10, ðñïêýð�åé ü�é êÜèå êõâéêÞ óõíÜñ�çóç áíÞêåé óå ìßá ìüíï êëÜóç. Åðßóçò, áðü �ïíÏñéóìü 6.10 ðñïêýð�åé Üìåóá ç áêüëïõèç �ñü�áóç.�ñü�áóç 6.11. ÊÜèå óõíÜñ�çóç f ∈ R(3; n) êëÜóçò-m, üðïõ J = {j1; : : : ; jm}, éêáíïðïéåß�éò áêüëïõèåò éäéü�ç�åò:1. ¸ó�ù J ′ ⊂ J ìå ðëçèéêü�ç�á k, 1 ≤ k ≤ m − 1. Ôü�å, üëåò ïé õðï-óõíáñ�Þóåéòfi ∈ Bn−k ó�ï áíÜð�õãìá f = f0 ‖J ′ · · · ‖J ′ f2k−1 åßíáé êëÜóçò-(m − k) êõâéêÝòóõíáñ�Þóåéò ìå �ï ßäéï êõâéêü �ìÞìá.2. Ï áñéèìüò m åßíáé ï ìéêñü�åñïò áêÝñáéïò �Ý�ïéïò þó�å ó�ï áíÜð�õãìá f = f0 ‖J
· · · ‖J f2m−1 üëåò ïé õðï-óõíáñ�Þóåéò fi, 0 ≤ i < 2m, Ý÷ïõí âáèìü ìéêñü�åñï áðü 3.Ìßá õðï-ïéêïãÝíåéá �ùí êõâéêþí óõíáñ�Þóåùí êëÜóçò-m áðï�åëïýí ïé äéá÷ùñßóéìåò óõ-íáñ�Þóåéò êëÜóçò-m (separable 
lass-m fun
tions), ó�éò ïðïßåò êÜèå üñïò âáèìïý 3 ðåñéÝ÷åéáêñéâþò ìßá ìå�áâëç�Þ ìå äåßê�ç ó�ï óýíïëï J . Ìå Üëëá ëüãéá, �ï êõâéêü �ìÞìá áõ�þí�ùí óõíáñ�Þóåùí äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç 
 =

∑mi=1 xjiqi, üðïõ ïé óõíáñ�Þóåéò qi ∈ Bn−m åßíáéâáèìïý 2 êáé äåí åîáñ�þí�áé áðü êáìßá ìå�áâëç�Þ ðïõ íá ó÷å�ßæå�áé ìå �ï óýíïëï J . Ôïåðüìåíï ËÞììá ðåñéãñÜöåé ìßá éäéü�ç�á ðïõ ÷áñáê�çñßæåé �ï áíÜð�õãìá êá�Ü Shannon �ùíäéá÷ùñßóéìùí óõíáñ�Þóåùí.ËÞììá 6.12. ¸ó�ù f ∈ R(3; n) ìßá äéá÷ùñßóéìç óõíÜñ�çóç êëÜóçò-m, ìå êõâéêü �ìÞìá
 =
∑mi=1 xjiqi, üðïõ, ãéá êÜèå i, ç qi ∈ Bn−m åßíáé �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ äåí åîáñ-�Ü�áé áðü êáìßá ìå�áâëç�Þ �çò ïðïßáò ï äåßê�çò íá áíÞêåé ó�ï J = {j1; : : : ; jm}. Ôü�å,
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Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùíåöáñìüæïí�áò �ï áíÜð�õãìá f = f0 ‖J · · · ‖J f2m−1 ðñïêýð�åéfr = q + 〈r; p〉+ lr ; 0 ≤ r < 2m (6.7)üðïõ ç q ∈ Bn−m åßíáé �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç êáé ïé lr ∈ Bn−m ãñáììéêÝò, ìå p =

(q1; : : : ; qm) êáé r = (r1; : : : ; rm) ç äõáäéêÞ áíáðáñÜó�áóç �ïõ áêÝñáéïõ r.Áðüäåéîç. Ç óõíÜñ�çóç f ãñÜöå�áé ùò f = 
+ q + l, üðïõ �á 
, q, êáé l åßíáé �ï êõâéêü,�å�ñáãùíéêü, êáé ãñáììéêü �çò �ìÞìá áí�ßó�ïé÷á. Áðü �çí õðüèåóç, ç f åßíáé êõâéêÞ óõíÜñ-�çóç êëÜóçò-m, Üñá áðü �ïí Ïñéóìü 6.10 å÷ïõìå ü�é q1; : : : ; qm 6= 0. Åðßóçò, ïé óõíáñ�Þóåéòqi åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ�ç�åò· ðñÜãìá�é, áò èåùñÞóïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí a1; : : : ; am ∈ F2, ÷ùñßòíá åßíáé �áõ�ü÷ñïíá üëá ìçäåíéêÜ, �Ý�ïéá þó�å a1q1 + · · ·+ amqm = 0 êáé, ÷ùñßò âëÜâç �çòãåíéêü�ç�áò, am = 1. Ôü�å, èá Ý÷ïõìå 
 = (xj1 +a1xjm)q1 + · · ·+(xjm−1 +am−1xjm)qm−1, êáéõðÜñ÷åé Ýíáò áí�éó�ñÝøéìïò ãñáììéêüò ìå�áó÷çìá�éóìüò �Ý�ïéïò þó�å ç f íá ãßíå�áé êõâéêÞóõíÜñ�çóç êëÜóçò-(m − 1)|Ü�ïðï (ï ìå�áó÷çìá�éóìüò ìå áõ�Þí �çí éäéü�ç�á áí�éó�ïé÷ß-æåé �ï xji + aixjm ó�ï xji ãéá êÜèå 1 ≤ i < m, åíþ áöÞíåé üëåò �éò õðüëïéðåò ìå�áâëç�Ýòáíáëëïßù�åò). Áí�ßó�ïé÷á, �ï �å�ñáãùíéêü êáé �ï ãñáììéêü �ìÞìá �çò f ãñÜöïí�áéq =

m−1∑i=1

m∑k=i+1

xjixjk�i;k +

m∑i=1

xji li + q′ êáé l =

m∑i=1

xji�i + l′ (6.8)ãéá êÜðïéá �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç q′ ∈ Bn−m êáé ãñáììéêÝò óõíáñ�Þóåéò l′; li ∈ Bn−m ðïõäåí åîáñ�þí�áé áðü �á xj1 ; : : : ; xjm. Ó�ç óõíÝ÷åéá èåùñïýìå �éò óõíáñ�Þóåéògs =

( s∑i=1

xjiqi)+

( s−1∑i=1

s∑k=i+1

xjixjk�i;k +

s∑i=1

xjili + q′)+

( s∑i=1

xji�i + l′)üðïõ ïé ðáñåíèÝóåéò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá íá äéá÷ùñßóïõí �ï êõâéêü, �å�ñáãùíéêü êáé ãñáì-ìéêü �ìÞìá áí�ßó�ïé÷á. Éó÷ýåé gm = f , g0 = q′ + l′ êáéhsi =

s∑k=1

xjk�k;i + m∑k=i+1

rk�i;k ; 0 ≤ s < i ≤ müðïõ rk ∈ F2. Åöáñìüæïí�áò �ï áíÜð�õãìá êá�Ü Shannon, ó�ï ðñþ�ï âÞìá èá Ý÷ïõìåf = f0 ‖jm f1, üðïõ frm = gm−1 + rm(qm + lm + �m + hm−1m ) ãéá rm = 0; 1. Åöáñìüæïí�áòîáíÜ �ï áíÜð�õãìá êá�Ü Shannon ãéá áõ�Ýò �éò õðï-óõíáñ�Þóåéò, ðñïêýð�åé f = (f0 ‖jm−1f1) ‖jm (f2 ‖jm−1 f3), üðïõfr = gm−2 +

m∑i=m−1

ri(qi + li + �i + hm−2i ) ; 0 ≤ r < 4
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6.2 ÂÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò êõâéêþí óõíáñ�Þóåùíêáé r = rm−1 + 2rm åßíáé ç äõáäéêÞ áíáðáñÜó�áóç �ïõ áêÝñáéïõ r. Óõíå÷ßæïí�áò ìå �ïí ßäéï�ñüðï, êá�áóêåõÜæïõìå �ï áíÜð�õãìá f = f0 ‖J · · · ‖J f2m−1, üðïõ ãéá üëá �á 0 ≤ r < 2mèá éó÷ýåé fr = q′ + m∑i=1

riqi +

(l′ + m∑i=1

ri(li + �i +
∑mk=i+1rk�i;k)) (6.9)êáé r = r1 + 2r2 + · · ·+ 2m−1rm åßíáé ç äõáäéêÞ áíáðáñÜó�áóç �ïõ áêÝñáéïõ r. ¢ñá, ç (6.7)ðñïêýð�åé ìå �çí ðáñá�Þñçóç ü�é ç ðáñÜó�áóç åí�üò �çò ðáñÝíèåóçò ó�çí (6.9) áí�éó�ïé÷åßó�ï lr, �ï q′ áí�éó�ïé÷åß ó�ï q, êáé 〈r; p〉 =

∑mi=1 riqi. 2Ïé êõâéêÝò óõíáñ�Þóåéò êëÜóçò-1 ÷áñáê�çñßæïí�áé áðü �çí éäéü�ç�á ü�é ìßá ìå�áâëç�Þ�ïõò åßíáé ðáñïýóá óå üëïõò �ïõò üñïõò �çò óõíÜñ�çóçò ìå âáèìü 3. ¢ñá, áí xj åßíáé çåí ëüãù ìå�áâëç�Þ, �ï áíÜð�õãìá êá�Ü Shannon �çò f ùò ðñïò �ç ìå�áâëç�Þ xj åßíáé �çòìïñöÞò f = (q + l0) ‖j (q + qj + l1); (6.10)üðïõ deg(qj) = 2, deg(q) ≤ 2 êáé deg(l0) = deg(l1) = 1 (ïõóéáó�éêÜ, ç êõâéêÞ óõíÜñ�çóçxjqj áðï�åëåß �ï êõâéêü �ìÞìá �çò f). Ó�ï áêüëïõèï Èåþñçìá áíáäåéêíýå�áé ìßá áðïäï�éêÞáëãïñéèìéêÞ �å÷íéêÞ ãéá �ïí õðïëïãéóìü üëùí �ùí âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùíãéá êÜèå êõâéêÞ óõíÜñ�çóç áõ�Þò �çò êá�çãïñßáò.Èåþñçìá 6.13. ¸ó�ù êõâéêÞ ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç êëÜóçò-1 n ìå�áâëç�þí, ç ïðïßá ðåñéãñÜ-öå�áé áðü �çí (6.10). Ôü�å, êÜèå âÝë�éó�ç �å�ñáãùíéêÞ ðñïóÝããéóç �çò f áíÞêåé óå ìßááðü �éò ðáñáêÜ�ù ïéêïãÝíåéåò:i. �0f = (q + l0) ‖j (q + l1 + �qj) ,ii. �1f = (q + qj + l0 + �qj) ‖j (q + qj + l1) .Áðüäåéîç. Áñ÷éêÜ, óçìåéþíïõìå ü�é êÜèå ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç � ðïõ áíÞêåé ó�çí ïéêïãÝíåéáåß�å �çò �0f åß�å �çò �1f åßíáé ðñÜãìá�é �å�ñáãùíéêÞ, áöïý åöáñìüæïí�áò óå áõ�Þí �ï áíÜð�õãìáêá�Ü Shannon ùò ðñïò �ç ìå�áâëç�Þ xj ðñïêýð�ïõí õðï-óõíáñ�Þóåéò ìå �ï ßäéï �å�ñáãùíéêü�ìÞìá. Áò èåùñÞóïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá ìßá �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç � ∈ Bn ðïõ áíÞêåé ó�çíïéêïãÝíåéá �çò �0f . Ôü�å, éó÷ýåé f + � = 0 ‖j (qj + �qj), áðü �çí ïðïßá ó÷Ýóç ïäçãïýìáó�åó�ï áêüëïõèï
wt(f + �) = wt(qj + �qj ) = NLqjáöïý ç �qj åßíáé âÝë�éó�ç ãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç �çò qj ∈ R(2; n− 1). ¢ñá, áðü �ï Èåþñçìá6.1, ðñïêýð�åé ü�é wt(f + �) = 2n−2−2n−2−hqj . Ìå áíÜëïãïõò éó÷õñéóìïýò ìðïñåß åýêïëá íá145 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùíáðïäåé÷�åß ü�é �ï ßäéï éó÷ýåé ãéá êÜèå óõíÜñ�çóç �çò ïéêïãÝíåéáò �1f . Êá�Ü óõíÝðåéá, üëåò ïé�å�ñáãùíéêÝò óõíáñ�Þóåéò �ùí ïéêïãåíåéþí �0f ; �1f áðÝ÷ïõí �çí ßäéá áðüó�áóç Hamming áðü�çí f .Ó�ç óõíÝ÷åéá, èá áðïäåßîïõìå ü�é ç áðüó�áóç Hamming ïðïéáóäÞðï�å Üëëçò �å�ñáãùíéêÞòóõíÜñ�çóçò áðü �çí f åßíáé ìåãáëý�åñç áðü 2n−2 − 2n−2−hqj . ¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóçu ∈ R(2; n), ðïõ äåí áíÞêåé óå êáìßá áðü �éò ïéêïãÝíåéåò �ùí �0f ; �1f , �Ý�ïéá þó�å
wt(f + u) ≤ 2n−2 − 2n−2−hqj : (6.11)Åöáñìüæïí�áò ó�çí �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç u �ï áíÜð�õãìá êá�Ü Shannon ùò ðñïò �ç ìå-�áâëç�Þ xj, �ü�å ç u ãñÜöå�áé ùò u = u0 ‖j u1 ìå ui = q′ + l′i üðïõ q′ åßíáé �ï �å�ñáãùíéêü�ìÞìá �çò ui êáé l′i �o ãñáììéêü �ìÞìá �çò ui ãéá i = 1; 2 (ïé u0; u1 Ý÷ïõí �ï ßäéï �å�ñáãùíéêü�ìÞìá q′). Áðü �çí õðüèåóç ðñïêýð�åé ü�é q′ 6= q; q + qj, ãéá�ß áí q′ = q (q′ = q + qj), �ü�åç óõíÜñ�çóç u èá áíÞêå ó�çí ïéêïãÝíåéá �çò �0f (�1f)· ðñÜãìá�é, áí ßó÷õå q′ = q, èá åß÷áìå

wt(f + u) = wt(l0 + l′0) + wt(qj + l1 + l′1), �ï ïðïßï åëá÷éó�ïðïéåß�áé áí êáé ìüíï áí éó÷ýïõí�áõ�ü÷ñïíá l′0 = l0 êáé l′1 ∈ Aqj+l1 , ïðü�å êáé èá åß÷áìå
wt(f + u) = wt(l0 + l0) + wt(qj + l1 + �qj+l1) = NLqj+l1 = NLqj :Êá�Ü óõíÝðåéá, Ý÷ïõìå ü�é u = (q+l0) ‖j (q+l1+�qj)|Ü�ïðï. Ó�ï ßäéï Ü�ïðï èá êá�áëÞãáìåìå üìïéï �ñüðï áí êÜíáìå �çí õðüèåóç q′ = q + qj. ¢ñá, ðñÜãìá�é éó÷ýåé q′ 6= q; q + qj, êáéÝ÷ïõìå

wt(f + u) = wt(q′ + q + l′0 + l0) + wt(q′ + q + qj + l′1 + l1)
≥ wt(q′ + q + �q′+q) + wt(q′ + q + qj + �q′+q+qj)
= 2n−1 − 2n−2−hq′+q − 2

n−2−hq′+q+qjìå �çí éóü�ç�á íá éó÷ýåé áí êáé ìüíï áí l′i + li ∈ Aq′+q+iqj ⇔ l′i ∈ Aq′+q+iqj+li ãéá i = 0; 1,ëüãù �ïõ ËÞììá�ïò 6.4. Áêüìá êáé áí �ï q′ åßíáé �Ý�ïéï þó�å hq′+q = hq′+q+qj = 1 (ïðü�å êáé�ï âÜñïò Hamming �çò f+u åëá÷éó�ïðïéåß�áé), èá éó÷ýåé wt(f+u) = 2n−2 > 2n−2−2n−2−hqjãéá êÜèå 1 ≤ hqj ≤ ⌊(n− 1)=2⌋. 2�üñéóìá 6.14. Ìå �ï óõìâïëéóìü �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 6.13, ãéá êÜèå êõâéêÞ óõíÜñ�çóç fêëÜóçò-1 n ìå�áâëç�þí, ç äåõ�Ýñïõ âáèìïý ìç ãñáììéêü�ç�Ü �çò éóïý�áé ìå NQf = 2n−2−
2n−2−hqj , ãéá êÜðïéï 1 ≤ hqj ≤ ⌊(n− 1)=2⌋.
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6.2 ÂÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò êõâéêþí óõíáñ�Þóåùí
f(x1, . . . , x5) = x1x2x4 + x2x3x5 + x1x5 + x2x3 + x3x4 + x3x5 + x3
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1 + x2 x2

f0 = x1x5 + x3x4 + x3x5︸ ︷︷ ︸
q0

+x3 f1 = x1x4 + x1x5 + x3x4︸ ︷︷ ︸
q1

Case 1: Fix f0

ξ0
f
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1 + x2 x2

f0 q0 + λx1x4 + x3x5︸ ︷︷ ︸
q0+q1

Case 2: Fix f1

ξ1
f
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1 + x2 x2

q1 + x3 + λx1x4 + x3x5︸ ︷︷ ︸
q0+q1

f1Ó÷Þìá 6.2. ÄéÜãñáììá õðïëïãéóìïý �ùí âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí �çò êõâé-êÞò óõíÜñ�çóçò f �ïõ ðáñáäåßãìá�ïò 6.15Ôï Èåþñçìá 6.13 åßíáé óçìáí�éêü ãéá�ß åðé�ñÝðåé �ïí ðñïóäéïñéóìü üëùí �ùí �å�ñáãùíé-êþí ðñïóåããßóåùí ìßáò ïðïéáóäÞðï�å êõâéêÞò óõíÜñ�çóçò n ìå�áâëç�þí, õðïëïãßæïí�áò �éòâÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò ìßáò �å�ñáãùíéêÞò óõíÜñ�çóçò n − 1 ìå�áâëç�þí - êÜ�éðïõ ìðïñåß íá ãßíåé Üìåóá ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï Èåþñçìá 6.2.�áñÜäåéãìá 6.15. ¸ó�ù ç êõâéêÞ óõíÜñ�çóçf(x1; : : : ; x5) = x1x2x4 + x2x3x5 + x1x5 + x2x3 + x3x4 + x3x5 + x3 :�ñïöáíþò ç f åßíáé êëÜóçò-1, óõíåðþò ïé âÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò ìðïñïýííá õðïëïãéó�ïýí áðü �ï Èåþñçìá 6.13, üðïõ J = {2}. Êá�Ü óõíÝðåéá, ç f ãñÜöå�áé ùòf = f0 ‖2 f1 = (x1x5 + x3x4 + x3x5 + x3) ‖2 (x1x4 + x1x5 + x3x4)ïðü�å ìÝíåé ï õðïëïãéóìüò �ùí âÝë�éó�ùí ãñáììéêþí ðñïóåããßóåùí �çò �å�ñáãùíéêÞò óõ-íÜñ�çóçò q2 = x1x4 + x3x5. Áðü �ï Èåþñçìá 6.2 ìðïñïýí Üìåóá íá õðïëïãéó�ïýí ïé
22hq2 = 22×2 = 16 âÝë�éó�åò ãñáììéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò q2. Ôï Ó÷Þìá 6.2 áðï�õðþíåé�ç äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý �ùí âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí �çò f , üðùò áõ�ÞðåñéãñÜöå�áé ó�ï Èåþñçìá 6.13. ¼ëåò ïé âÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò f áíá-ãñÜöïí�áé ó�çí áñéó�åñÞ ó�Þëç �ïõ ðßíáêá 6.1. �éá êÜèå �q2, ï ðßíáêáò 6.1 áíáãñÜöåé �éòáí�ßó�ïé÷åò âÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò êõâéêÞò óõíÜñ�çóçò f . Åßíáé åýêïëïíá äïýìå ü�é NQf = NLq2 = 6 (áöïý hq2 = 2).147 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí�ßíáêáò 6.1. Õðïëïãéóìüò üëùí �ùí âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí �çò êõâéêÞòóõíÜñ�çóçò f �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 6.15�q2 �0f �1f
0 x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4+x2x3 + x3 x2x3 + x3x5 x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4+x2x3 + x2x5 + x3 x2x3 + x2x5 + x3 + x5x3 x1x5 + x3x4 + x3x5 + x3 x1x4 + x1x5 + x3x4x3 + x5+ x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4+

1 x2x5 + x2 + x3 x2x5 + x2 + x5 + 1x4 x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4+x2x3 + x2x4 + x3 x2x3 + x2x4 + x3 + x4x4 + x5 x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4 + x2x3+x2x3 + x2x4 + x2x5 + x3 x2x4 + x2x5 + x3 + x4 + x5x3 + x4 x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4+x2x4 + x3 x2x4 + x4x3 + x4+ x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4 + x2x4+x5 + 1 x2x4 + x2x5 + x2 + x3 x2x5 + x2 + x4 + x5 + 1x1 x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4+x2x3 + x1x2 + x3 x2x3 + x1x2 + x1 + x3x1 + x5 x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4 + x2x3+x2x3 + x2x5 + x1x2 + x3 x1x2 + x2x5 + x1 + x3 + x5x1 + x3 x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4+x1x2 + x3 x1x2 + x1x1 + x3+ x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4 + x1x2+x5 + 1 x1x2 + x2x5 + x2 + x3 x2x5 + x1 + x2 + x5 + 1x1 + x4+ x1x5 + x3x4 + x3x5 + x2x3+ x1x4 + x1x5 + x3x4 + x2x3+

1 x1x2 + x2x4 + x2 + x3 x1x2 + x2x4 +
∑4i=1 xi + 1x1 + x4+ x1x5 + x3x4 + x3x5 + x2x3+ x1x4 + x1x5 + x3x4 + x2x3+x5 + 1 x1x2 + x2x4 + x2x5 + x2 + x3 x1x2 + x2x4 + x2x5 +

∑5i=1 xi + 1x1 + x3+ x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4 + x1x2+x4 + 1 x1x2 + x2x4 + x2 + x3 x2x4 + x1 + x2 + x4 + 1x1 + x3+ x1x5 + x3x4 + x3x5+ x1x4 + x1x5 + x3x4 + x1x2+x4 + x5 x1x2 + x2x4 + x2x5 + x3 x2x4 + x2x5 + x1 + x4 + x5Ó�ç óõíÝ÷åéá, áðïäåéêíýïõìå ü�é ãéá �ç ãåíéêü�åñç ðåñßð�ùóç ìßáò êõâéêÞò óõíÜñ�çóçòêëÜóçò-m, ìå m ≥ 2, ïé âÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò äåí ìðïñïýí íá õðïëïãé-
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6.2 ÂÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò êõâéêþí óõíáñ�Þóåùíó�ïýí ìå ÷ñÞóç �ùí âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí �ùí êëÜóçò-1 õðï-óõíáñ�Þóåþí�çò.�ñü�áóç 6.16. Ìå �ï óõìâïëéóìü �ïõ ËÞììá�ïò 6.12, Ýó�ù f ∈ Bn ìßá äéá÷ùñßóéìçóõíÜñ�çóç êëÜóçò-2 ìå J = {i; j} êáé Ýó�ù f = f0 ‖j f1. Ôü�å, äåí õðÜñ÷åé æåõãÜñéóõíáñ�Þóåùí (�f0 ; �f1) ∈ Qf0 ×Qf1 ðïõ íá Ý÷ïõí �ï ßäéï �å�ñáãùíéêü �ìÞìá.Áðüäåéîç. Áðü �çí áðüäåéîç �ïõ ËÞììá�ïò 6.12 ãßíå�áé öáíåñü ü�é ç f ãñÜöå�áé ùòf = (xiqi+xjqj)+(xixj�i;j+xili+xjlj+q′)+(xi�i+xj�j+l′), üðïõ ïé ðáñåíèÝóåéò õðïäçëþíïõí�ï êõâéêü, �å�ñáãùíéêü êáé ãñáììéêü �ìÞìá áí�ßó�ïé÷á. Áíáêáëþí�áò �çí �ñü�áóç 6.11, ïéf0; f1 åßíáé êõâéêÝò óõíáñ�Þóåéò êëÜóçò-1 êáé, áðü �ï ËÞììá 6.12, ðñïêýð�åé ü�éf0 = (q′ + l0) ‖i (q′ + qi + l1) (6.12a)f1 = (q′ + qj + l2) ‖i (q′ + qi + qj + l3) (6.12b)üðïõ lri+2rj = l′+ri(li+�i)+rj(lj+�j)+rirj�i;j êáé ri; rj ∈ F2. ¢ñá, ïé âÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝòðñïóåããßóåéò �ùò f0; f1, üðùò áõ�Ýò õðïëïãßæïí�áé áðü �ï Èåþñçìá 6.13, åßíáé�0f0 = q′ + xi(l0 + l1 + �qi) + l0 ;�1f0 = q′ + qi + xi(l0 + l1 + �qi) + l0 + �qi ;�0f1 = q′ + qj + xi(l2 + l3 + �qi) + l2 ;�1f1 = q′ + qi + qj + xi(l2 + l3 + �qi) + l2 + �qi :Áêüìá êáé áí éó÷ýåé l2 + l3 = l0 + l1 + �i;j (ïðü�å ïé �å�ñáãùíéêïß üñïé �ùí �0f0; �1f0; �0f1; �1f1 ðïõåìðåñéÝ÷ïõí �ç ìå�áâëç�Þ xi óõìðßð�ïõí), �á �å�ñáãùíéêÜ �ìÞìá�á �ùí �0f0 ; �1f0; �0f1; �1f1 äåíåßíáé ðï�Ý êïéíÜ ëüãù �ïõ ü�é qi; qj 6= 0 êáé qi 6= qj (üðùò áíáäåéêíýå�áé êáé ó�çí áðüäåéîç�ïõ ËÞììá�ïò 6.12). 2ÓõíäõÜæïí�áò �çí �ñü�áóç 6.16 ìå �çí �ñü�áóç 6.9, ãßíå�áé óáöÝò ü�é ìðïñïýìå íáêá�áóêåõÜóïõìå êõâéêÞ óõíÜñ�çóç f êëÜóçò-2 �Ý�ïéá þó�å NQf > max
lass-1{NQ}: áõ�üìðïñåß íá åðé�åõ÷èåß ìå �ç óõíÝíùóç äýï óõíáñ�Þóåùí êëÜóçò-1, ìå �çí êÜèå ìßá áðü áõ�Ýòíá Ý÷åé �ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý, üðùò áõ�Þ ðñïóäéïñßæå�áéáðü �ï �üñéóìá 6.14. Ìå âÜóç áõ�ü �ï óêåð�éêü ìðïñåß áíáäñïìéêÜ íá êá�áóêåõáó�åßåðßóçò óõíÜñ�çóç g êëÜóçò-m, m > 2, �Ý�ïéá þó�å NQg > max
lass-1{NQ}. ¢ñá, áðü�çí ðáñáðÜíù áíÜëõóç ïäçãïýìáó�å ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ïé óõíáñ�Þóåéò êëÜóçò-1 åßíáé óåãåíéêÝò ãñáììÝò ïé ðéï "áóèåíåßò" óå ó÷Ýóç ìå Üëëåò êõâéêÝò óõíáñ�Þóåéò, üóïí áöïñÜ �ç÷áìçëÞ ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý. 149 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí6.3 �åíßêåõóç ãéá óõíáñ�Þóåéò õøçëü�åñïõ âáèìïýÓå áõ�Þí �çí åíü�ç�á åîå�Üæïí�áé âÝë�éó�åò ðñïóåããßóåéò óõíáñ�Þóåùí âáèìïý ìåãáëý�å-ñïõ áðü 3, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �á óõíáöÞ áðï�åëÝóìá�á �ùí ðñïçãïýìåíùí åíï�Þ�ùí. Áñ÷éêÜ,ðáñïõóéÜæïõìå �ï áêüëïõèï Èåþñçìá, �ï ïðïßï ðñïóäéïñßæåé âÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåã-ãßóåéò ãéá óõãêåêñéìÝíç ïéêïãÝíåéá óõíáñ�Þóåùí âáèìïý 4.Èåþñçìá 6.17. ¸ó�ù f ∈ R(4; n) ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç âáèìïý 4, üðïõ õðÜñ÷åé 1 ≤ j ≤ n,�Ý�ïéï þó�å, áí f = f0 ‖j f1, ç f0 åßíáé êõâéêÞ óõíÜñ�çóç êëÜóçò-1 êáé ç f1 = q + l åßíáé�å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç, üðïõ �á q; l õðïäçëþíïõí �ï �å�ñáãùíéêü êáé �ï ãñáììéêü �çò �ìÞìááí�ßó�ïé÷á. Áí NLf0+q ≤ 2n−2 − 2n−4, �ü�å ïé óõíáñ�Þóåéòu = (q + �f0+q) ‖j f1 (6.13)åßíáé âÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò f êáé NQf = NLf0+q. Äéáöïñå�éêÜ, éó÷ýåé
NQf > 2n−2 − 2n−4.Áðüäåéîç. ÊÜèå óõíÜñ�çóç �çò ìïñöÞò (6.13) åßíáé ðñïöáíþò �å�ñáãùíéêÞ, áöïý ïé õðï-óõíáñ�Þóåéò ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �ï áíÜð�õãìÜ �çò êá�Ü Shannon ùò ðñïò �ç ìå�áâëç�Þ xjÝ÷ïõí �ï ßäéï �å�ñáãùíéêü �ìÞìá. Åðéðñüóèå�á, éó÷ýåé wt(f + u) = wt

(
(f0 + q + �f0+q) ‖j

0
)

= NLf0+q, �ï ïðïßï, ëüãù �çò õðüèåóçò, åßíáé ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ 2n−2 − 2n−4. Êá�ÜóõíÝðåéá, áñêåß íá áðïäåßîïõìå ü�é wt(f+u′) ≥ 2n−2−2n−4 ãéá êÜèå �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóçu′ ç ïðïßá äåí áíÞêåé ó�çí ïéêïãÝíåéá óõíáñ�Þóåùí ðïõ ðåñéãñÜöåé ç (6.13). ÊÜèå �Ý�ïéá óõ-íÜñ�çóç u′ ãñÜöå�áé ùò u′ = (q′+ l0) ‖j (q′+ l1), üðïõ q′ ∈ Bn−1 åßíáé �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóçìå q′ 6= q êáé ïé l0; l1 ∈ Bn−1 åßíáé ãñáììéêÝò óõíáñ�Þóåéò. Ìå áõ�üí �ï óõìâïëéóìü, Ý÷ïõìå
wt(f + u′) = wt(f0 + q′ + l0) + wt(q + q′ + l + l1) ≥ NLf0+q′ +NLq+q′ìå �çí éóü�ç�á íá éó÷ýåé áí êáé ìüíï áí l0 ∈ Af0+q′ êáé l1 ∈ Aq+q′+l. Áöïý q + q′ ∈ Bn−1,áðü �ï Èåþñçìá 6.1 ðñïêýð�åé NLq+q′ ≥ 2n−3. Åðßóçò, ëüãù �ïõ �ïñßóìá�ïò 6.14 Ý÷ïõìåü�é NLf0+q′ ≥ 2n−4 áöïý ç óõíÜñ�çóç f0 + q′ ∈ Bn−1 åßíáé êõâéêÞ óõíÜñ�çóç êëÜóçò-1.Óõíåðþò, óõìðåñáßíïõìå ü�é wt(f + u′) ≥ 3 2n−4 = 2n−2 − 2n−4. 2�áñá�Þñçóç 6.18. Ôï Èåþñçìá 6.17 éó÷ýåé áêüìá êáé áí ç f0 åßíáé �å�ñáãùíéêÞ êáé ç f1êõâéêÞ óõíÜñ�çóç êëÜóçò-1. Óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç, ç (6.13) ãßíå�áé u = f0 ‖j (q + �f1+q)êáé NQf = NLf1+q áí NLf1+q ≤ 2n−2 − 2n−4.
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6.4 Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò óå ãíùó�Ýò óõíáñ�Þóåéò�áñÜäåéãìá 6.19. ¸ó�ù f ∈ B5 ìßá óõíÜñ�çóç âáèìïý 4 ðïõ äßíå�áé áðü �çíf(x1; : : : ; x5) = x2 + x4 + x1x2 + x1x4 + x1x5 + x4x5 + x1x2x4 + x1x3x4

+ x1x4x5 + x2x3x4 + x2x3x5 + x1x2x3x4 + x1x2x3x5 :Åöáñìüæïí�áò �ï áíÜð�õãìá êá�Ü Shannon ùò ðñïò �ç ìå�áâëç�Þ x1, ç f ãñÜöå�áé ùòf = (x2x3x4 + x2x3x5 + x4x5 + x2 + x4) ‖1 (x2x4 + x3x4 + x5) = f0 ‖1 f1. Óõíåðþò, ïõðïëïãéóìüò �ùí âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí �çò f áíÜãå�áé, ëüãù �ïõ ÈåùñÞ-ìá�ïò 6.17, ó�ïí ðñïóäéïñéóìü âÝë�éó�ùí ãñáììéêþí ðñïóåããßóåùí �çò f0+x2x4+x3x4 ìÝóù�ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Walsh, ïé ïðïßåò åßíáé ïé � = x3 + x4 + x5 êáé �′ = x2. Áöïý éó÷ýåé
NLf0+x2x4+x3x4 = 4 < 3 25−4, ðñïêýð�åé ü�é ïé âÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò fåßíáé ïé �f = x1x3 + x1x4 + x2x4 + x3x4 + x3 + x4 + x5 ;�′f = x1x2 + x1x5 + x2x4 + x3x4 + x2 ;êáé éó÷ýåé NQf = 4.�ñü�áóç 6.20. ¸ó�ù f ∈ Bn ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç âáèìïý r, êáé Ýó�ù ü�é õðÜñ÷åé óýíïëï
J = {j1; : : : ; jr−3} �Ý�ïéï þó�å áí f = f0 ‖J · · · ‖J f2r−3−1, �ü�å ç fi åßíáé êõâéêÞ óõíÜñ�çóçêëÜóçò-1 ãéá êÜðïéï 0 ≤ i < 2r−3 êáé fk ∈ R(2; n − r + 3) ãéá üëá �á k 6= i. Ôü�å, éó÷ýåé
2n−r ≤ NLr−1f ≤ 2n−r+1 − 2⌈(n−r)=2⌉.Áðüäåéîç. ¸ó�ù f ′ = f0 ‖J · · · ‖J fi−1 ‖J �fi ‖J fi+1 ‖J · · · ‖J f2r−3−1, ç ïðïßáðñïêýð�åé áðü �çí f áí�éêáèéó�þí�áò �çí õðïóõíÜñ�çóç fi ìå ìßá âÝë�éó�ç �å�ñáãùíéêÞ �çòðñïóÝããéóç �fi. Ôü�å, éó÷ýåé deg(f ′) = r − 1 êáé wt(f + f ′) = NQfi . Áöïý fi ∈ Bn−r+3,åöáñìüæïí�áò �ï �üñéóìá 6.14 êá�áëÞãïõìå ó�ç ó÷Ýóç

2n−r ≤ NQfi ≤ 2n−r+1 − 2⌈(n−r)=2⌉ :Åðßóçò, äåí õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç u′ ∈ R(r − 1; n) �Ý�ïéá þó�å wt(f + u′) < 2n−r, áöïý
deg(f +u′) = r êáé, êá�Ü óõíÝðåéá, �ï âÜñïò �çò f +u′ åßíáé ìåãáëý�åñï Þ ßóï �ïõ 2n−r [95℄·Ý�óé, êá�áëÞãïõìå ó�çí ïñèü�ç�á �ïõ éó÷õñéóìïý. 26.4 Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò óå ãíùó�Ýò óõíáñ�ÞóåéòÁðü �çí ðáñáðÜíù áíÜëõóç ãßíå�áé óáöÝò ü�é êÜèå êá�áóêåõÞ êñõð�ïãñáöéêþí óõíáñ�Þ-óåùí ç ïðïßá âáóßæå�áé óå óõíÝíùóç Üëëùí óõíáñ�Þóåùí ÷áìçëü�åñïõ âáèìïý ìå ëéãü�åñåò151 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùíìå�áâëç�Ýò ðñÝðåé íá ãßíå�áé ìå éäéáß�åñç ðñïóï÷Þ, üóïí áöïñÜ �á ÷áñáê�çñéó�éêÜ �ùí õðï-óõíáñ�Þóåùí áõ�þí ðïõ åðéëÝãïí�áé - êé áõ�ü ãéá�ß ïé �åëéêÝò óõíáñ�Þóåéò ðïõ êá�áóêåõÜæï-í�áé ìðïñåß íá åßíáé åõÜëù�åò óå åðéèÝóåéò ðñïóÝããéóçò ÷áìçëïý âáèìïý. Ó�ç âéâëéïãñáößáÝ÷ïõí Þäç ðñï�áèåß äéÜöïñåò êá�áóêåõÝò êñõð�ïãñáöéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ åìðßð�ïõí óåáõ�Ýò �éò ó÷åäéáó�éêÝò áñ÷Ýò. Óå áõ�Þí �çí åíü�ç�á ëïéðüí ìåëå�þí�áé áõ�Ýò ïé êá�áóêåõÝòüóïí áöïñÜ �ç ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý �ùí óõíáñ�Þóåùí ðïõ ðáñÜãïí�áé.6.4.1 Êá�áóêåõÞ Maiorana-M
Farland¸ó�ù n èå�éêüò áêÝñáéïò, � : F
n
2 → F

n
2 ìßá óõíÜñ�çóç áí�éêá�Üó�áóçò ðÜíù ó�á ó�ïé÷åßá�ïõ äéáíõóìá�éêïý ÷þñïõ F

n
2 êáé g : F

n
2 → F2 ìßá ïðïéáäÞðï�å ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç. Ôü�å, çf : F

n
2 × F

n
2 ≃ F

2n
2 → F2, ç ïðïßá ïñßæå�áé ùòf(x; y) =

〈x; �(y)〉+ g(y) ; x; y ∈ F
n
2 (6.14)åßíáé ìßá óõíÜñ�çóç Maiorana-M
Farland [30℄. Åßíáé ãíùó�ü ü�é üëåò ïé óõíáñ�Þóåéò áõ�Þò�çò ìïñöÞò åßíáé bent (ìå �ïí ìÝãéó�ï äõíá�ü âáèìü áí ç g åðéëåãåß êá�Üëëçëá). Åðéðñü-óèå�á, ç f ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò óõíÝíùóç 2n ãñáììéêþí õðïóõíáñ�Þóåùí n ìå�áâëç�þí[16℄. ¼ðùò áíáäåéêíýå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá, ç äåõ�Ýñïõ âáèìïý ìç ãñáììéêü�ç�á ãéá êõâéêÝòMaiorana-M
Farland óõíáñ�Þóåéò åßíáé ðïëý ÷áìçëÞ óå êÜðïéåò ðåñéð�þóåéò, ðáñüëï ðïõ çãñáììéêü�ç�Ü �ïõò åßíáé ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ.Ç äéáöïñÜ ðïõ åìöáíßæå�áé ìå�áîý �ùí ìç ãñáììéêï�Þ�ùí ðñþ�ïõ êáé äåõ�Ýñïõ âáèìïýó�éò Maiorana-M
Farland óõíáñ�Þóåéò åßíáé åìöáíÞò áêüìá êáé ãéá ìéêñÝò �éìÝò �ïõ n. ÁòèåùñÞóïõìå �çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç üðïõ ç � åßíáé Ýíáò ãñáììéêüò áí�éó�ñÝøéìïò ìå�áó÷çìá�é-óìüò, ïðü�å ç 〈x; �(y)〉 åßíáé âáèìïý 2. Ôü�å, áí n = 3, ðñïêýð�åé ü�é ç g (Üñá êáé ç f) åßíáéêõâéêÞ óõíÜñ�çóç êëÜóçò-1 êáé ïé ìç ãñáììéêü�ç�åò ðñþ�ïõ êáé äåõ�Ýñïõ âáèìïý ãéá �çí fåßíáé 28 and 8 áí�ßó�ïé÷á, ëüãù �ïõ �ïñßóìá�ïò 6.14. Áí�ßó�ïé÷åò ðáñá�çñÞóåéò ìðïñïýí íáãßíïõí êáé ãéá óõíáñ�Þóåéò õøçëü�åñïõ âáèìïý ïé ïðïßåò ðñïêýð�ïõí áðü �çí (6.14)· ç óõ-ìðåñéöïñÜ áõ�Þ ïöåßëå�áé ó�ï ü�é ç ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý �çò f êáèïñßæå�áé áðü�ç ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý �çò g, ç ïðïßá áðï�åëåß�áé áðï ëéãü�åñåò ìå�áâëç�Ýò.Áõ�ü áðïóáöçíßæå�áé ó�ï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá.�áñÜäåéãìá 6.21. ¸ó�ù f ∈ B8 âáèìïý 4 ðïõ äßíå�áé áðü �çí (6.14), üðïõ � ï ìå�áó÷ç-ìá�éóìüò ðïõ äéá�çñåß üëåò �éò ìå�áâëç�Ýò áíáëëïßù�åò êáé g = x5x6x7x8 + x5x7x8 + x6x7 -äçëáäÞ, f = x5x6x7x8 + x5x7x8 + x1x5 + x2x6 + x3x7 + x4x8 + x6x7 :Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 152



6.4 Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò óå ãíùó�Ýò óõíáñ�ÞóåéòTü�å, f = f0 ‖5 f1, üðïõf0(x1; : : : ; x8) = x2x6 + x3x7 + x4x8 + x6x7 ;f1(x1; : : : ; x8) = x6x7x8 + x2x6 + x3x7 + x4x8 + x6x7 + x7x8 + x1 ;êáé ç f1 åßíáé êõâéêÞ óõíÜñ�çóç êëÜóçò-1. Áíáêáëþí�áò �ç Óçìåßùóç 6.18 êáé �çí (2.21),âñßóêïõìå ü�é ç x1 åßíáé ìßá âÝë�éó�ç ãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç �çò óõíÜñ�çóçò f0 + f1 =x6x7x8 + x7x8 + x1 êáé NLf0+f1 = 16 < 48 = 28−2 − 28−4. ¢ñá, ëüãù �çò �áñá�Þñç-óçò 6.18 ðñïêýð�åé ü�é ç óõíÜñ�çóç �f = f0 ‖5 (f0 + x1) = x1x5 + x2x6 + x3x7 + x4x8 + x6x7åßíáé ìßá âÝë�éó�ç �å�ñáãùíéêÞ ðñïóÝããéóç �çò f ìå NQf = 16. Áöïý ç f åßíáé óõíÜñ�çóçbent, ç ìç ãñáììéêü�ç�Ü �çò åßíáé ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ, äçëáäÞ NLf = 28−1 − 28=2−1 = 120.Ó�éò ðåñéð�þóåéò ðïõ ìåëå�Þèçêáí ìÝ÷ñé �þñá, ç ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý �ùíMaiorana-M
Farland óõíáñ�Þóåùí äåí åßíáé õøçëÞ, åíþ åðéðëÝïí ï �á÷ýò õðïëïãéóìüò �ùíâÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåþí �ïõò åßíáé åöéê�üò. �ßíå�áé öáíåñü ëïéðüí ü�é õøçëÞìç ãñáììéêü�ç�á äåí åîáóöáëßæåé õøçëÞ ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý. Ç óõìðåñéöïñÜáõ�Þ äåß÷íåé íá âåë�éþíå�áé ãéá �éò ãåíéêåõìÝíåò Maiorana-M
Farland óõíáñ�Þóåéò (generalMaiorana-M
Farland fun
tions) [12℄. Áõ�Ýò ïé óõíáñ�Þóåéò êá�áóêåõÜæïí�áé ùò åîÞò: ãéáÜñ�éï n = r + s ìå r ≤ s, ïðïéáäÞðï�å áí�éó�ñÝøéìç óõíÜñ�çóç � : F
s
2 → F

r
2 êáé ïðïéáäÞðï�åóõíÜñ�çóç g : F

s
2 → F2, ïñßæå�áé ç óõíÜñ�çóç f : F

s
2 × F

r
2 ≃ F

n
2 → F2 ðïõ ðåñéãñÜöå�áé áðü�ç ó÷Ýóçf(x; y) =

〈x; �(y)〉+ g(y) =
r∑i=1

xi�i(y) + g(y) ; x ∈ F
r
2; y ∈ F

s
2 : (6.15)Ôü�å, ç f åßíáé óõíÜñ�çóç bent áí ãéá êÜèå a ∈ F

r
2 �ï óýíïëï �−1(a) åßíáé ãñáììéêüòõðü÷ùñïò �ïõ F

s
2 äéÜó�áóçò n − 2r, êáé áí (ãéá �çí ðåñßð�ùóç üðïõ n > 2r) ï ðåñéïñéóìüò�çò g ó�ï �−1(a) åßíáé óõíÜñ�çóç bent ãéá êÜèå a ∈ F

r
2 (áí n = 2r, êáíÝíáò ðåñéïñéóìüòãéá �çí åðéëïãÞ �çò g äåí áðáé�åß�áé) [16℄. Åðßóçò, áí êÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ �(Fs

2) Ý÷åé âÜñïòHamming ìåãáëý�åñï áðü k, �ü�å ç f åßíáé áíèåê�éêÞ óå óõó÷å�ßóåéò �Üîçò m, ãéá m ≥ k.Ìßá �Ý�ïéá êá�áóêåõÞ ðáñïõóéÜæå�áé ó�ï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá.�áñÜäåéãìá 6.22. Ó�ï [12℄ êá�áóêåõÜæå�áé, ìÝóù �çò ãåíéêåõìÝíçò Maiorana-M
Farlandêá�áóêåõÞò, ç áêüëïõèç óõíÜñ�çóç f ∈ B7 ðïõ åßíáé éóïâáñÞò, áíèåê�éêÞ óå óõó÷å�ßóåéò�Üîçò 2 êáé Ý÷åé âáèìü 4 (�ïí ìÝãéó�ï äõíá�ü):f = x1x5x6x7 + x4x5x6x7 + x1x5x6 + x1x5x7+153 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùíx2x5x6 + x2x5x7 + x3x5x7 + x4x5x7 + x1x6+x1x7 + x2x5 + x3x5 + x2x6 + x2x7 + x1 + x3 + x4Ç óõíÜñ�çóç f ìðïñåß íá ãñáöåß ùò f = f0 ‖5 f1, üðïõf0 = x1x6 + x1x7 + x2x6 + x2x7 + x1 + x3 + x4

= q + x1 + x3 + x4;f1 = x1x6x7 + x4x6x7 + x3x7 + x4x7 + x1 + x2 + x4;üðïõ q = x1x6 + x1x7 + x2x6 + x2x7. �éá �ç óõíÜñ�çóç f1 + q õðïëïãßæïõìå, ìÝóù �ïõìå�áó÷çìá�éóìïý Walsh, ü�é NLf1+q = 24 = 27−2 − 27−4, ïðü�å ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞ-óïõìå �ç Óçìåßùóç 6.18 ãéá �ïí õðïëïãéóìü âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí �çò f .�éá ðáñÜäåéãìá, ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ü�é x4 ∈ Af1+q, Üñá ìßá âÝë�éó�ç �å�ñáãùíéêÞðñïóÝããéóç �çò f äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç�f = f0 ‖5 (q + x4) = q + x1x5 + x3x5 + x1 + x3 + x4êáé, ðñïöáíþò, Ý÷ïõìå NQf = 24.6.4.2 Êá�áóêåõÞ Charpin-Pasali
-TavernierÓ�ï [22℄ Ý÷åé ðñï�áèåß ìßá êá�áóêåõÞ óõíáñ�Þóåùí bent âáèìïý 3, ç ïðïßá âáóßæå�áé ó�çóõíÝíùóç äýï �å�ñáãùíéêþí semi-bent óõíáñ�Þóåùí fb; f
 ∈ Bn ãéá ðåñé��ü áêÝñáéï n, üðïõãéá �á äéáíýóìá�á b; 
 éó÷ýåé wt(b) 6≡ wt(
) (mod 2), êáé êÜèå óõíÜñ�çóç åßíáé �çò ìïñöÞòfa(x) =

(n−1)=2∑i=1

ai tr(x2i+1
) ; x ∈ F2n and a ∈ F

(n−1)=2
2 (6.16)üðïõ a = (a1; : : : ; a(n−1)=2) êáé tr(x) = x + x2 + · · · + x2n−1 åßíáé ç óõíÜñ�çóç ß÷íïõò, çïðïßá áí�éó�ïé÷ßæåé ó�ïé÷åßá �ïõ óþìá�ïò F2n ó�ï F2 (âëÝðå åíü�ç�á 2.3). Õðü áõ�Þí �çèåþñçóç, êá�áóêåõÜæå�áé ç óõíÜñ�çóç bent f ∈ Bn+1 ìÝóù �çò óõíÝíùóçò f = fb ‖ f
, çïðïßá ðñïöáíþò åßíáé êõâéêÞ óõíÜñ�çóç êëÜóçò-1. Ó�ç óõíÝ÷åéá, áðïäåéêíýïõìå ü�é ìå áõ�Þí�çí êá�áóêåõÞ ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí óõíáñ�Þóåéò bent âáèìïý 3 ìå �ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ ìçãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý.�ñü�áóç 6.23. Ìå �ïí ðáñáðÜíù óõìâïëéóìü, Ýó�ù fb; f
 ∈ Bn+1 �å�ñáãùíéêÝò óõíáñ�Þ-óåéò semi-bent �Ý�ïéåò þó�å ç fb + f
 íá åßíáé semi-bent óõíÜñ�çóç âáèìïý 2. Ôü�å, ç ìçãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý �çò êëÜóçò-1 êõâéêÞò bent óõíÜñ�çóçò f = fb ‖ f
 éóïý�áéìå NQf = 2n−1 − 2(n−1)=2 = max
lass-1{NQ}.Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 154



6.4 Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò óå ãíùó�Ýò óõíáñ�ÞóåéòÁðüäåéîç. Áðü �ï Èåþñçìá 6.13 ðñïêýð�åé ü�é ç ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç �0f = fb ‖ (fb+�fb+f
)åßíáé ìßá âÝë�éó�ç �å�ñáãùíéêÞ ðñïóÝããéóç �çò f êáé ç ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý�çò f éóïý�áé ìå NQf = NLfb+f
 = 2n−1 − 2(n−1)=2, áöïý hfb+f
 = (n− 1)=2 (ëüãù �ïõ ü�éï áêÝñáéïò n åßíáé ðåñé��üò êáé ç fb + f
 åßíáé semi-bent óõíÜñ�çóç ó�ï Bn). Áíáêáëþí�áò�ï �üñéóìá 6.14, áõ�Þ åßíáé ç ìÝãéó�ç äõíá�Þ ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðïõ ìðïñåßíá Ý÷åé ìßá ïðïéáäÞðï�å êëÜóçò-1 êõâéêÞ óõíÜñ�çóç n + 1 ìå�áâëç�þí. 2�åíßêåõóç �çò ðáñáðÜíù äéáäéêáóßáò Ý÷åé ðñï�áèåß ó�á [13, 22℄, Ý�óé þó�å íá ðñïêýð�ïõíóõíáñ�Þóåéò �üóï bent üóï êáé semi-bent ïðïéïõäÞðï�å âáèìïý. �éï óõãêåêñéìÝíá, ãéáêÜèå äýï óõíáñ�Þóåéò bent f; f ′ ∈ Bn+1, ìå n ðåñé��ü áêÝñáéï, �Ý�ïéåò þó�å f = fb ‖ f
êáé f ′ = fd ‖ fe, üðïõ ïé fb; f
; fd; fe åßíáé �å�ñáãùíéêÝò semi-bent óõíáñ�Þóåéò �çò ìïñöÞò(6.16), �á wt(b);wt(d) åßíáé ðåñé��ïß áñéèìïß êáé �á wt(
);wt(e) Üñ�éïé, êá�áóêåõÜæïí�áé ïéóõíáñ�Þóåéò g = f ‖ f ′ ∈ Bn+2 and g′ = f ‖ f ′ ‖ (1 + f) ‖ f ′ ∈ Bn+3 : (6.17)Ôü�å ç g åßíáé semi-bent êáé ç g′ óõíÜñ�çóç bent· ï âáèìüò �ïõò åßíáé 4 áí fb + f
 +fd + fe 6= 0. Áõ�Þ ç äéáäéêáóßá óõíÝíùóçò óõíáñ�Þóåùí ìðïñåß íá óõíå÷éó�åß áíáäñïìéêÜ,êá�áóêåõÜæïí�áò óõíáñ�Þóåéò bent êáé semi-bent ïðïéïõäÞðï�å âáèìïý.�ñü�áóç 6.24. �éá �éò óõíáñ�Þóåéò g; g′ ðïõ ðåñéãñÜöïí�áé ó�çí (6.17), ç ìç ãñáììéêü�ç�áäåõ�Ýñïõ âáèìïý éêáíïðïéåß �éò ó÷ÝóåéòNQg ≥ NQf +NQf ′ êáé NQg′ ≥ 2
(
NQf +NQf ′

).Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðüññïéá �çò �ñü�áóçò 6.9 êáé �ïõ ËÞììá�ïò 6.8, áöïý ç f êáé ç 1+fÝ÷ïõí �çí ßäéá ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý. 2Áí ó�çí ðáñáðÜíù êá�áóêåõÞ èåùñÞóïõìå ü�é fe = fb + f
 + fd, �ü�å ïé g; g′ ãßíïí�áéêõâéêÝò óõíáñ�Þóåéò ìå g = fb+xn+1(fb+f
)+xn+2(fb+fd) êáé g′ = g+xn+3(1+xn+2). Êá�ÜóõíÝðåéá, óõíå÷ßæïí�áò ìå áíÜëïãï �ñüðï, ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå êõâéêÝò óõíáñ�ÞóåéòêëÜóçò-m, ãéá m > 2, �ùí ïðïßùí ç ìç ãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý åßíáé ìåãáëý�åñç áðüáõ�Þí �çò �ñü�áóçò 6.23.6.4.3 Êá�áóêåõÞ SiegenthalerÏ Siegenthaler ó�ï [129℄ åéóÜãåé ãéá ðñþ�ç öïñÜ �ïí ïñéóìü �çò áíèåê�éêü�ç�áò óå óõó÷å�ß-óåéò ãéá ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç êáé ðñï�åßíåé ìßá áíáäñïìéêÞ äéáäéêáóßá êá�áóêåõÞò �Ý�ïéùíóõíáñ�Þóåùí. Ç êá�áóêåõÞ âáóßæå�áé ó�çí éäéü�ç�á ü�é áí g; g′ ∈ Bn åßíáé áíèåê�éêÝò óå
155 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùíóõó÷å�ßóåéò �Üîçò m, �ü�å ç óõíÜñ�çóç f = g′ ‖ g ∈ Bn+1 åßíáé åðßóçò áíèåê�éêÞ óå óõó÷å-�ßóåéò �Üîçò m. Ìå áõ�üí �ïí �ñüðï ìðïñïýí íá êá�áóêåõáó�ïýí óõíáñ�Þóåéò áíèåê�éêÝò�Üîçò m ìå n ìå�áâëç�Ýò, ãéá ïðïéïõóäÞðï�å áêåñáßïõò 1 ≤ m < n − 2, ïé ïðïßåò íá Ý÷ïõí�ï ìÝãéó�ï äõíá�ü âáèìü n − m − 1 (áí m = n − 2, �ü�å ç ðñïêýð�ïõóá óõíÜñ�çóç åßíáéãñáììéêÞ· êá�áóêåõÝò ãéá áõ�Ýò �éò óõíáñ�Þóåéò äåí Ý÷ïõí íüçìá). Ç êá�áóêåõÞ ðïõ ðñï�åß-íå�áé ëáìâÜíåé ÷þñá ìÝóá óå n−m− 2 âÞìá�á· êÜèå âÞìá Ý÷åé ùò áöå�çñßá ìßá óõíÜñ�çóçg ç ïðïßá Ý÷åé ðñïÝëèåé áðü �ï ðñïçãïýìåíï âÞìá êáé åßíáé áíèåê�éêÞ óå óõó÷å�ßóåéò �Üîçòm, êáé ó�ç óõíÝ÷åéá õðïëïãßæå�áé ç g′ = g ◦ � ç ïðïßá ðñïêýð�åé áðü �çí g ìå áí�éìå�Üèåóç�ùí ìå�áâëç�þí �çò, âÜóåé êÜðïéáò óõíÜñ�çóçò áí�éìå�Üèåóçò � ∈ Pn (ç � åßíáé êá�ÜëëçëáåðéëåãìÝíç Ý�óé þó�å ïé ìåãéó�ïâÜèìéïé üñïé �ùí g; g′ íá ìç óõìðßð�ïõí ðëÞñùò)· áðü �éò g,g′ êá�áóêåõÜæå�áé åí óõíå÷åßá ç g′ ‖ g, ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé deg(g′ ‖ g) = deg(g) + 1.Ó�ï áñ÷éêü âÞìá �çò üëçò äéáäéêáóßáò, åðéëÝãå�áé ç ãñáììéêÞ óõíÜñ�çóç g(x1; : : : ; xm+2) =x1 + · · · + xm+1 ç ïðïßá åßíáé áíèåê�éêÞ �Üîçò m, åíþ ùò óõíÜñ�çóç áí�éìå�Üèåóçò � åðé-ëÝãå�áé åêåßíç ðïõ áðëÜ áí�éìå�áèÝ�åé �éò ìå�áâëç�Ýò xm+1; xm+2. Êá�Ü óõíÝðåéá, äïèåßóçò�çò ðáñáðÜíù g, ðñïêýð�åé ç g′(x1; : : : ; xm+2) = x1 + · · ·+ xm + xm+2. ¸�óé, ó�ï �Ýëïò �ïõðñþ�ïõ ó�áäßïõ, Ý÷ïõìå �ç äåõ�Ýñïõ âáèìïý óõíÜñ�çóç g ‖ g′ ðïõ Ý÷åé m + 3 ìå�áâëç�Ýòêáé åßíáé áíèåê�éêÞ �Üîçò m. �éá �á åðüìåíá âÞìá�á ðñï÷ùñÜìå üðùò áêñéâþò ðåñéãñÜöå�áéðáñáðÜíù. ¼�áí üëç ç êá�áóêåõÞ ïëïêëçñùèåß, ëáìâÜíïõìå óõíÜñ�çóç n ìå�áâëç�þí ðïõåßíáé áíèåê�éêÞ �Üîçò m, ìå �ï ìÝãéó�ï äõíá�ü âáèìü n − m − 1 (áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é,áñ÷ßæïí�áò �çí êá�áóêåõÞ áðü ãñáììéêÝò óõíáñ�Þóåéò ðïõ åßíáé ðÜí�á éóïâáñåßò, ç �åëéêÞóõíÜñ�çóç åßíáé åðßóçò éóïâáñÞò).Åßíáé åýêïëï íá äåé÷èåß ü�é ç f ðïõ êá�áóêåõÜæå�áé áíù�Ýñù åßíáé ïõóéáó�éêÜ ç óõíÝíùóç
2n−m−2 óõíáñ�Þóåùí ìå m + 2 ìå�áâëç�Ýò. Åðßóçò, áí ç f åßíáé áíèåê�éêÞ óå óõó÷å�ßóåéò�Üîçò n−4, �ü�å åßíáé êõâéêÞ êëÜóçò-1 óõíÜñ�çóç üðùò áõ�ü ðñïêýð�åé áðü �çí �ñü�áóç 6.11.Êá�Ü óõíÝðåéá, õøçëÞ áíèåê�éêü�ç�á óå óõó÷å�ßóåéò äåí åîáóöáëßæåé õøçëÞ ìç ãñáììéêü�ç�áäåõ�Ýñïõ âáèìïý. ÅðéðëÝïí, áí äåí ãßíåé ðñïóå÷�éêÞ åðéëïãÞ �ùí óõíáñ�Þóåùí-ìå�áèÝóåùíóå êÜèå âÞìá, åßíáé ðéèáíü íá ðñïêýð�ïõí �åëéêÝò óõíáñ�Þóåéò ìåãÜëïõ âáèìïý ãéá �éò ïðïßåòùó�üóï ï õðïëïãéóìüò �ùí âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåþí �ïõò íá åßíáé åöéê�üò- êÜ�é ðïõ âÝâáéá äåí åßíáé åðéèõìç�ü ãéá êñõð�ïãñáöéêÝò åöáñìïãÝò. Áõ�Þ ç ðåñßð�ùóçðåñéãñÜöå�áé ó�ï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá.�áñÜäåéãìá 6.25. Ó�ï [129℄ êá�áóêåõÜæå�áé ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç f ∈ B7 âáèìïý 4, ç ïðïßáåßíáé áíèåê�éêÞ �Üîçò 2. Ç êá�áóêåõÞ îåêéíÜåé áðü �ç ãñáììéêÞ óõíÜñ�çóç g(x1; : : : ; x4) =
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6.4 Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò óå ãíùó�Ýò óõíáñ�Þóåéòx1 + x2 + x3 êáé ïëïêëçñþíå�áé ìå�Ü áðü 3 âÞìá�á, üðïõ ó�ï i-éïó�ü âÞìá (i = 1; 2; 3)åöáñìüæå�áé ç óõíÜñ�çóç ìå�Üèåóçò �i. �éá êÜèå âÞìá, ÷ñçóéìïðïéïýí�áé áí�ßó�ïé÷á ïéóõíáñ�Þóåéò
• �1 : (1; 2; 3; 4)→ (1; 2; 4; 3),
• �2 : (1; 2; 3; 4; 5)→ (2; 4; 3; 5; 1),
• �3 : (1; 2; 3; 4; 5; 6)→ (3; 4; 5; 6; 1; 2) .Ìüëéò ïëïêëçñùèåß �ï äåý�åñï âÞìá (êáé ðñéí åöáñìüóïõìå �ç ìå�Üèåóç �3), Ý÷ïõìå �çíáêüëïõèç êõâéêÞ óõíÜñ�çóç êëÜóçò-1:g =x1x4x6 + x1x5x6 + x3x5x6 + x4x5x6 + x1x4+x1x5 + x1x6 + x3x6 + x4x6 + x5x6 + x2 + x3 + x5 :ÊÜíïí�áò ÷ñÞóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 6.13, ðñïêýð�åé ü�é ç óõíÜñ�çóç �g = x1x4 +x1x5 +x1x6 +x3x6 + x4x6 + x5x6 + x2 + x3 + x5 åßíáé ìßá âÝë�éó�ç �å�ñáãùíéêÞ ðñïóÝããéóç �çò g. Áí ó�ï�ñß�ï âÞìá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ç ìå�Üèåóç �′

3 : (1; 2; 3; 4; 5; 6)→ (1; 2; 3; 5; 4; 6) áí�ß ãéá �çí�3, ç ïðïßá ìå�Üèåóç �′
3 éêáíïðïéåß åðßóçò �ïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ èÝ�åé ï Siegenthaler ó�çíêá�áóêåõÞ �ïõ, �ü�å ìðïñïýìå åýêïëá íá äïýìå ü�é ç óõíÜñ�çóç g′ ðïõ èá ðñïêýøåé áðü �çíg èá Ý÷åé ùò âÝë�éó�ç �å�ñáãùíéêÞ ðñïóÝããéóç �çí �g′ = �g + x4 + x5, ç ïðïßá Ý÷åé �ï ßäéï�å�ñáãùíéêü �ìÞìá ìå �çí �g. ¢ñá, ëüãù �çò �ñü�áóçò 6.9, ç óõíÜñ�çóç �f = �g′ ‖ �g åßíáéìßá âÝë�éó�ç �å�ñáãùíéêÞ ðñïóÝããéóç �çò f = g′ ‖ g, ìå NQf = 24.6.4.4 Áëãüñéèìïò ñïÞò A
hterbahnÏ áëãüñéèìïò ñïÞò A
hterbahn åßíáé Ýíáò áðü �ïõò áëãïñßèìïõò ðïõ õðïâëÞèçêáí ó�ï eS-TREAM proje
t ùò õðïøÞöéïò ãéá ðñï�õðïðïßçóç [39℄. Ç ó÷åäßáóÞ �ïõ âáóßæå�áé óå 8 ìçãñáììéêïýò êá�á÷ùñç�Ýò ïëßóèçóçò ìå áíÜäñáóç, ìå ìåãÝèç áðü 22 ìÝ÷ñé 31, ïé Ýîïäïé �ùíïðïßùí óõíäõÜæïí�áé áðü �ç óõíÜñ�çóç-óõíäõáó�Þ:f(x1; : : : ; x8) = x1 + x2 + x3 + x4 + x5x7 + x6x7 + x6x8 + x5x6x7 + x6x7x8Ç ðñþ�ç áõ�Þ Ýêäïóç áðïäåß÷�çêå ìç áóöáëÞò [64℄· ç êñõð�áíÜëõóç ðïõ ðñï�Üèçêå âáóß-ó�çêå ó�çí ü÷é êáëÞ óõíÜñ�çóç-óõíäõáó�Þ f (ðáñá�çñÞèçêå ü�é áí x5 = x6 = 0, �ü�å ç fãßíå�áé ãñáììéêÞ), êáèþò åðßóçò êáé ó�ç ìéêñÞ ðåñßïäï �ùí áêïëïõèéþí ðïõ ðáñÜãåé êÜèåÝíáò áðü �ïõò 8 FSRs (ëüãù �ùí ìéêñþí ìçêþí �ïõò). Ùò áðÜí�çóç ó�çí åðßèåóç [64℄,157 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Äåõ�Ýñïõ âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùíïé êá�áóêåõáó�Ýò �ïõ A
hterbahn ðñü�åéíáí ìßá äåý�åñç âåë�éùìÝíç Ýêäïóç, ãíùó�Þ ùòA
terbahn-version 2 [40℄. Ç äåý�åñç áõ�Þ Ýêäïóç ÷ñçóéìïðïéåß 10 FSRs áí�ß ãéá 8, åíþ çóõíÜñ�çóç-óõíäõáó�Þò åßíáé ìåãáëý�åñç üóïí áöïñÜ �ï ðëÞèïò �ùí üñùí ó�çí ÁëãåâñéêÞÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ �çò (êáé, öõóéêÜ, �ï ðëÞèïò �ùí ìå�áâëç�þí �çò). Êáé ç äåý�åñç Ýêäïóç�ïõ A
hterbahn ùó�üóï õðÝó�ç åðé�õ÷Þ êñõð�áíÜëõóç [50℄, ç ïðïßá âáóßó�çêå ó�ç ÷ñÞóçêÜðïéáò �å�ñáãùíéêÞò ðñïóÝããéóçò ãéá �ç óõíÜñ�çóç-óõíäõáó�Þ (÷ùñßò íá áðïóáöçíßæå�áéáí åßíáé âÝë�éó�ç �å�ñáãùíéêÞ ðñïóÝããéóç ïý�å ï �ñüðïò ìå �ïí ïðïßï áõ�Þ õðïëïãßó�çêå).Ç �åëåõ�áßá Ýêäïóç �ïõ A
hterbahn êáëåß�áé A
terbahn-128/80 [41℄, üðïõ ó�çí ïõóßá åßíáéäýï äéáöïñå�éêÝò ðáñáëëáãÝò, ìßá ìå ìÞêïò êëåéäéïý 80 bits êáé ìßá ìå 128 bits. ¼ìùò êáéáõ�Þ ç �åëåõ�áßá Ýêäïóç õðÝó�ç åðé�õ÷Þ êñõð�áíÜëõóç [51, 113℄, âåë�éþíïí�áò �éò �å÷íéêÝòêñõð�áíÜëõóçò �ïõ [50℄. Ï A
hterbahn äåí åðåëÝãç �åëéêÜ ãéá �ç óõíÝ÷åéá �çò �ñß�çò öÜóçò�ïõ eStream proje
t (ç ïðïßá åßíáé óå åîÝëéîç �ç ó�éãìÞ ðïõ ãñÜöïí�áé áõ�Ýò ïé ãñáììÝò).Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ü�é ç óõíÜñ�çóç-óõíäõáó�Þò f ó�çí ðñþ�ç Ýêäïóç �ïõ A
hter-bahn åßíáé ìßá êõâéêÞ óõíÜñ�çóç êëÜóçò-1. Ó�çí êñõð�áíÜëõóç [64℄ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå çãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç � = x1 + x2 + x3 + x4 + x6, ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé wt(f + �) = 64(ìå Üëëá ëüãéá, éó÷ýåé f = u ìå ðéèáíü�ç�á 3=4). ÅðåéäÞ ç f åßíáé êëÜóçò-1, ìðïñïýìå íáõðïëïãßóïõìå üëåò �éò âÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò �çò ìå âÜóç �ï Èåþñçìá 6.13 -ãéá ðáñÜäåéãìá, ìßá åî áõ�þí èá åßíáé�f = (x5x7 + x1 + x2 + x3 + x4) ‖6 (x5x7 + �x7x8+x5x7+x1+x2+x3+x4+x7+x8)

= x5x7 + x6x8 + x1 + x2 + x3 + x4;üðïõ èÝóáìå �x7x8+x5x7+x1+x2+x3+x4+x7+x8 = x1 + x2 + x3 + x4 + x8. ¢ñá, éó÷ýåé NQf =

wt(f + �f) = 32 - Þ äéáöïñå�éêÜ, éó÷ýåé f = �f ìå ðéèáíü�ç�á 7=8 > 3=4. Êá�Ü óõíÝðåéá,åöáñìüæïí�áò �á áðï�åëÝóìá�á ðïõ ðáñïõóéÜó�çêáí óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï, åßíáé ðïëý ðéèáíüíá åðé�ý÷ïõìå ìßá áêüìá áðïäï�éêü�åñç êñõð�áíÜëõóç ó�ïí A
hterbahn (ðïõ èá ó�çñßæå�áéóå ðñïóåããßóåéò ÷áìçëü�åñïõ âáèìïý), áêüìá ßóùò êáé ãéá �çí �åëåõ�áßá ÝêäïóÞ �ïõ (áðï�å-ëåß Þäç �ñÝ÷ïí áí�éêåßìåíï Ýñåõíáò). �ßíå�áé öáíåñü ëïéðüí ü�é �á áðï�åëÝóìá�á áõ�ïý �ïõêåöáëáßïõ êáèïñßæïõí íÝåò ó÷åäéáó�éêÝò ðáñáìÝ�ñïõò ðïõ ðñÝðåé íá ëáìâÜíïí�áé õð' üøéíó�ç ó÷åäßáóç áóöáëþí óõó�çìÜ�ùí.
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ÊåöÜëáéï 7Óýíïøç - Ìåëëïí�éêÞ Ýñåõíá
We 
an only see a short distan
e ahead, but we 
ansee plenty there that needs to be done Alan TuringÇ ðáñïýóá äéá�ñéâÞ ðñáãìá�åý�çêå èÝìá�á áóöÜëåéáò �ùí óõììå�ñéêþí áëãïñßèìùí êñõ-ð�ïãñÜöçóçò. Ìåëå�Þèçêáí ðïéï�éêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ �ùí áêïëïõèéþí ïé ïðïßåò ÷ñçóéìï-ðïéïýí�áé ó�á óõó�Þìá�á áõ�Ü ùò áêïëïõèßåò êëåéäéïý, ìå êýñéá Ýìöáóç �üóï ó�ç ãñáììéêÞüóï êáé ó�ç ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á. Åðßóçò áíáëýèçêáí éäéü�ç�åò ëïãéêþí óõíáñ�Þ-óåùí ïé ïðïßåò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �çí ðáñáãùãÞ êñõð�ïãñáöéêþí áêïëïõèéþí. Ôá íÝááðï�åëÝóìá�á ðïõ áðïññÝïõí áðü �çí ðáñïýóá åñãáóßá ðåñéãñÜöïí�áé óõíïð�éêÜ ó�ç óõíÝ-÷åéá:�ñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á: �áñïõóéÜó�çêå ìßá íÝá áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò �ùí ðåñéïäéêþíáêïëïõèéþí, ç ïðïßá ìå �ç óåéñÜ �çò ïäÞãçóå ó�ïí ïñéóìü åíüò íÝïõ �åíéêåõìÝíïõ Äéáêñé�ïýÌå�áó÷çìá�éóìïý Fourier. Áõ�Ýò ïé áíáðáñáó�Üóåéò ðåñéãñÜöïõí üëåò �éò áêïëïõèßåò áíå-îáñ�Þ�ùò ðåñéüäïõ, ãåíéêåýïí�áò êá�Ü áõ�üí �ïí �ñüðï �çí êëáóéêÞ áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõòêáé �ïí áðëü ìå�áó÷çìá�éóìü Fourier [89, 99℄ ðïõ éó÷ýïõí ãéá áêïëïõèßåò óõãêåêñéìÝíçòðåñéüäïõ. Ç ãåíßêåõóç áõ�Þ åðé�ñÝðåé ðëÝïí �ïí ðñïóäéïñéóìü, ãéá ïðïéïíäÞðï�å LFSR, üëùí�ùí áñ÷éêþí êá�áó�Üóåþí �ïõ ïé ïðïßåò åðé�ñÝðïõí �çí ðáñáãùãÞ áêïëïõèßáò ìå �ç ìÝãé-ó�ç äõíá�Þ ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á. Ôá ìáèçìá�éêÜ åñãáëåßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ãéááõ�ü �ï ó�ü÷ï åí�Üóóïí�áé ó�ï ÷þñï �çò èåùñßáò óõó�çìÜ�ùí: óõãêåêñéìÝíá, êÜèå LFSRáíáðáñßó�á�áé ó�ï ÷þñï êá�áó�Üóåùí, ïðü�å ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìßáò áêïëïõèßáòðñïóäéïñßæå�áé áðü �ç äéÜó�áóç åíüò åëÝãîéìïõ êáé ðáñá�çñÞóéìïõ ãñáììéêïý êá�áó�á�éêïýóõó�Þìá�ïò. �åíéêåýïí�áò áõ�üí �ïí óõëëïãéóìü óå êá�áó�á�éêÜ óõó�Þìá�á ïðïéáóäÞðï�å159 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Óýíïøç - Ìåëëïí�éêÞ ÝñåõíáìïñöÞò, ðñïêýð�åé ï ïñéóìüò íÝùí ìÝ�ñùí ðïëõðëïêü�ç�áò. Åðßóçò, ç ìåëÝ�ç ìç ãñáììé-êþí ößë�ñùí õðü �ï ðñßóìá �çò èåùñßáò óõó�çìÜ�ùí ïäÞãçóå ó�çí êá�áóêåõÞ êáéíïýñéùí ìçãñáììéêþí ößë�ñùí ðïõ ðáñÜãïõí áêïëïõèßåò åããõçìÝíá õøçëÞò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò.Ç íÝá ïéêïãÝíåéá ößë�ñùí ðïõ ðñï�åßíå�áé ãåíéêåýåé �á éóáðÝ÷ïí�á ößë�ñá �ïõ Rueppel [124℄,åíþ åðßóçò ìðïñåß íá ãåíéêåýóåé êáé Üëëåò ïéêïãÝíåéåò ößë�ñùí ìå êáëÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ.Ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á: �áñïõóéÜó�çêå ç óõó÷Ý�éóç �ïõ ðñïößë �çò ìç ãñáì-ìéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ìßáò áêïëïõèßáò ìå �ï ðñïößë éäéï�éìÞò, �ï ïðïßï ìå �ç óåéñÜ �ïõêáèïñßæåé ìïíïóÞìáí�á �çí ðïëõðëïêü�ç�á Lempel-Ziv (ç óõó÷Ý�éóç áõ�Þ Ý÷åé äéá�õðùèåßùò áíïé÷�ü åñåõíç�éêü ðñüâëçìá [110℄): óõãêåêñéìÝíá, áðïäåß÷�çêå ü�é äýï áêïëïõèßåò ìå�ï ßäéï ðñïößë éäéï�éìÞò Ý÷ïõí õðï÷ñåù�éêÜ �ï ßäéï ðñïößë ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò.Áíáð�ý÷èçêå åðßóçò Ýíáò íÝïò áðïäï�éêüò áíáäñïìéêüò áëãüñéèìïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõåëÜ÷éó�ïõ FSR ðïõ ðáñÜãåé ìßá äõáäéêÞ áêïëïõèßá, ãåíéêåýïí�áò Ý�óé ãéá ðñþ�ç öïñÜ �ïíðïëý ãíùó�ü áëãüñéèìï �ùí Berlekamp-Massey [97℄ ãéá �ç ìç ãñáììéêÞ ðåñßð�ùóç. Ï áëãü-ñéèìïò ÷ñçóéìïðïéåß �çí ESOP áíáðáñÜó�áóç �ùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí, êáèþò åðßóçò êáé�ïí ãíùó�ü áëãüñéèìï �ùí Knuth-Morris-Pratt ãéá �áý�éóç ðñï�ýðùí óå ìßá áêïëïõèßá.Åðßóçò, áðïäåéêíýå�áé Ýíá êÜ�ù öñÜãìá �ïõ âáèìïý óõìðßåóçò ìßáò áêïëïõèßáò (üðùò áõ�üòðñïóäéïñßæå�áé áðü �ïí áëãüñéèìï óõìðßåóçò �ùí Lempel-Ziv [140℄) �ï ïðïßï åîáñ�Ü�áé áðü�ç ìç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áõ�Þò, êá�áäåéêíýïí�áò �ï ü�é ìðïñïýí íá õðÜñîïõí õøçëÜóõìðéÝóéìåò áêïëïõèßåò ìåãÜëçò ðïëõðëïêü�ç�áò.×áìçëïý âáèìïý ðñïóåããßóåéò ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí: Áíáð�ý÷èçêáí áðïäï�éêÝò ìÝ-èïäïé ãéá �ïí õðïëïãéóìü âÝë�éó�ùí ðñïóåããßóåùí ÷áìçëïý âáèìïý ãéá ëïãéêÝò óõíáñ�ÞóåéòïðïéïõäÞðï�å ðëÞèïõò ìå�áâëç�þí. ÓõãêåêñéìÝíá, êáèßó�á�áé ðëÝïí åöéê�üò ï õðïëïãéóìüòâÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí ãéá ìßá óçìáí�éêÞ ïéêïãÝíåéá óõíáñ�Þóåùí âáèìïý
3 êáé 4 - Ýíá ðñüâëçìá �ï ïðïßï Ý÷åé ÷áñáê�çñéó�åß ùò äýóêïëï ó�ï [17℄. Ç �å÷íéêÞ ðïõðñï�åßíå�áé åäþ åßíáé ç ðñþ�ç ó�ç âéâëéïãñáößá ç ïðïßá äßíåé �éò âÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñï-óåããßóåéò ìßáò óõíÜñ�çóçò áíåîáñ�Þ�ùò �ïõ ðëÞèïõò �ùí ìå�áâëç�þí �çò. ÌÝóù �çò �å÷íé-êÞò áõ�Þò áíáäåéêíýïí�áé óõãêåêñéìÝíåò éäéü�ç�åò ïé ïðïßåò, åöüóïí éêáíïðïéïýí�áé áðü ìßáóõíÜñ�çóç, åðé�ñÝðïõí �ïí ðñïóäéïñéóìü �ùí âÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí áõ�Þò:êá�Ü óõíÝðåéá, ðñïêýð�åé �ï óõìðÝñáóìá ü�é áõ�Ýò ïé éäéü�ç�åò äåí ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí�áéáðü ìßá êñõð�ïãñáöéêÞ óõíÜñ�çóç, êÜ�é ðïõ ïäçãåß ó�ïí ðñïóäéïñéóìü íÝùí ó÷åäéáó�éêþíêñé�çñßùí ãéá �éò êñõð�ïãñáöéêÝò ëïãéêÝò óõíáñ�Þóåéò. Ìåëå�þí�áé åðßóçò äéÜöïñåò êá�á-
Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò 160



7.1 Ìåëëïí�éêÝò åñåõíç�éêÝò êá�åõèýíóåéòóêåõÝò êñõð�ïãñáöéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ Ý÷ïõí ðñï�áèåß ó�ç âéâëéïãñáößá [12, 22, 30, 129℄,êá�áäåéêíýïí�áò �ï ü�é ìðïñïýí íá ïäçãÞóïõí ó�ç äçìéïõñãßá óõíáñ�Þóåùí ìå ÷áìçëÞ ìçãñáììéêü�ç�á äåõ�Ýñïõ âáèìïý - êÜ�é �ï ïðïßï åßíáé ìç åðéèõìç�ü. Óõíåðþò, �á áðï�åëÝóìá�á�çò ðáñïýóáò åñãáóßáò ìðïñïýí íá Ý÷ïõí Üìåóç åöáñìïãÞ óå õðÜñ÷ïí�á êñõð�ïãñáöéêÜ óõ-ó�Þìá�á.7.1 Ìåëëïí�éêÝò åñåõíç�éêÝò êá�åõèýíóåéòÇ Ýñåõíá ó�ï ÷þñï �çò êñõð�ïãñáößáò, êáé åéäéêü�åñá ó�ïõò �ïìåßò ðïõ åí�Üóóå�áé ç ðáñïýóáäéá�ñéâÞ, åßíáé äéáñêÞò êáé óå óõíå÷Þ åîÝëéîç. �ïëëÜ åßíáé �á áíïé÷�Ü åñù�Þìá�á, üðùòåðßóçò äéáöáßíïí�áé êáé ðïëëÝò êá�åõèýíóåéò ãéá ðåñáé�Ýñù åîáãùãÞ íÝùí áðï�åëåóìÜ�ùí.Ó�ç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæïõìå åñåõíç�éêÝò êá�åõèýíóåéò óõíáöåßò ìå �çí ðáñïýóá äéá�ñéâÞ, ïéïðïßåò ðñïóöÝñïí�áé ãéá ìåëëïí�éêÞ Ýñåõíá.ÂÝë�éó�åò �å�ñáãùíéêÝò ðñïóåããßóåéò åõñý�åñçò ïéêïãÝíåéáò óõíáñ�Þóåùí: Áðü�çí áíÜëõóç �ïõ Êåöáëáßïõ 6 ãßíå�áé öáíåñü ü�é ç åðÝê�áóç �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí óå åõñý�å-ñåò ïéêïãÝíåéåò êõâéêþí óõíáñ�Þóåùí êëÜóçò-m, m ≥ 2, êáèþò åðßóçò êáé óå óõíáñ�Þóåéòìåãáëý�åñïõ âáèìïý, åßíáé ðïëý óçìáí�éêÞ. ¹äç, óå ðñüóöá�ç åñãáóßá [81℄, ãåíéêåý�çêå�ï Èåþñçìá 6.13 þó�å íá êáëýð�åé üëåò �éò äéá÷ùñßóéìåò êõâéêÝò óõíáñ�Þóåéò êëÜóçò-m,ãéá êÜèå m. ¢ìåóç áðüññïéá áõ�Þò �çò ãåíßêåõóçò åßíáé Ýíá íÝï êÜ�ù öñÜãìá �çò áê�ßíáòêÜëõøçò �ïõ Reed-Muller êþäéêá äåý�åñçò �Üîçò R(2; n). Ç åñåõíç�éêÞ ðñïóðÜèåéá óõíå-÷ßæå�áé ìå ó�ü÷ï �çí åðÝê�áóç �çò ìåèïäïëïãßáò Ý�óé þó�å íá åßíáé åöéê�üò ï õðïëïãéóìüòâÝë�éó�ùí �å�ñáãùíéêþí ðñïóåããßóåùí ãéá óõíáñ�Þóåéò õøçëü�åñïõ âáèìïý. Åðßóçò, åöüóïíåëÜ÷éó�á ðñÜãìá�á Þ�áí ìÝ÷ñé óÞìåñá ãíùó�Ü ó÷å�éêÜ ìå �ç äåõ�Ýñïõ âáèìïý ìç ãñáììéêü-�ç�á óõíáñ�Þóåùí, õðÜñ÷ïõí ðëÝïí ïé äõíá�ü�ç�åò ãéá äéåñåýíçóç óõó÷å�ßóåùí ìå�áîý áõ�Þòêáé Üëëùí êñõð�ïãñáöéêþí êñé�çñßùí ëïãéêþí óõíáñ�Þóåùí. �ñïò áõ�Þí �çí êá�åýèõíóç, çáíÜëõóç �çò åíü�ç�áò 6.4 ìðïñåß íá åðåê�áèåß óå Üëëåò ãíùó�Ýò êá�áóêåõÝò óõíáñ�Þóåùí -üðùò, ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá �éò óõíáñ�Þóåéò õøçëÞò áëãåâñéêÞò áíèåê�éêü�ç�áò.Êñõð�áíáëõ�éêÝò åðéèÝóåéò ðñïóåããßóåùí ÷áìçëïý âáèìïý: Ôá áðï�åëÝóìá�á �ïõÊåöáëáßïõ 6, üðùò Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß, ìðïñïýí íá åöáñìïó�ïýí ãéá �ïí Ýëåã÷ï �çò áóöÜ-ëåéáò óýã÷ñïíùí êñõð�ïãñáöéêþí áëãïñßèìùí, üóïí áöïñÜ êñõð�áíáëõ�éêÝò åðéèÝóåéò ðïõâáóßæïí�áé óå ðñïóåããßóåéò äåõ�Ýñïõ âáèìïý. ¹äç, ó�çí åíü�ç�á 6.4, áíáöÝñèçêå ü�é ï áëãü-
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hterbahn ÷ñçóéìïðïéåß ìßá ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç f �çò ïðïßáò ìßá âÝë�éó�ç �å�ñáãùíéêÞðñïóÝããéóç ìðïñåß ðëÝïí åýêïëá íá õðïëïãéó�åß ìÝóù �çò ìåèïäïëïãßáò ðïõ áíáð�ý÷èçêå ó�ïÊåöÜëáéï 6: åðéðëÝïí, ç âÝë�éó�ç áõ�Þ �å�ñáãùíéêÞ ðñïóÝããéóç ðñïóåããßæåé ðïëý éêáíïðïéç-�éêÜ �çí f . Áí�ßó�ïé÷åò óõíáñ�Þóåéò, ìå áõ�ü �ï ü÷é åðéèõìç�ü ÷áñáê�çñéó�éêü, åßíáé ðéèáíüíá åßíáé ðáñïýóåò êáé óå Üëëïõò óýã÷ñïíïõò áëãïñßèìïõò. ¢ñá, �á áðï�åëÝóìá�á �çò äéá-�ñéâÞò ìðïñïýí Üìåóá íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá �ïí Ýëåã÷ï �çò ðáñå÷üìåíçò áóöÜëåéáò áðüãíùó�ïýò áëãïñßèìïõò ñïÞò - áðï�åëåß Þäç �ñÝ÷ïí áí�éêåßìåíï Ýñåõíáò. Åðßóçò, ìå äåäïìÝíïü�é Ý÷ïõí åöáñìïó�åß áí�ßó�ïé÷åò êñõð�áíáëõ�éêÝò åðéèÝóåéò êáé óå áëãïñßèìïõò �ìÞìá�ïò,ïé ïðïßåò âáóßæïí�áé óå ÷áìçëïý âáèìïý ðñïóåããßóåéò �ùí S-boxes (üðùò ãéá ðáñÜäåéãìáó�ï [57℄), ãßíå�áé öáíåñü ü�é �á áðï�åëÝóìá�á �ïõ Êåöáëáßïõ 6 ìðïñïýí åíäå÷ïìÝíùò íáåöáñìïó�ïýí êáé óå áëãïñßèìïõò �ìÞìá�ïò - êÜ�é ðïõ ÷ñÞæåé ðåñáé�Ýñù Ýñåõíáò.Êñõð�ïãñáöéêÜ êñé�Þñéá áêïëïõèéþí: Ïé åíäå÷üìåíåò óõó÷å�ßóåéò äéáöüñùí êñõð�ï-ãñáöéêþí êñé�çñßùí �ùí áêïëïõèéþí ðáñáìÝíåé Ýíá ðïëý óçìáí�éêü åñþ�çìá. Ôï ÊåöÜëáéï5 Ýäùóå áðáí�Þóåéò ãéá �ç ó÷Ýóç ìå�áîý �çò ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò, �çò ðïëõðëïêü-�ç�áò Lempel-Ziv êáé �ïõ âáèìïý óõìðßåóçò ìßáò áêïëïõèßáò. Ó�ï ßäéï ÊåöÜëáéï ïñßó�çêáíïé s-âÝë�éó�åò áêïëïõèßåò, ùò õøçëÜ óõìðéÝóéìåò. ¼ðùò Þäç áíáöÝñèçêå ó�ï ÊåöÜëáéïáõ�ü, ðåéñáìá�éêÜ áðï�åëÝóìá�á ïäçãïýí ó�çí åéêáóßá ü�é ãéá êÜèå �éìÞ �ïõ s, õðÜñ÷ïõís-âÝë�éó�åò áêïëïõèßåò ìå ðïëõðëïêü�ç�á s (âëÝðå �ßíáêá 5.1)· ùó�üóï, áõ�Þ ç ðåéñáìá�éêÞðáñá�Þñçóç ìÝíåé íá áðïäåé÷�åß. Åðßóçò, ìå âÜóç �á ðåéñáìá�éêÜ áðï�åëÝóìá�á, äéáöáßíå�áéü�é ïé ðåñéïäéêÝò åðåê�Üóåéò �ùí s-âÝë�éó�ùí áêïëïõèéþí ðáñïõóéÜæïõí ðïëý õøçëÞ ãñáììéêÞðïëõðëïêü�ç�á - ãéá �çí áêñßâåéá, ó�ç ðïëý ìåãÜëç ðëåéïøçößá �ïõò, Ý÷ïõí �ç ìÝãéó�ç äõ-íá�Þ (ßóç ìå �çí ðåñßïäü �ïõò). Åöüóïí áðïäåé÷�åß ü�é áõ�ü éó÷ýåé ðÜí�ï�å, ãßíå�áé öáíåñüü�é ï ëüãïò óõìðßåóçò ìßáò áêïëïõèßáò, üðùò ïñßæå�áé ìå âÜóç �ïí áëãüñéèìï óõìðßåóçò �ùíLempel-Ziv, áðïê�Ü éäéáß�åñç êñõð�ïãñáöéêÞ áîßá. Áîßæåé íá óçìåéùèåß åðßóçò ü�é ï ó�á�é-ó�éêüò Ýëåã÷ïò �ïõ Maurer (Maurer's Universal Statisti
al Test) [102℄, ï ïðïßïò áíÞêåé ó�çëßó�á êñõð�ïãñáöéêþí êñé�çñßùí �ïõ NIST �ïõ �ßíáêá 2.1, ó÷å�ßæå�áé ìå �çí éêáíü�ç�á óõ-ìðßåóçò �çò áêïëïõèßáò. Êá�Ü óõíÝðåéá, ï Ýëåã÷ïò �çò óõó÷Ý�éóÞò �ïõ ìå �ç ìç ãñáììéêÞðïëõðëïêü�ç�á áíáêýð�åé ùò Üìåóï åðáêüëïõèï �ïõ Êåöáëáßïõ 5.Åýñåóç åëÜ÷éó�ïõ FSR ìßáò áêïëïõèßáò: Ï áëãüñéèìïò ðïõ ðñï�Üèçêå ó�ï ÊåöÜëáéï5 (Ó÷Þìá 5.1) õðïëïãßæåé áðïäï�éêÜ �ïí åëÜ÷éó�ï FSR ï ïðïßïò ðáñÜãåé ìßá äïèåßóá äõáäéêÞáêïëïõèßá y. ¼ðùò Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß, áí m åßíáé ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò áêïëïõèßáò y, �ü�å
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7.1 Ìåëëïí�éêÝò åñåõíç�éêÝò êá�åõèýíóåéòó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç õðÜñ÷ïõí ðïëëïß FSRs ìÞêïõò m ðïõ ðáñÜãïõí �çí y. ÓõãêåêñéìÝíá,üðùò ìðïñåß íá åîá÷èåß åýêïëá áðü �çí áíÜëõóç �ïõ Êåöáëáßïõ 5 (âëÝðå åðßóçò êáé �á[58, 59℄), áí k åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí õðáêïëïõèéþí ìÞêïõò m ðïõ õðÜñ÷ïõí ó�çíy, �ü�å �ï ðëÞèïò �ùí åëÜ÷éó�ùí FSRs ãéá �çí áêïëïõèßá y åßíáé 22m−k (áöïý �ï ðëÞèïò�ùí êá�áó�Üóåùí áðü �éò ïðïßåò äåí èá ðåñÜóåé ï åëÜ÷éó�ïò FSR �çò y åßíáé 2m − k êáé,óõíåðþò, ç óõíÜñ�çóç áíÜäñáóçò �ïõ FSR ìðïñåß íá ëáìâÜíåé ïðïéáäÞðï�å �éìÞ óå áõ�Ýò�éò êá�áó�Üóåéò). Óõíåðþò, ï áëãüñéèìïò �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5.1 õðïëïãßæåé Ýíáí áðü �ïõò 22m−kåëÜ÷éó�ïõò FSRs �çò y. ¸íá åíäéáöÝñïí åñþ�çìá ðïõ áíáêýð�åé åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò �ïõåëÜ÷éó�ïõ FSR �çò y ï ïðïßïò åßíáé âÝë�éó�ïò ùò ðñïò êÜðïéï êñé�Þñéï - üðùò, ãéá ðáñÜäåéãìá,åß�å ùò ðñïò �ï ðëÞèïò �ùí üñùí ó�çí ÁëãåâñéêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ �çò óõíÜñ�çóçò áíÜäñáóçòÞ ùò ðñïò �ïí âáèìü áõ�Þò.�ñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á k óöáëìÜ�ùí: Ï ïñéóìüò �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò kóöáëìÜ�ùí Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß ó�çí åíü�ç�á 2.6. Ïé áêïëïõèßåò ðïõ Ý÷ïõí êõñßùò ìåëå�çèåßó�ç âéâëéïãñáößá ùò ðñïò áõ�ü �ï êñõð�ïãñáöéêü êñé�Þñéï åßíáé ïé äõáäéêÝò áêïëïõèßåò ðå-ñéüäïõ 2n, ëüãù åéäéêþí éäéï�Þ�ùí �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò áõ�þí �ùí áêïëïõèéþí ïéïðïßåò áíáäåéêíýïí�áé áðü �ïí áëãüñéèìï �ùí Games-Chan [38℄. �éá êÜèå �Ý�ïéá áêïëïõèßá,åöüóïí áíáðáñáó�áèåß ó�ç äéáíõóìá�éêÞ áíáðáñÜó�áóç ß÷íïõò ðïõ ïñßó�çêå ó�ï ÊåöÜëáéï 4,ðñïêýð�åé ü�é ï ðßíáêáò ìå�Üâáóçò êá�Üó�áóçò �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ êá�áó�á�éêïý óõó�Þìá�ïòðïõ �çí ðáñÜãåé áðï�åëåß�áé áðü Ýíá ìüíï Jordan ìðëïê (ç ìüíç éäéï�éìÞ �ïõ ÷áñáê�çñéó�é-êïý ðïëõùíýìïõ z2n−1 �ïõ ðßíáêá åßíáé ç ìïíÜäá). Áõ�Þ ç éäéáß�åñç äïìÞ �ïõ êá�áó�á�éêïýóõó�Þìá�ïò ðáñáãùãÞò �çò áêïëïõèßáò áðï�åëåß åíáëëáê�éêü �ñüðï ðñïóÝããéóçò �ùí ðñï-âëçìÜ�ùí ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á k óöáëìÜ�ùí.¸íá áðü �á áíïé÷�Ü ðñïâëÞìá�á óå áõ�ü �ï ðåäßï åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò �ùí êñßóéìùíóçìåßùí (
riti
al points) ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé ìßá �Ý�ïéá áêïëïõèßá y, üðïõ ùò êñßóéìï óçìåßïïñßæå�áé êÜèå æåýãïò áêåñáßùí (k; 
k(y)) ìå �éò ðáñáêÜ�ù éäéü�ç�åò:
• õðÜñ÷åé áêïëïõèßá e ðåñéüäïõ 2n ìå wt(e) = k, �Ý�ïéá þó�å íá éó÷ýåé lc(y+ e) = 
k(y),åíþ äåí õðÜñ÷åé áêïëïõèßá e′ ìå wt(e′) = k �Ý�ïéá þó�å lc(y + e′) < 
k(y),
• ãéá êÜèå áêïëïõèßá ê ìå wt(ê) < k éó÷ýåé lc(y + ê) > 
k(y).¢ñá, áí (k; 
k(y)) åßíáé Ýíá êñßóéìï óçìåßï �çò y, �ü�å ç ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á k óöáëìÜ-�ùí �çò y éóïý�áé ìå 
k(y), åíþ ç ðïëõðëïêü�ç�á k − 1 óöáëìÜ�ùí åßíáé ìåãáëý�åñç áðü
k(y). �éá ìßá äïèåßóá áêïëïõèßá ðåñéüäïõ 2n, ï áëãüñéèìïò �ùí Lauder-Paterson ó�ï [87℄163 Kùíó�áí�ßíïò Á. Ëéìíéþ�çò



Óýíïøç - Ìåëëïí�éêÞ Ýñåõíáõðïëïãßæåé üëá �á êñßóéìá óçìåßá �çò. Ùó�üóï, ðáñáìÝíåé áíïé÷�ü åñþ�çìá �ï ðëÞèïò �ùíêñßóéìùí óçìåßùí ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé ìßá áêïëïõèßá óõíáñ�Þóåé �ïõ n. ¹äç ìåëå�Ü�áé áõ�ü�ï ðñüâëçìá, êÜíïí�áò ÷ñÞóç éäéï�Þ�ùí ðïõ áíáêýð�ïõí áðü �ïí áëãüñéèìï ó�ï [87℄.
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