
Mh Epilusimìthta

'Olec oi prosp�jeiec tic opoÐec k�name prokeimènou na isquropoi soume tic
M.T., èpesan sto kenì.

Jèsh twn Church-Turing: H mhqan  Turing pou termatÐzei gia ìlec
tic eisìdouc apoteleÐ thn austhr  tupopoÐhsh thc diaisjhtik c ènnoiac tou
�algorÐjmou�.

H jèsh twn Church-Turing den eÐnai je¸rhma, kai epomènwc den mporeÐ na
apodeiqteÐ. EÐnai (jewrhtik�) dunatì na brejeÐ sto mèllon k�poio isqurì
montèlo upologismoÔ, to opoÐo ja katarrÐyei th jèsh twn Church-Turing.
K�ti tètoio ìmwc jewreÐtai s mera apÐjano.



Mh Epilusimìthta, sunèqeia

MporoÔme na broÔme probl mata ta opoÐa na mhn epilÔontai apì kanèna
algìrijmo?

Tètoia probl mata ìpwc xèroume up�rqoun: ìloi oi formalismoÐ pou è-
qoume exet�sei (kanonikèc gl¸ssec, gl¸ssec qwrÐc sumfrazìmena, mhqanèc
Turing, klp), mporoÔn na anaparast soun metr sima �peirec to pl joc
gl¸ssec. GnwrÐzoume ìmwc ìti to sÔnolo ìlwn twn glwss¸n eÐnai mh-
metr sima �peiro.

Pwc mporoÔme ìmwc na broÔme mia gl¸ssa h opoÐa na mh mporeÐ na apo-
fasisteÐ apì mia mhqan  Turing?

Gia na epitÔqoume to parap�nw, ja qreiasteÐ na orÐsoume mhqanèc Turing
pou paÐrnoun wc eÐsodo kwdikopoi seic mhqan¸n Turing.



Kajolikèc Mhqanèc Turing

Ja orÐsoume mia mhqan  Turing h opoÐa ìtan paÐrnei wc eÐsodo thn peri-
graf  miac mhqan c M , ja sumperifèretai ìpwc h M .

Gia na mporoÔme na anaparast soume mia opoiad pote mhqan  Turing,
ja prèpei na broÔme trìpo na kwdikopoi soume tic katast�seic kai ta
sÔmbola tainÐac thc qrhsimopoi¸ntac èna prokajorismèno alf�bhto.

AnaparistoÔme katast�seic sth morf  qw, ìpou w ∈ {0, 1}∗. OmoÐwc, ta
sÔmbola tainÐac sth morf  aw, ìpou w ∈ {0, 1}∗.



Par�deigma Anapar�stashc

M = (K, Σ, δ, s, {h})
K = {s, q, h}
Σ = {a,t, B}

Kat�stash q SÔmbolo σ Met�bash δ(q, σ)
s a (q,t)
s t (h,t)
s B (s,→)
q a (s, a)
q t (s,→)
q B (q,→)



Par�deigma Anapar�stashc, sunèqeia

AnaparistoÔme tic katast�seic kai ta stoiqeÐa tou alfab tou thc M wc
ex c:

Kat�stash Anapar�stash
s q00
q q01
h q11
t a000
B a001
← a010
→ a011
a a100

H anapar�stash �M � thc mhqan c Turing eÐnai h sumboloseir�:

�M �= (q00, a100, q01, a000), . . . , (q01, a001, q01, a011)



UpologismoÐ me Kajolikèc Mhqanèc Turing

MporoÔme t¸ra na orÐsoume mia kajolik  mhqan  Turing U, h opoÐa èqei
dÔo orÐsmata: thn perigraf  �M � miac mhqan c M kai thn perigraf 
� w � miac sumboloseir�c w.

Jeloume h U na termatÐzei me eÐsodo�M �� w � an kai mìno an h M
termatÐzei me eÐsodo w.

EÐnai sqetik� aplì na sqedi�soume th U me tètoio trìpo ¸ste na proso-
moi¸nei th leitourgÐa thc M (eÐnai aploÔstero an h U qrhsimopoieÐ treÐc
tainÐec).



To Prìblhma tou TermatismoÔ (Halting Problem)

'Estw ìti èqoume katafèrei na gr�youme èna prìgramma halts(P,X) to
opoÐo mac epistrèfei thn ap�nthsh �yes� an to P termatÐzei me eÐsodo X kai
�no� diaforetik�.

Jewr ste t¸ra to ex c prìgramma:

f(X){ l : if halts(X,X) then goto l else halt}

TermatÐzei to f(f)?

TermatÐzei an kai mìno an to halts(f,f) epistrèfei �no�, dhlad  an kai
mìno �n to f me eÐsodo f den termatÐzei (�topo). Sumpèrasma: den up�rqei
tètoio prìgramma halts.



To Prìblhma tou TermatismoÔ, sunèqeia

Me odhgì ton prohgoÔmeno sullogismì, ja broÔme mia gl¸ssa pou eÐnai
anadromik� aparijm simh all� ìqi anadromik . 'Estw h gl¸ssa:

H = {� M�� w�: h mhqan  Turing M termatÐzei ìtan èqei eÐsodo w}

H gl¸ssa H eÐnai profan¸c anadromik� aparijm simh kaj¸c hmiapo-
fasÐzetai apì th mhqan  U. EÐnai ìmwc h H anadromik ?

'Estw ìti h H eÐnai anadromik . Tìte, to Ðdio ja isqÔei kai gia th gl¸ssa:

H1 = {� M�: h mhqan  Turing M termatÐzei ìtan èqei eÐsodo � M�}

AfoÔ h H1 eÐnai anadromik , tìte to Ðdio isqÔei kai gia to sumpl rwm� thc:

H1 = {w : h w den eÐnai kwdikopoÐhsh mhqan c Turing
  eÐnai kwdikopoÐhsh miac mhqan c Turing M
pou den termatÐzei ìtan èqei eÐsodo � M�}



To Prìblhma tou TermatismoÔ, sunèqeia

'Omwc, h H1 den eÐnai oÔte kan anadromik� aparijm simh: èstw M∗ mia
mhqan  Turing pou hmiapofasÐzei thn H1. An kei h � M∗ � sthn H1?

Apì ton orismì thc H1, � M∗ �∈ H1 an kai mìno an h M∗ den dèqetai th
sumboloseir� � M∗ �.

'Omwc, h M∗ hmiapofasÐzei thn H1, kai ètsi � M∗ �∈ H1 an kai mìno an
h M∗ dèqetai th sumboloseir� � M∗ �

Katal xame se �topo, kai epomènwc h H den eÐnai anadromik .



To Prìblhma tou TermatismoÔ, sunèqeia

Je¸rhma: H kl�sh twn anadromik¸n glwss¸n eÐnai èna gn sio uposÔno-
lo thc kl�shc twn anadromik� aparijm simwn glwss¸n.

Epiplèon, ìpwc eÐdame, h gl¸ssa H1 eÐnai anadromik� aparijm simh en¸
to sumpl rwm� thc den eÐnai. Kat� sunèpeia:

Je¸rhma: H kl�sh twn anadromik� aparijm simwn glwss¸n den eÐnai
kleist  wc proc to sumpl rwma.



Mh EpilÔsima Probl mata

To pr¸to sumpèrasma pou prokÔptei apì thn prohgoÔmenh suz thsh eÐ-
nai ìti den up�rqei algìrijmoc o opoÐoc gia k�je mhqan  Turing M kai
sumboloseir� eisìdou w, na apofasÐzei an h M termatÐzei me eÐsodo w  
ìqi.

Probl mata ìpwc to parap�nw ja ta onom�zoume mh epilÔsima.

Prosoq : To prìblhma tou termatismoÔ mporeÐ na lÔnetai se k�poiec
eidikèc peript¸seic. Autì pou èqoume apodeÐxei eÐnai ìti den up�rqei mia
genik  mèjodoc h opoÐa na apofasÐzei swst� se ìlec tic peript¸seic.



Mh EpilÔsima Probl mata, sunèqeia

Pwc mporoÔme na apodeÐxoume ìti èna prìblhma eÐnai mh epilÔsimo (qwrÐc
na qrhsimopoi soume thn teqnik  pou akolouj same gia thn H?)

Diaisjhtik�, ja deÐqnoume ìti an mia gl¸ssa L2  tan anadromik , tìte
to Ðdio ja Ðsque kai gia th gl¸ssa L1 h opoÐa eÐnai gnwstì ìti den eÐnai
anadromik . MporoÔme na perigr�youme pio tupik� th diadikasÐa aut  me
ton parak�tw orismì:

Orismìc: 'Estw L1, L2 ⊆ Σ∗ dÔo gl¸ssec. Mia anagwg  apì thn L1 sthn
L2 eÐnai mia anadromik  sun�rthsh τ : Σ∗ → Σ∗ tètoia ¸ste w ∈ L1 an kai
mìno an τ (w) ∈ L2.



Mh EpilÔsima Probl mata, sunèqeia

Je¸rhma: An   L1 den eÐnai anadromik  kai up�rqei mia anagwg  apì
thn L1 sthn L2, tìte kai h L2 den eÐnai anadromik .

Apìdeixh: 'Estw ìti h L2 eÐnai anadromik  kai èstw ìti apofasÐzetai
apì mia mhqan  Turing M2. 'Estw T h mhqan  Turing pou upologÐzei thn
anagwg  τ . Tìte h mhqan  Turing TM2 ja apofasÐzei thn L1 (giatÐ?).
Epomènwc katal xame se �topo.

Me th qr sh anagwg¸n mporoÔme na apodeÐxoume ìti poll� probl mata
eÐnai mh epilÔsima.



Mh EpilÔsima Probl mata, sunèqeia

Je¸rhma: To parak�tw prìblhma eÐnai mh epilÔsimo:
�Dedomènhc miac mhqan c Turing M, termatÐzei h M me ken  tainÐa?�

Apìdeixh: Me anagwg  apì to prìblhma tou termatismoÔ. 'Estw mia
mhqan  Turing M kai mia sumboloseir� w.

H anagwg  mac kataskeu�zei mia mhqan  Turing Mw h opoÐa xekin�ei th
leitourgÐa thc me ken  tainÐa. Amèswc met�, h Mw gr�fei to w sthn tainÐa
thc kai xekin�ei na prosomoi¸nei th mhqan  M.

An eÐqame èna algìrijmo o opoÐoc apofasÐzei an mia mhqan  Turing ter-
matÐzei me ken  tainÐa, tìte ja mporoÔsame na apofasÐsoume an h Mw
termatÐzei, kai epomènwc na apofasÐsoume an h M me eÐsodo w termatÐzei.

EÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti h parap�nw diadikasÐa eÐnai anagwg .



Mh EpilÔsima Probl mata, sunèqeia

Je¸rhma: To parak�tw prìblhma eÐnai mh epilÔsimo:
�Dedomènhc miac mhqan c Turing M, up�rqei èstw kai mÐa sumboloseir�

gia thn opoÐa h M termatÐzei?�

Apìdeixh: An to prìblhma autì  tan epilÔsimo, tìte to Ðdio ja Ðsque
kai gia to amèswc prohgoÔmeno prìblhma.

Pio sugkekrimèna, ja mporoÔsame na apofasÐsoume an mia mhqan  Turing
M termatÐzei me ken  sumboloseir�, wc ex c: kataskeu�zoume mhqan  M′

h opoÐa sb nei opoiad pote eÐsodo thc dÐnetai kai met� prosomoi¸nei thn
M me eÐsodo thn ken  sumboloseir�.

Gia th nèa aut  mhqan  M′ isqÔei to ex c: h M′ termatÐzei gia mia dedomènh
sumboloseir� an kai mìno an h M′ termatÐzei gia k�je sumboloseir� an
kai mìno an h M termatÐzei gia thn ken  sumboloseir�.

Epomènwc, ja mporoÔsame na elègxoume an h M termatÐzei me eÐsodo thn
ken  sumboloseir� apl� elègqontac an up�rqei sumboloseir� gia thn
opoÐa h M′ termatÐzei.



Mh EpilÔsima Probl mata, sunèqeia

Je¸rhma: To parak�tw prìblhma eÐnai mh epilÔsimo:
�Dedomènhc miac mhqan c Turing M, termatÐzei h M gia k�je sumboloseir�

eisìdou?�

Apìdeixh: H apìdeixh pou parousi�same gia to amèswc prohgoÔmeno
er¸thma metafèretai kai ed¸ (giatÐ h M′ dèqetai k�poia eÐsodo an kai
mìno an dèqetai k�je eÐsodo).



Mh EpilÔsima Probl mata, sunèqeia

Je¸rhma: To parak�tw prìblhma eÐnai mh epilÔsimo:
�Dedomènwn dÔo mhqan¸n Turing M1 kai M2, termatÐzoun me tic Ðdiec sum-

boloseirèc eisìdou?�

Apìdeixh: 'Estw ìti mporoÔme na apofasÐsoume an dÔo mhqanèc termatÐ-
zoun me tic Ðdiec sumboloseirèc eisìdou.

Jètoume th mÐa apì autèc na eÐnai mia tetrimmènh mhqan  pou termatÐzei
gia ìlec tic pijanèc eisìdouc.

Epomènwc, t¸ra èqoume èna algìrijmo o opoÐoc apofasÐzei an mia opoiad -
pote mhqan  Turing termatÐzei me k�je eÐsodo.

'Omwc, gnwrÐzoume  dh ìti to prìblhma autì eÐnai mh epilÔsimo.



Idiìthtec twn Anadromik¸n Glwss¸n

Je¸rhma: MÐa gl¸ssa L eÐnai anadromik  an kai mìno an kai aut  kai
to sumpl rwm� thc eÐnai anadromik� aparijm simec.

Apìdeixh: H kateÔjunsh (⇒) eÐnai profan c (giatÐ?)

Gia thn kateÔjunsh (⇐) ja kataskeu�soume mia mhqan  Turing M dÔo
taini¸n pou apofasÐzei thn L. 'Estw ìti h L hmiapofasÐzetai apì mia
mhqan  Turing M1 kai h L apì mÐa mhqan  Turing M2.

Dedomènhc miac sumboloseir�c w, h M proqwr�ei sthn pr¸th tainÐa thc
ìpwc ja proqwroÔse h M1 me eÐsodo w, kai sth deÔterh tainÐa thc ìpwc h
M2 me eÐsodo w.

K�poia stigm  o upologismìc se mÐa apì tic dÔo tainÐec ja termatÐsei.
Tìte kai h M termatÐzei sthn kat�stash y   n (an�loga me to an o upol-
ogismìc o opoÐoc term�tise  tan autìc thc pr¸thc tainÐac   thc deÔterhc
tainÐac antÐstoiqa).



Idiìthtec twn Anadromik¸n Glwss¸n, sunèqeia

Orismìc: Mia mhqan  Turing M aparijmeÐ th gl¸ssa L an kai mìno an,
gia k�poia prokajorismènh kat�stash q thc M,

L = {w : (s, Bt) `∗M (q, Btw)}

MÐa gl¸ssa eÐnai aparijm simh kat� Turing an kai mìno an up�rqei mÐa
mhqan  Turing pou thn aparijmeÐ.

Diaisjhtik�: 'Otan h M eisèrqetai sthn kat�stash q tìte shmatodoteÐ
ìti h sumboloseir� pou brÐsketai aut  th stigm  sthn tainÐa thc, an kei
sthn L. H M akoloÔjwc mporeÐ na af sei thn q kai na epanèljei argìtera
me èna �llo mèloc thc L.

Prosoq : Ta mèlh thc L mporoÔn na paratejoÔn se opoiad pote seir�
kai me epanal yeic.



Idiìthtec twn Anadromik¸n Glwss¸n, sunèqeia

Je¸rhma: MÐa gl¸ssa L eÐnai anadromik� aparijm simh an kai mìno an
eÐnai aparijm simh kat� Turing.

Apìdeixh: (⇐) Pr¸ta apodeiknÔoume ìti an èqoume mia mhqan  Turing E
pou aparijmeÐ thn L, tìte up�rqei mia mhqan  Turing M pou hmiapofasÐzei
thn L. H M douleÔei wc ex c:

Gia sumboloseir� eisìdou w, h M arqÐzei na �trèqei� th mhqan  E. K�je
for� pou h E eisèrqetai sthn eidik  kat�stas  thc, h M sugkrÐnei th w me
th sumboloseir� pou mìlic èqei �paraqjeÐ� apì thn E. An eÐnai Ðdiec, tìte
h M apodèqetai th w. Diaforetik�, suneqÐzei thn parap�nw diadikasÐa.

EÐnai profanèc ìti h M dèqetai akrib¸c ekeÐnec tic sumboloseirèc oi opoÐec
emfanÐzontai sthn aparÐjmhsh thc E.



Idiìthtec twn Anadromik¸n Glwss¸n, sunèqeia

Apìdeixh (sunèqeia): (⇒) 'Estw ìti èqoume mia mhqan  Turing M pou
hmiapofasÐzei thn L. MporoÔme na kataskeu�soume mia mhqan  Turing E
pou aparijmeÐ thn L. 'Estw s1, s2, . . . mia akoloujÐa apì ìlec tic sumbolo-
seirèc tou Σ∗. H E leitourgeÐ wc ex c:

Epanèlabe ta akìlouja b mata gia i = 1, 2, 3, . . ..

1. `Trèxe' thn M gia i b mata gia tic sumboloseirèc s1, s2, . . . , si.

2. An k�poia sumboloseir� sj gÐnetai dekt , h E phgaÐnei sthn eidik  kat�s-
tash q me sj sthn tainÐa.

An h M apodèqetai mia sumboloseir� w, tìte aut  ja emfanisteÐ arg�  
gr gora sthn akoloujÐa twn sumboloseir¸n pou aparijmeÐ h E.



Idiìthtec twn Anadromik¸n Glwss¸n, sunèqeia

Orismìc: Mia mhqan  Turing M aparijmeÐ lexikografik� th gl¸ssa L
an, gia k�poia prokajorismènh kat�stash q thc M, isqÔei to akìloujo.
'Opote èqoume:

(q, Btw) `+

M (q, Btw′)

tìte h w′ brÐsketai lexikografik� met� apì thn w. MÐa gl¸ssa eÐnai
lexikografik� aparijm simh kat� Turing an kai mìno an up�rqei mÐa mhqan 
Turing pou thn aparijmeÐ lexikografik�.



Idiìthtec twn Anadromik¸n Glwss¸n, sunèqeia

Je¸rhma: MÐa gl¸ssa L eÐnai anadromik  an kai mìno an eÐnai lexiko-
grafik� aparijm simh kat� Turing.

Apìdeixh: (⇒) AfoÔ h L eÐnai anadromik , tìte up�rqei mhqan  Turing
M pou thn apofasÐzei. Kataskeu�zoume mÐa mhqan  Turing M′ h opoÐa
aparijmeÐ lexikografik� ìlec tic sumboloseirèc tou alfab tou thc L. Gia
k�je mÐa apì tic sumboloseirèc �trèqei� thn M. 'Opote h M dèqetai thn
eÐsodo, h M′ parousi�zei th sumboloseir� kai suneqÐzei sthn epìmenh.

(⇐) AfoÔ h L eÐnai lexikografik� aparijm simh, mporoÔme na kataskeu�-
soume mia mhqan  Turing M′ pou thn apofasÐzei. H M′ me eÐsodo w xekin�ei
thn aparÐjmhsh thc L kai perimènei èwc ìtou eÐte h w parousiasteÐ eÐte
xeperasteÐ lexikografik�. Sthn pr¸th perÐptwsh dèqetai thn w en¸ sth
deÔterh thn aporrÐptei.


