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17.1 Το πολύτοπο των ταιριασμάτων

΄Εστω G = (V,E) μη κατευθυνόμενο γράφημα. Ταίριασμα (matching) στο G καλείται ένα σύνολο
M ⊆ E τέτοιο ώστε για κάθε e1 = {u1, v1}, e2 = {u2, v2} ∈ M να ισχύει ότι e1 ∩ e2 = ∅. ΄Ενα
ταίριασμα M καλείται τέλειο (perfect) αν επιπλέον ισχύει ότι |M | = |V |

2 . Λέμε ότι ένα ταίριασμα M
καλύπτει μία κορυφή v αν υπάρχει e ∈ M, τ. ώ. v ∈ e. Αν το M δεν καλύπτει την v λέμε επίσης ότι
το M παραλείπει την v.

Σχήμα 17.1: Οι κόκκινες ακμές αποτελούν ένα (μεγιστικό) ταίριασμα του γραφήματος.

Ορίζουμε ως πολύτοπο των ταιριασμάτων το

M(G) = conv{χM ∈ {0, 1}|E| | χM
χαρακτηριστικό διάνυσμα ταιριάσματος M του G}

.

Θα μας χρησιμεύσουν οι παρακάτω συμβολισμοί. Για E′ ⊆ E, x(E′) =
∑

e∈E′ xe. Για S ⊆ V, δ(S) =
{{u, v} ∈ E : u ∈ S, v /∈ S} και γ(S) = {{u, v} ∈ E : u ∈ S ∧ v ∈ S}.

Οι παρακάτω ανισότητες είναι έγκυρες για το M(G) :

x(δ(v)) ≤ 1 ∀v ∈ V (17.1)

x(γ(S)) ≤ |S| − 1

2
∀S ⊆ V, με |S| περιττό (17.2)

xe ≥ 0 ∀e ∈ E (17.3)

Προσέξτε ότι η ανισότητα x(δ(S)) ≥ 1 , S ⊆ V τέτοιο ώστε |S| περιττός δεν είναι έγκυρη. Ονομάζουμε
P (G) το πολύτοπο που ορίζουν οι (17.1), (17.2),(17.3).

Πρόταση 17.1 M(G) ⊆ P (G).
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V \ SS

Σχήμα 17.2: Για |S| = 7, σε μια ακέραια λύση x ισχύει ότι x(γ(S)) ≤ 7−1
2 = 3.

Ο Edmonds απέδειξε ότι τα δύο πολύτοπα ταυτίζονται.

Θεώρημα 17.1 (The Matching Polytope Theorem [1]) Για ένα μη κενό γράφημα G ισχύει
ότι M(G) = P (G).

Για την απόδειξη του Θεωρήματος 17.1 θα χρησιμεύσουν οι ακόλουθες παρατηρήσεις.

Πρόταση 17.2 Το πολύτοπο M(G) είναι πλήρους διάστασης, δηλαδή dim(M(G)) = |E(G)|.

Απόδειξη. ΄Εστω E(G) = {e1, e2, . . . , em}. Για κάθε i ∈ [m], το χαρακτηριστικό διάνυσμα χei της

αντίστοιχης ακμής ανήκει στοM(G). Επίσης τετριμμένα ~0 ∈M(G). Βρήκαμε m+1 το πλήθος αφινικά
ανεξάρτητα διανύσματα που ανήκουν στο πολύτοπο. Επομένως dim(M(G)) = |E(G)|.

(i) Από το Πόρισμα 15.2 γνωρίζουμε ότι για αν το P είναι πολύεδρο πλήρους διάστασης η αναπα-
ράσταση {x ∈ Rn | Ax ≤ b} είναι ελαχιστική αν και μόνο αν κάθε ανισότητα aTi x ≤ bi ορίζει μια
διακεκριμένη έδρα του P .

(ii) Δεδομένου ότι M(G) ⊆ P (G), θα ισχύει ότι M(G) = P (G) αν και μόνο αν σε κάθε έδρα του
M(G) αντιστοιχεί μια ανισότητα από τις (17.1), (17.2),(17.3). Τότε αφού κάθε έδρα του M(G)
αναπαρίσταται, έπεται ότι το σύστημα που ορίζει το P (G) περιέχει μια ελαχιστική αναπαράσταση
του M(G). Μαζί πιθανώς και με άλλες έγκυρες ανισότητες.

17.2 Απόδειξη του Θεωρήματος του Edmonds

Η παρακάτω απόδειξη δόθηκε από τον Lovász [2].

Απόδειξη. ΄Εστω

wTx ≤ t (17.4)

εδραία ανισότητα του M(G) που ορίζει μια έδρα F και έστω M∗ το σύνολο των ταιριασμάτων που
ικανοποιούν την (17.4) με ισότητα. Θα δείξουμε ότι κάποια ανισότητα

αTx ≤ b (*)
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από τις (17.1), (17.2),(17.3) επίσης ικανοποιείται με ισότητα από τα στοιχεία του M∗. Επειδή οποιο-
δήποτε σημείο στην F είναι κυρτός συνδυασμός των στοιχείων του M∗, έπεται ότι F ⊆ F∗ όπου F∗ η
όψη που ορίζει η (*). Επειδή F έδρα, άρα μεγιστική γνήσια όψη, προκύπτει ότι F = F∗.

Ας δούμε το επιχείρημα από διαφορετική οπτική γωνία. Αφού dim(F ) = m − 1, η F περιέχει m αφινικά

ανεξάρτητα σημεία του M(G). Χωρίς βλάβη της γενικότητας αυτά τα σημεία είναι κορυφές του M(G) (γιατί;),

άρα αντιστοιχούν σε ταιριάσματα, το σύνολο των οποίων είναι το M∗. Αν δείξουμε ότι όλα τα ταιριάσματα του

M∗
ικανοποιούν με ισότητα την ανισότητα (*) τότε τα υπερεπίπεδα {x | wTx = t} και {x | αTx = b} του

Rm
περιέχουν τα ίδια m αφινικά ανεξάρτητα σημεία. Αφήνεται ως άσκηση να δειχτεί ότι τα δύο υπερεπίπεδα

ταυτίζονται. Συμπεραίνουμε ότι είτε υπάρχει λ > 0, τ. ώ. η (*) να είναι της μορφής λwTx ≤ λt είτε η (*) είναι
η wTx ≥ t. Επειδή όμως η (*) είναι έγκυρη ανισότητα για το M(G) το δεύτερο ενδεχόμενο μπορεί να συμβαίνει

μόνο αν κάθε x ∈ M(G) ικανοποιεί την (17.4) με ισότητα. Αδύνατο, γιατί το πολύτοπο M(G) είναι πλήρους

διάστασης. ΄Αρα τελικά η (*) είναι εδραία ανισότητα του M(G).

Στη συνέχεια της απόδειξης εξετάζουμε τρεις περιπτώσεις.

Περίπτωση 1. ΄Εστω we < 0 για κάποιο e ∈ E. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ταίριασμα M ∈M∗ με
χM
e > 0. Επειδή wTχM = t, αν ορίσουμε το ταίριασμα M ′ = M \ {e}, τότε wTχM ′

> t, άτοπο. ΄Αρα
όλα τα ταιριάσματα του M∗ πρέπει να ικανοποιούν με ισότητα την ανισότητα

xe ≥ 0

η οποία είναι της μορφής (17.3).

Περίπτωση 2. ΄Εστω ότι για κάποιο v ∈ V , κάθε ταίριασμα του M∗ καλύπτει την κορυφή v. Δηλ.
για κάθε M ∈M∗, χM (δ(v)) = 1. ΄Αρα όλα τα ταιριάσματα του M∗ πρέπει να ικανοποιούν με ισότητα
την ανισότητα

x(δ(v)) ≤ 1

η οποία είναι της μορφής (17.1).

Περίπτωση 3. ΄Εστω we ≥ 0, ∀e ∈ E και ότι ∀v ∈ V υπάρχει ταίριασμα στο M∗ που δεν καλύπτει
την κορυφή v. Η εξέταση της περίπτωσης αυτής, που ολοκληρώνει την απόδειξη του θεωρήματος, θα
γίνει στη Διάλεξη 18.
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