
Αλγόριθμοι και Πολυπλοκότητα

The master theorem
(Επίλυση αναδρομικών εξισώσεων)( ξ )



Υπενθύμιση

Μία συνάρτηση f(n) είναι πολυωνυμικά φραγμένη αν 
bf(n) = O(nb) για κάποια σταθερά b.

Κάθε εκθετική συνάρτηση αυξάνεται γρηγορότερα απόΚάθε εκθετική συνάρτηση αυξάνεται γρηγορότερα από 
κάθε θετική πολυωνυμική συνάρτηση

Για a και b σταθερές με a > 1 ισχύει:

lim        = 0  →  nb = o(an)nb

an ( )ann→∞



Υπενθύμιση

Μία συνάρτηση f(n) είναι πολυλογαριθμικά φραγμένη αν 
f(n) = O(logbn) για κάποια σταθερά bf(n) = O(log n) για κάποια σταθερά b.

Κάθε θετική πολυωνυμική συνάρτηση αυξάνεταιΚάθε θετική πολυωνυμική συνάρτηση αυξάνεται 
γρηγορότερα από κάθε πολυλογαριθμική συνάρτηση

>   lim           = 0lgbn
nαn→∞ nα

lgbn = o(nα), για οποιαδήποτε σταθερά α > 0
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Σύγκριση δυο συναρτήσεων (παραδείγματα)

1) f(n) = Θ(n)) ( ) ( )

g(n) = Θ(n2)g(n) = Θ(n )

f(n) = Θ(n ), ε=12-ε

f(n) = Θ(n) μικρότερη από την g(n) = Θ(n2) κατά έναf(n) = Θ(n) μικρότερη από την g(n) = Θ(n2) κατά ένα 
πολυωνυμικό παράγοντα n ,      ε=1ε
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Σύγκριση δυο συναρτήσεων (παραδείγματα)

2) f(n)=Θ(nlogn)

g(n) = O(n0.793)

f(n) = Ω(n    ), ε≈0.2070.793+ε

f(n) = Θ(n log n) μεγαλύτερη από την g(n) = O(n0.793)f(n) = Θ(n log n) μεγαλύτερη από την 
κατά ένα πολυωνυμικό παράγοντα n ,      ε=0.207ε

g(n) = O(n )
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Σύγκριση δυο συναρτήσεων (παραδείγματα)

3) f(n)=Θ(nlogn)3) f(n) Θ(nlogn)

logn ? n ε≈0 5εlogn ?  n    , ε≈0.5

g(n) = Θ(n)g( ) Θ( )

f(n) = Θ(n log n) μεγαλύτερη από την g(n) = Θ(n)f(n) = Θ(n log n) μεγαλύτερη από την g(n) = Θ(n) 
αλλά όχι κατά ένα πολυωνυμικό παράγοντα n .ε
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The master theorem

Υποθέσεις: a ≥ 1 b ≥ 1 σταθερέςΥποθέσεις:    a ≥ 1, b ≥ 1 σταθερές

f(n), n ≥ 0 integers

T(n) = aT(   ) + f(n)n
b

n
b

n
b= ή n

b
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The master theorem

Διακρίνουμε τρείς περιπτώσεις συγκρίνοντας τις δύο 
συναρτήσεις:

l

συναρτήσεις:

f(n),           nlogba

Η δ ή ά Τ( ) ά άΗ αναδρομική συνάρτηση Τ(n) φράσσεται ασυμπτωτικά 
ανάλογα με το ποιά συνάρτηση κυριαρχεί.



f( ) ύ δ ήlog a

Πρώτη περίπτωση

• f(n), n       σύγκριση των δυο συναρτήσεων και
κυριαρχία της   n

logba
logba

η συνάρτηση Τ(n) φράσσεται ασυμπτωτικά ως εξής:

1. Αν f(n) = Ο(n        ) για κάποιο ε>0 → Τ(n) = Θ(n      )logba-ε logba



Πρώτη περίπτωση
Παράδειγμα:Παράδειγμα:

T(n) = 9T(    ) + n, a=9, b=3, f(n)=nn
3

n      = n       = Θ(n2)logba log39

f(n) = O(n ), ε=1log39-εf(n)  O(n ), ε 1

Κυριαρχία της nlogbaΚυριαρχία της n

Άρα Τ(n)=Θ(n2)



Δεύτερη περίπτωση

• f(n), n       σύγκριση των δυο συναρτήσεων
και είναι της ίδιας τάξης μεγέθους 

logba

η συνάρτηση Τ(n) φράσσεται ασυμπτωτικά ως εξής:

Αν f(n) = Θ( n ) → Τ(n) =Θ(n     log n)logba logba



Δεύτερη περίπτωση
Παράδειγμα:

2 3

Παράδειγμα:

T(n) = T(      ) + 1, a=1, b=      , f(n)=12n
3

3
2

n      = n        = n0 = 1 = f(n)  logba log3/21

T(n) = Θ(logn)



Τρίτη περίπτωση

• f(n), n       σύγκριση των δυο συναρτήσεων
και κυριαρχία της f(n)

logba

ρ ρχ ης ( )

3. Αν f(n) = Ω(n         ) για κάποιο ε>0 καιlogba+ε

αν af(     ) ≤ cf(n)n
b

για κάποια σταθερά c<1 και για όλα τα n αρκούντως μεγάλα 
τότε Τ(n) = Θ(f(n))
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Τρίτη περίπτωση (παράδειγμα)

3) T(n) = 3T(    ) + nlogn, a=3, b=4,  f(n)=nlognn
4

n = n = O(n0.793)logba log43

4

n       n         O(n )

f(n) = Ω(n    ), ε≈0.2log43+ε

Επιπλέον για μεγάλα n έχουμε:

af(    ) = 3(   )log(   ) ≤     nlogn = cf(n), c=n
b

n
4

n
4

3
4

3
4

οπότε T(n) = Θ(f(n)) = Θ(nlogn)( ) ( ( )) ( g )



καμμία περίπτωση!!!

T(n) = 2T(   ) + nlogn, a=2, b=2, f(n)=nlognn
2

n      = n, f(n) = nlogn > n      = nlogba logba

Όχι πολυωνυμικά μεγαλύτερη

f(n) nlognf(n)
n

nlogn
n= = log n

log n ασυμπτωτικά μικρότερη από nε για κάθε θετική 
σταθερά ε.ρ
Άρα T(n) μεταξύ 2 και 3 !!!!
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Μικρή υπενθύμιση

lg n + κ = (lg n) + klg n + κ = (lg n) + k 

lg(n) = log2(n)   (δυαδικός λογάριθμος)

ln(n) = loge(n)   (φυσικός λογάριθμος)

lgkn = (lgn)k (εκθετικό)

lglgn = lg(lgn)   (σύνθεση)
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Γ όλ ύ θ ύ 0 b 0 0

Μικρή υπενθύμιση

Για όλους τους πραγματικούς αριθμούς a>0, b>0, c>0:

a = blogba
n = 2log2n

l ( b) l l b l n l

n = 2 g2

logc(ab) = logca+logcb logban = nlogba

logba =
logca
logcb

logb = - logba
1
a

1 logbc logbalogba = logab
a      = cgb gb
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