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Σχέσεις

Ορισμός

΄Εστω σύνολα A,B. (Διμελής) σχέση ονομάζεται ένα σύνολο
R ⊆ A× B.

Η έννοια της σχέσης γενικεύει την έννοια της συνάρτησης με

πεδίο ορισμού το A και σύνολο αφίξεως το B.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

A = B = {σύνολο των ενεργών φοιτητών του di}.

R = {(x , y) | x συμπαθεί y}.

Συμβολισμός: συχνά xRy ή x ∼ y αντί (x , y) ∈ R.
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Ιδιότητες Σχέσεων

Μια διμελής σχέση R πάνω σε ένα σύνολο X καλείται
1 ανακλαστική αν ∀a ∈ X , aRa.

2 συμμετρική αν ∀a, b ∈ X , aRb συνεπάγεται bRa.

3 αντισυμμετρική αν ∀a, b ∈ X , aRb και bRa, συνεπάγεται ότι
a = b.

4 μεταβατική αν ∀a, b, c ∈ X , aRb και bRc , συνεπάγεται ότι
aRc .

Παράδειγμα: έστω X = Z. ΄Ορισε x ∼ y αν x | y .
Παράδειγμα: έστω X = 2Z. ΄Ορισε A ∼ B αν A ∩ B = ∅.
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Σχέσεις Ισοδυναμίας

Μια διμελής σχέση R πάνω σε ένα σύνολο X καλείται σχέση
ισοδυναμίας αν η R είναι ανακλαστική, συμμετρική και
μεταβατική, δηλαδή:

1 ∀a ∈ X , aRa.

2 ∀a, b ∈ X , aRb συνεπάγεται bRa.

3 ∀a, b, c ∈ X , aRb και bRc , συνεπάγεται ότι aRc.

Παράδειγμα: έστω X = Z. ΄Ορισε xRy αν x ≡ y (mod 5).
Αντιπαράδειγμα: η σχέση «συμπαθεί» δεν είναι σχέση

ισοδυναμίας!

Αντιπαράδειγμα: x | y , x , y ∈ N.
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Κλάσεις Ισοδυναμίας

Ορισμός

΄Εστω R ⊆ A× A μια σχέση ισοδυναμίας. Κλάση ισοδυναμίας
ενός x ∈ A ορίζεται ως το σύνολο [x ] := {y ∈ A | xRy}.

Θεώρημα

Οι κλάσεις ισοδυναμίας μιας σχέσης R πάνω στο σύνολο A
ορίζουν μια διαμέριση του A.

Οι πέντε κλάσεις της σχέσης x ≡ y (mod 5) διαμερίζουν το Z :

{. . . ,−9,−4, 1, 6, 11, 16, 21, . . .}
{. . . ,−8,−3, 2, 7, 12, 17, 22, . . .}
{. . . ,−7,−2, 3, 8, 13, 18, 23, . . .}
{. . . ,−6,−1, 4, 9, 14, 19, 24, . . .}
{. . . ,−10,−5, 0, 5, 10, 15, 20, 25, . . .}
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Κλάσεις Ισοδυναμίας

Ορισμός

΄Εστω R ⊆ A× A μια σχέση ισοδυναμίας. Κλάση ισοδυναμίας
ενός x ∈ A ορίζεται ως το σύνολο [x ] := {y ∈ A | xRy}.

για τη σχέση x ≡ y (mod 5)

[7] = {. . . ,−3, 2, 7, 12, 17, 22, . . .}.
Παρατηρείστε [7] = [12] = [22] κοκ.

Θεώρημα

Οι κλάσεις ισοδυναμίας μιας σχέσης R πάνω στο σύνολο A
ορίζουν μια διαμέριση του A.

Οι πέντε κλάσεις της σχέσης x ≡ y (mod 5) διαμερίζουν το Z :

{. . . ,−9,−4, 1, 6, 11, 16, 21, . . .}
{. . . ,−8,−3, 2, 7, 12, 17, 22, . . .}
{. . . ,−7,−2, 3, 8, 13, 18, 23, . . .}
{. . . ,−6,−1, 4, 9, 14, 19, 24, . . .}
{. . . ,−10,−5, 0, 5, 10, 15, 20, 25, . . .}
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Κλάσεις Ισοδυναμίας

Ορισμός

΄Εστω R ⊆ A× A μια σχέση ισοδυναμίας. Κλάση ισοδυναμίας
ενός x ∈ A ορίζεται ως το σύνολο [x ] := {y ∈ A | xRy}.

Θεώρημα

Οι κλάσεις ισοδυναμίας μιας σχέσης R πάνω στο σύνολο A
ορίζουν μια διαμέριση του A.

Οι πέντε κλάσεις της σχέσης x ≡ y (mod 5) διαμερίζουν το Z :

{. . . ,−9,−4, 1, 6, 11, 16, 21, . . .}
{. . . ,−8,−3, 2, 7, 12, 17, 22, . . .}
{. . . ,−7,−2, 3, 8, 13, 18, 23, . . .}
{. . . ,−6,−1, 4, 9, 14, 19, 24, . . .}
{. . . ,−10,−5, 0, 5, 10, 15, 20, 25, . . .}
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Κλάσεις Ισοδυναμίας

Ορισμός

΄Εστω R ⊆ A× A μια σχέση ισοδυναμίας. Κλάση ισοδυναμίας
ενός x ∈ A ορίζεται ως το σύνολο [x ] := {y ∈ A | xRy}.

Θεώρημα

Οι κλάσεις ισοδυναμίας μιας σχέσης R πάνω στο σύνολο A
ορίζουν μια διαμέριση του A.

Οι πέντε κλάσεις της σχέσης x ≡ y (mod 5) διαμερίζουν το Z :

{. . . ,−9,−4, 1, 6, 11, 16, 21, . . .}
{. . . ,−8,−3, 2, 7, 12, 17, 22, . . .}
{. . . ,−7,−2, 3, 8, 13, 18, 23, . . .}
{. . . ,−6,−1, 4, 9, 14, 19, 24, . . .}
{. . . ,−10,−5, 0, 5, 10, 15, 20, 25, . . .}
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Παράδειγμα

Δίνεται γράφημα G = (V ,E ). Ορίστε στο V τη σχέση ∼ :

x ∼ y αν υπάρχει στον G μονοπάτι από το x στο y .

Είναι η σχέση ∼ σχέση ισοδυναμίας; Αν ναι, ποιες είναι οι
κλάσεις ισοδυναμίας;
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Σχέσεις Μερικής Διάταξης

Μια διμελής σχέση ‘⪯’ πάνω σε ένα σύνολο X καλείται μερική
διάταξη αν η ‘⪯’ είναι ανακλαστική, αντισυμμετρική και
μεταβατική, δηλαδή:

1 ∀a ∈ X , a ⪯ a.

2 ∀a, b ∈ X , a ⪯ b και b ⪯ a, συνεπάγεται ότι a = b.

3 ∀a, b, c ∈ X , a ⪯ b και b ⪯ c , συνεπάγεται ότι a ⪯ c.

Παράδειγμα: X = N και a ⪯ b αν a | b.
Παράδειγμα: X = N× N και (p1, q1) ⪯ (p2, q2) αν p1 < p2 ή
[p1 = p2 και q1 ≤ q2] (λεξικογραφική διάταξη).
Παράδειγμα: έστω X = 2N και ‘⪯’ = ⊆ .
Αντιπαράδειγμα: X = σύνολο άπειρων ακολουθιών
πραγματικών αριθμών και a ⪯ b ανν a υπακολουθία της b.
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΄Εστω (X ,⪯) ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο. Δυο στοιχεία
x , y ∈ X καλούνται συγκρίσιμα αν x ⪯ y , ή y ⪯ x .

Αν x ⪯ y και x ̸= y γράφουμε x ≺ y .

Σύνολο X ⊆ X καλείται αλυσίδα αν οποιαδήποτε δύο στοιχεία
του X είναι συγκρίσιμα. Προσοχή: αν x , y ∈ X , z ∈ X , και
x ≺ z ≺ y δεν έπεται υποχρεωτικά ότι z ∈ X .

Ισοδύναμα, αλυσίδα είναι ένα σύνολο xi1 , . . . , xik , k ≥ 1, τ. ώ.

xi1 ≺ xi2 ≺ . . . ≺ xik .

Σύνολο X ⊆ X καλείται αντιαλυσίδα αν οποιαδήποτε δύο
διακεκριμένα στοιχεία του X δεν είναι συγκρίσιμα.
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Γραφική αναπαράσταση διατεταγμένων συνόλων

Σχέση διαιρετότητας στο X = {1, 2, 3, 6, 12} :Partially Ordered Sets 5

1

2 3

6

12

Figure 1.1

Figure 1.2 shows the Hasse diagrams of two posets

M5

x y z
x

y
z

N5

Figure 1.2

that will play key roles in later discussions.�

Chains and Directed Sets
Totally ordered subsets of a poset play an important role in the theory of partial
orders.

Definition Let  be a poset.ÐT ß Ÿ Ñ
1  A nonempty subset  of  is a  in  if  is totally ordered by . A) W T T W Ÿchain

finite chain with  elements can be written in the form8

- � - � â � -" # 8

Such a chain said to have  . If the set of lengths of all chainslength 8 c "
contained in  is bounded, then  has  and the maximumT T finite length
length is called the  of . Otherwise,  has . If ,length T T + � ,infinite length
then a   to  in  is a chain in  whose smallest element is chain from + , T T +
and whose largest element is . A  from  to  is a chain, + ,maximal chain
from  to  that is not contained in a larger in the sense of set inclusion+ , ( )
chain from  to .+ ,

2  A nonempty subset  of  is an  in  if every two elements of ) W T T Wantichain
are incomparable. An antichain with  elements is said to have  . If8 8width
the set of widths of all antichains in  is bounded, then  has T T finite width
and the maximum width is called the  of . Otherwise,  has width T T infinite

Διάγραμμα Hasse:

Γράφημα σχεδιασμένο στο επίπεδο με κορυφές τα στοιχεία

του συνόλου X .

Κορυφές που συνδέονται μέσω της ⪯ συνδέονται με ακμή,
παραλείπονται όλες οι ακμές που συνάγονται από τη

μεταβατικότητα.

Αν v ⪯ w , η κορυφή v σχεδιάζεται χαμηλότερα από την
κορυφή w .
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Γραφική αναπαράσταση διατεταγμένων συνόλων

Παραδείγματα τριών διαφορετικών έγκυρων διαγραμμάτων

Hasse για το ίδιο διατεταγμένο σύνολο.

6 1. The Basics

a)

c)

abc

I>¢<J
d e f

f)

d)

b)

a

a c b
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d e f

h

b
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k

c
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Figure 1.1: a) The complete graph with five vertices Ks, b) The diagram of an
ordered set (the set P2 in [235]), c)-e) Three diagrams for the same ordered set
(points to be identified by an isomorphism have the same letters), f) The "dia-
gram" of an infinite ordered set (this "spider", as Rutkowski named it, is taken

from [270], Remark 5.1).

x ⪯ y αν υπάρχει μονότονο μονοπάτι από το x στο y , δηλ.
μονοπάτι που μόνο ανεβαίνει.
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Γραφική αναπαράσταση διατεταγμένων συνόλων

Διατεταγμένο σύνολο P = {a, b, c, d} που ορίζεται από τις
σχέσεις a ≺ c , a ≺ d , b ≺ c , b ≺ d .

Στο Σχήμα (i) δύο ορθές αναπαραστάσεις του με διαγράμματα
Hasse, στο Σχήμα (ii) λανθασμένες.
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Ολική διάταξη

Ορισμός

΄Εστω (P,⪯) ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο. Η σχέση ⪯
καλείται ολική διάταξη αν

∀x , y ∈ P, x ⪯ y ή y ⪯ x .

Το διάγραμμα Hasse μιας ολικής διάταξης είναι πάντα
μονοπάτι.
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Discrete Mathematics
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Wolfram Web Resources »
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Discrete Mathematics > Graph Theory > Simple Graphs > Acyclic Graphs >
Discrete Mathematics > Graph Theory > Simple Graphs > Asymmetric Graphs >
Discrete Mathematics > Graph Theory > Simple Graphs > Bicolorable Graphs >
More...

Path Graph

The path graph  is a tree with two nodes of vertex degree 1, and the other  nodes of vertex degree 2. A path
graph is therefore a graph that can be drawn so that all of its vertices and edges lie on a single straight line (Gross and
Yellen 2006, p. 18).

The path graph of length  is implemented in the Wolfram Language as PathGraph[Range[n]] or Path[n] in the
Wolfram Language package Combinatorica` , and precomputed properties of path graphs are available as
GraphData[ "Path", n ]. (Note however that the Wolfram Language believes cycle graphs to be path graph, a
convention that seems niether standard nor useful.)

The path graph  is known as the singleton graph and is equivalent to the complete graph  and the star graph .

Path graphs  are always graceful for .

The path graph  has chromatic polynomial, independence polynomial, matching polynomial, and reliability polynomial
given by

(1)
(2)

(3)

(4)

where . These have recurrence equations

(5)
(6)
(7)
(8)

The line graph of  is isomorphic to .

 is the Cayley graph of the permutations 2, 1 and 1, 3, 2 .

SEE ALSO:
Graceful Graph, Hamiltonian Path, Path, Tree

REFERENCES:
Gross, J. T. and Yellen, J. Graph Theory and Its Applications, 2nd ed. Boca Raton, FL: CRC Press, 2006.

Referenced on Wolfram|Alpha: Path Graph

CITE THIS AS:
Weisstein, Eric W. "Path Graph." From MathWorld--A Wolfram Web Resource. http://mathworld.wolfram.com/PathGraph.html
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Ελαχιστικά στοιχεία

Ορισμός

΄Εστω (P,⪯) ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο. Το στοιχείο
z ∈ P καλείται ελαχιστικό (minimal) αν δεν υπάρχει x ∈ P τ. ώ.
x ≺ z .

1.6. NEIGHBORING ELEMENTS. BOUNDS 23 

of T is non-empty. According to our assumption inf U exists. We shall 
prove inf U = sup T. 

First we have t 2 u for every t E T and every u E U. And so every 
t E T is a lower bound of U, hence t 2 inf U (which is the greatest lower 
bound of U). So inf U is an upper bound of T, and then also the least 
upper bound of T, that means inf U = sup T. 

Usually the values sup T and inf T depend on the "surrounding" 
set P. They are ascribed to T from outside. Contrary to this the values 
max T and min T are determined internally. In this context we introduce 
another concept (minimal element), which should not be confused with 
the concept "least element" : 

6.10 Definition. An element a of a poset (P, 5 )  is said to be 
minimal (resp. maximal), if no element x of P exists which satisfies 
x < a (resp. x > a). We denote the set of all minimal (resp. maximal) 
elements of P by Mi(P) (resp. Ma(P)). 

6.11 Remark. If a poset has a least element, then this is also a 
minimal element, analogously the greatest element is also a maximal 
element. In a linearly ordered set the notions "minimal element" and 
"least element" evidently coincide, also "maximal" and "greatest". But 
this is usually not the case: 

6.12 Example. Consider a set of five elements a, b, c, d, e, whose 
order 5 is given by a < c < e, b < c < d, a 11 b, d 11 e. See Figure 1. 

Figure I 

In this set a and b are minimal elements, d and e are maximal ele- 
ments. This set has neither a greatest nor a least element. 

6.13 Example. Even if a poset contains exactly one minimal ele- 
ment, this need not be the least element: Let P be the following poset: P 
contains all integers and in addition to this exactly one element x,which 

Το z ∈ P καλείται ελάχιστο (minimum) αν ∀x ∈ P, z ⪯ x . ΄Ενα
μερικά διατεταγμένο σύνολο δεν έχει απαραίτητα ελάχιστο

στοιχείο.
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Μεγιστικά στοιχεία

Ορισμός

΄Εστω (P,⪯) ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο. Το στοιχείο
z ∈ P καλείται μεγιστικό (maximal) αν δεν υπάρχει x ∈ P τ. ώ.
z ≺ x .

1.6. NEIGHBORING ELEMENTS. BOUNDS 23 

of T is non-empty. According to our assumption inf U exists. We shall 
prove inf U = sup T. 

First we have t 2 u for every t E T and every u E U. And so every 
t E T is a lower bound of U, hence t 2 inf U (which is the greatest lower 
bound of U). So inf U is an upper bound of T, and then also the least 
upper bound of T, that means inf U = sup T. 

Usually the values sup T and inf T depend on the "surrounding" 
set P. They are ascribed to T from outside. Contrary to this the values 
max T and min T are determined internally. In this context we introduce 
another concept (minimal element), which should not be confused with 
the concept "least element" : 

6.10 Definition. An element a of a poset (P, 5 )  is said to be 
minimal (resp. maximal), if no element x of P exists which satisfies 
x < a (resp. x > a). We denote the set of all minimal (resp. maximal) 
elements of P by Mi(P) (resp. Ma(P)). 

6.11 Remark. If a poset has a least element, then this is also a 
minimal element, analogously the greatest element is also a maximal 
element. In a linearly ordered set the notions "minimal element" and 
"least element" evidently coincide, also "maximal" and "greatest". But 
this is usually not the case: 

6.12 Example. Consider a set of five elements a, b, c, d, e, whose 
order 5 is given by a < c < e, b < c < d, a 11 b, d 11 e. See Figure 1. 

Figure I 

In this set a and b are minimal elements, d and e are maximal ele- 
ments. This set has neither a greatest nor a least element. 

6.13 Example. Even if a poset contains exactly one minimal ele- 
ment, this need not be the least element: Let P be the following poset: P 
contains all integers and in addition to this exactly one element x,which 

Το z ∈ P καλείται μέγιστο (maximum) αν ∀x ∈ P, x ⪯ z . ΄Ενα
μερικά διατεταγμένο σύνολο δεν έχει απαραίτητα μέγιστο

στοιχείο.
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Ακόμα κι αν το P περιέχει ένα μοναδικό ελαχιστικό στοιχείο,
μπορεί να μην περιέχει ελάχιστο! Γιατί; Δώστε αντιπαράδειγμα.

Ομοίως για τα μεγιστικά.
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΄Υπαρξη ελαχιστικού (ή μεγιστικού) στοιχείου

Πρόταση

΄Εστω (P,⪯) ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο, όπου P
πεπερασμένο. Τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ελαχιστικό

στοιχείο.

Απόδειξη.

Διάλεξε x ∈ P τέτοιο ώστε Lx = {y ∈ P | y ⪯ x} έχει το
ελάχιστο πλήθος στοιχείων. Αν |Lx | = 1, τότε το Lx = {x}, άρα
x ελαχιστικό. Αν |Lx | > 1, διάλεξε y ∈ Lx , y ̸= x . Από
μεταβατικότητα Ly ⊆ Lx , και επειδή x ̸∈ Ly , Ly ⊂ Lx . Δηλαδή
|Ly | < |Lx |, άτοπο.

Η πρόταση δεν ισχύει για άπειροσύνολα. Δώστε

αντιπαράδειγμα.
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Το σύνολο {8, 9, 20} είναι αλυσίδα. Ομοίως και το σύνολο
{8, 20}.
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4

Το σύνολο {4, 18, 3, 11} είναι αντιαλυσίδα. Ομοίως και το
σύνολο {3}.
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Το Θεώρημα του Dilworth
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Αποσύνθεση ενός διατεταγμένου σύνολου P καλείται μια
διαμέριση του σε αμοιβαία ξένες αλυσίδες.

c(P) := ελάχιστος αριθμός αλυσίδων σε μια αποσύνθεση του P.

CHAPTER 8

Chains and Antichains

Partial ordered sets provide a common frame for many combinatorial configurations. Formally,
a partially ordered set (or poset, for short) is a set P together with a binary relation < between
its elements which is transitive and antysymmetric: if x < y and y < z then x < z, but x < y and
y < x cannot both hold. We write x ≤ y if x < y or x = y. Elements x and y are comparable if
either x ≤ y or y ≤ x (or both) hold.

A chain in a poset P is a subset C ⊆ P such that any two of its points are comparable.
Dually, an antichain is a subset A ⊆ P such that no two of its points are comparable. Observe
that |C ∩ A| ≤ 1, i.e., every chain C and every antichain A can have at most one element in
common (for two points in their intersection would be both comparable and incomparable).

Here are some frequently encountered examples of posets: a family of sets is partially ordered
by set inclusion; a set of positive integers is partially ordered by division; a set of vectors in Rn is
partially ordered by (a1, . . . , an) < (b1, . . . , bn) iff ai ≤ bi for all i, and ai < bi for at least one i.

Small posets may be visualized by drawings, known as Hasse diagrams: x is lower in the plane
than y whenever x < y and there is no other point z ∈ P for which both x < z and z < y. For
example:

{a,c} {a,b}

{b}{a} {c}

O

{b,c}

{a,b,c}

1

2
3

6
9

18

1. Decomposition in chains and antichains

A decomposition of a poset is its partition into mutually disjoint chains or antichains. Given
a poset P , our goal is to decompose it into as few chains (or antichains) as possible. One direction
is easy: if a poset P has a chain (antichain) of size r then it cannot be partitioned into fewer than
r antichains (chains). The reason here is simple: any two points of the same chain must lie in
different members of a partition into antichains.

Is this optimal? If P has no chain (or antichain) of size greater than r, is it then possible
to partition P into r antichains (or chains, respectively)? One direction is straightforward (see
Exercise ?? for an alternative proof):

Theorem 8.1. Suppose that the largest chain in the poset P has size r. Then P can be
partitioned into r antichains.

Proof. Let Ai be the set of points x ∈ P such that the longest chain, whose greatest element
is x, has i points (including x). Then, by the hypothesis, Ai = ∅ for i ≥ r + 1, and hence,
P = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ar is a partition of P into r mutually disjoint subsets (some of them may
be also empty). Moreover, each Ai is an antichain, since if x, y ∈ Ai and x < y, then the longest

77

Τετριμμένα στο παράδειγμα c(P) ≤ 8. Τελικά c(P) = 3.
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r(P) := μέγιστο μέγεθος αντιαλυσίδας στο P.
Υπάρχει σχέση ανάμεσα στο c(P) και το r(P);

Παρατήρηση

Σε κάθε πεπερασμένο διατεταγμένο σύνολο P, r(P) ≤ c(P).

Δοσμένης μια συλλογής από αλυσίδες, μια αντιαλυσίδα μπορεί

να περιέχει μόνο ένα στοιχείο από κάθε αλυσίδα της συλλογής.

Παρατήρηση

Το σύνολο M των μεγιστικών στοιχείων αποτελεί αντιαλυσίδα.
Δεν ισχύει γενικά ότι το M αποτελεί αντιαλυσίδα μέγιστου
μεγέθους. Ομοίως και για το σύνολο των ελαχιστικών στοιχείων.

Θεώρημα (Dilworth, 1950)

Σε κάθε πεπερασμένο διατεταγμένο σύνολο P, c(P) ≤ r(P).

Πόρισμα

Σε κάθε πεπερασμένο διατεταγμένο σύνολο P, c(P) = r(P).
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r(P) := μέγιστο μέγεθος αντιαλυσίδας στο P.
Υπάρχει σχέση ανάμεσα στο c(P) και το r(P);

Παρατήρηση

Σε κάθε πεπερασμένο διατεταγμένο σύνολο P, r(P) ≤ c(P).

Δοσμένης μια συλλογής από αλυσίδες, μια αντιαλυσίδα μπορεί

να περιέχει μόνο ένα στοιχείο από κάθε αλυσίδα της συλλογής.

Θεώρημα (Dilworth, 1950)

Σε κάθε πεπερασμένο διατεταγμένο σύνολο P, c(P) ≤ r(P).

Πόρισμα

Σε κάθε πεπερασμένο διατεταγμένο σύνολο P, c(P) = r(P).
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Απόδειξη του Θεωρήματος του Dilworth

Με επαγωγή στο |P|. ΄Εστω a ένα μεγιστικό στοιχείο του P και
P ′ = P − {a}.

Από Ε.Υ., P ′
ένωση n ξένων αλυσίδων C1, . . . ,Cn και

c(P ′) = r(P ′) = n. Γνωρίζουμε ότι:

c(P ′) = n ⇒ c(P) ≤ n + 1 (1)

r(P ′) = n ⇒ n ≤ r(P) (2)

Αρκεί να δείξουμε ότι το P είτε (i) περιέχει μια αντιαλυσίδα
μεγέθους n + 1 είτε (ii) είναι ένωση το πολύ n αλυσίδων.

[(i), 1] ⇒ c(P) ≤ n + 1 ≤ r(P).
[(ii), (2)] ⇒ c(P) ≤ n ≤ r(P).
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Απόδειξη του Θεωρήματος του Dilworth

Με επαγωγή στο |P|. ΄Εστω a ένα μεγιστικό στοιχείο του P και
n = r(P ′), όπου P ′ = P − {a}.

Από Ε.Υ., P ′
ένωση n ξένων αλυσίδων C1, . . . ,Cn. Θα δείξουμε

ότι το P είτε περιέχει μια αντιαλυσίδα μεγέθους n + 1 είτε είναι
ένωση το πολύ n αλυσίδων.

Κάθε αντιαλυσίδα μεγέθους n στο P ′
περιέχει ακριβώς ένα

στοιχείο από κάθε Ci . ΄Εστω ai το μεγιστικό στοιχείο της Ci που

ανήκει σε κάποια αντιαλυσίδα μεγέθους n του P ′. ΛΗΜΜΑ: το
A = {a1, . . . , an} είναι αντιαλυσίδα.
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Απόδειξη του ΛΗΜΜΑΤΟΣ

Μία αντιαλυσίδα δεν μπορεί να περιέχει πάνω από ένα στοιχείο

από την ίδια αλυσίδα. Επομένως μία αντιαλυσίδα μεγέθους n
στο P ′

πρέπει να περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο από κάθε

αλυσίδα Ci , i = 1, . . . , n.

΄Εστω ότι το Λήμμα δεν ισχύει και υπάρχουν ai , aj , i ̸= j , τέτοια
ώστε ai ≺ aj . Εξ ορισμού το aj ανήκει σε κάποια αντιαλυσίδα X
μεγέθους n και η X πρέπει να περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο a′i
από τη Ci . Τότε πρέπει ai ≺ a′i , άρα το ai δεν είναι το μεγιστικό
στοιχείο της Ci που ανήκει σε αντιαλυσίδα μεγέθους n. Άτοπο.
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Απόδειξη του Θεωρήματος του Dilworth

Με επαγωγή στο |P|. ΄Εστω a ένα μεγιστικό στοιχείο του P και
n = r(P ′), όπου P ′ = P − {a}.

Από Ε.Υ., P ′
ένωση n ξένων αλυσίδων C1, . . . ,Cn. Θα δείξουμε

ότι το P είτε περιέχει μια αντιαλυσίδα μεγέθους n + 1 είτε είναι
ένωση το πολύ n αλυσίδων.

Κάθε αντιαλυσίδα μεγέθους n στο P ′
περιέχει ακριβώς ένα

στοιχείο από κάθε Ci . ΄Εστω ai το μεγιστικό στοιχείο της Ci που

ανήκει σε κάποια αντιαλυσίδα μεγέθους n του P ′. ΛΗΜΜΑ: το
A = {a1, . . . , an} είναι αντιαλυσίδα.

Αν A ∪ {a} αντιαλυσίδα στο P, τελειώσαμε.
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Απόδειξη του Θεωρήματος του Dilworth

Με επαγωγή στο |P|. ΄Εστω a ένα μεγιστικό στοιχείο του P και
n = r(P ′), όπου P ′ = P − {a}.
Από Ε.Υ., P ′

ένωση n ξένων αλυσίδων C1, . . . ,Cn. Θα δείξουμε
ότι το P είτε περιέχει μια αντιαλυσίδα μεγέθους n + 1 είτε είναι
ένωση το πολύ n αλυσίδων.

Κάθε αντιαλυσίδα μεγέθους n στο P ′
περιέχει ακριβώς ένα

στοιχείο από κάθε Ci . ΄Εστω ai το μεγιστικό στοιχείο της Ci που

ανήκει σε κάποια αντιαλυσίδα μεγέθους n του P ′. ΛΗΜΜΑ: το
A = {a1, . . . , an} είναι αντιαλυσίδα.

Αν A∪{a} αντιαλυσίδα στο P, τελειώσαμε. Ειδάλλως ai ≺ a για
κάποιο i . Τότε K = {a} ∪ {x ∈ Ci : x ⪯ ai} αλυσίδα στο P, και
δεν υπάρχουν αντιαλυσίδες n στοιχείων στο P − K , (αφού ai το
μεγιστικό στοιχείο του Ci που συμμετέχει σε τέτοια αντιαλυσίδα),

άρα από Ε.Υ. το P−K είναι ένωση το πολύ n−1 αλυσίδων. Δηλ.
το P είναι ένωση το πολύ n αλυσίδων.



Σχέσεις Ισοδυναμίας Μερικές Διατάξεις Παράδειγμα Θεώρημα του Dilworth Εφαρμογές του Θ. Dilworth Θ. Sperner, (2S ,⊆)

15

1 2

3

5

6

7 9

10

11

12

13

14

20

18
16

17

4
8

19

Το σύνολο {4, 12, 14, 17, 19, 15, 13, 10} είναι αντιαλυσίδα
μεγέθους 8. Είναι μέγιστη αντιαλυσίδα;
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Υπάρχει αποσύνθεση σε 8 αλυσίδες; Η αποσύνθεση που

ακολουθεί έχει μέγεθος 9.

{4}, {12}, {5, 14, 18}, {17}, {6, 3}, {7, 19, 1}, {8, 9, 15, 16},
{10, 20}, {2, 13, 11}.
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4

Το σύνολο {4, 12, 14, 17, 6, 7, 15, 13, 10} είναι αντιαλυσίδα
μεγέθους 9. Επομένως είναι μέγιστη αντιαλυσίδα και η

αποσύνθεση της προηγούμενης διαφάνειας είναι ελάχιστη.
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Παρατηρήσεις στο Θεώρημα του Dilworth

Παρατήρηση

Αποδείξαμε το θεώρημα για οποιοδήποτε πεπερασμένο

διατεταγμένο σύνολο P, όχι μόνο για τη δομή (2S ,⊆).

Παρατήρηση

Γνωστά θεωρήματα, όπως το Θεώρημα του Hall, προκύπτουν ως
πορίσματα του Θεωρήματος του Dilworth.

Ακολουθούν δύο τέτοια παραδείγματα με θεωρήματα που έχουμε

κάνει στο μάθημα.
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Θεώρημα (Hall και άλλοι, 1917-1935)

΄Ενα διμερές γράφημα G = (L ∪ R,E ) περιέχει ταίριασμα του L
αν για κάθε υποσύνολο S του L

|S | ≤ |Γ(S)|.

Αποδειξη: ΄Εστω P = L ∪ R. Ορίζουμε σχέση μερικής διάταξης:
για x ∈ R, yi ∈ L, x≺yi , αν x ∈ Γ({yi}).

Το R είναι αντιαλυσίδα του P (εύκολο) με μέγιστο μεγέθος:

Αν η μέγιστη αντιαλυσίδα είναι της μορφής

R ′ ∪ L′ όπου R ′ ⊆ R, L′ ⊆ L, L′ ̸= ∅

παρατηρήστε ότι πρέπει (γιατί;)

R \ R ′ ̸= ∅ και Γ(L′) = R \ R ′.

Από τη συνθήκη του Hall, παίρνουμε |R| ≥ |R ′ ∪ L′|.
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Θεώρημα (Hall και άλλοι, 1917-1935)

΄Ενα διμερές γράφημα G = (L ∪ R,E ) περιέχει ταίριασμα του L
αν για κάθε υποσύνολο S του L

|S | ≤ |Γ(S)|.

Αποδειξη: ΄Εστω P = L ∪ R. Ορίζουμε σχέση μερικής διάταξης:
για x ∈ R, yi ∈ L, x≺yi , αν x ∈ Γ({yi}).

Το R είναι αντιαλυσίδα του P με μέγιστο μεγέθος.

Από Θ. Dilworth, υπάρχει αποσύνθεση C του P σε |R| ξένες
αλυσίδες. Κάθε μία από τις αλυσίδες της C πρέπει να περιέχει
ένα στοιχείο του R. Άρα οι |L| αλυσίδες που καλύπτουν το L
είναι της μορφής {xi , yi}, xi ∈ Γ({yi}), i = 1, . . . ,m.

Οι αντίστοιχες ακμές είναι το ταίριασμα του L.
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΄Εχουμε αποδείξει στην τάξη το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα (Erdős-Szekeres, 1935)

΄Εστω A = (a1, . . . , an2+1) ακολουθία πραγματικών αριθμών. Η
A περιέχει αύξουσα υπακολουθία με n + 1 όρους ή φθίνουσα
υπακολουθία με n + 1 όρους.

Θα δείξουμε πως το Θεώρημα Erdős-Szekeres είναι επίσης
πόρισμα του Θεωρήματος του Dilworth.

Αποδειξη: ΄Ορισε μερική διάταξη ⪯ στο A :
ai⪯aj , αν ai ≤ aj και i ≤ j .

Οι αλυσίδες αντιστοιχούν σε αύξουσες υπακολουθίες και οι

αντιαλυσίδες σε γνησίως φθίνουσες υπακολουθίες (γιατί;).

Αν υπάρχει αποσύνθεση του A σε το πολύ n αλυσίδες, από
Α. τ. Π. μία αλυσίδα περιέχει τουλάχιστον ⌈(n2 + 1)/n⌉ = n + 1
στοιχεία.

Αν κάθε αποσύνθεση του A απαιτεί τουλάχιστον n + 1 αλυσίδες,
από Θ. Dilworth υπάρχει αντιαλυσίδα μεγέθους τουλάχιστον
n + 1.
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Θεώρημα (Erdős-Szekeres, 1935)

΄Εστω A = (a1, . . . , an2+1) ακολουθία πραγματικών αριθμών. Η
A περιέχει αύξουσα υπακολουθία με n + 1 όρους ή φθίνουσα
υπακολουθία με n + 1 όρους.

Αποδειξη: ΄Ορισε μερική διάταξη ⪯ στο A :
ai⪯aj , αν ai ≤ aj και i ≤ j .

Οι αλυσίδες αντιστοιχούν σε αύξουσες υπακολουθίες και οι

αντιαλυσίδες σε γνησίως φθίνουσες υπακολουθίες (γιατί;).

Αν υπάρχει αποσύνθεση του A σε το πολύ n αλυσίδες, από
Α. τ. Π. μία αλυσίδα περιέχει τουλάχιστον ⌈(n2 + 1)/n⌉ = n + 1
στοιχεία.

Αν κάθε αποσύνθεση του A απαιτεί τουλάχιστον n + 1 αλυσίδες,
από Θ. Dilworth υπάρχει αντιαλυσίδα μεγέθους τουλάχιστον
n + 1.
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Αλγόριθμος για την εύρεση ελάχιστης

αποσύνθεσης σε αλυσίδες
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Υπολογισμός ελάχιστης αποσύνθεσης

(P,⪯) μερικά διατεταγμένο σύνολο, P = {1, 2, . . . , n}.
Φτιάξε διμερές γράφημα G = (P ∪ P ′,E ) όπου
P ′ = {1′, 2′, . . . , n′} αντίγραφο του P. Η ακμή ij ′ ανήκει στο E
αν και μόνο αν i ≺ j .
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Υπολογισμός ελάχιστης αποσύνθεσης

Λήμμα

Για κάθε ταίριασμα M στο G υπάρχει αποσύνθεση DM έ. ώ.

|M|+ |DM | = n.

Αν M = {i1j ′1, i2j ′2, . . . , ik j ′k} έχουμε ότι i1 ≺ j1, i2 ≺ j2, . . . , ik ≺ jk .

Με άπληστο τρόπο συνένωσε τα ταιριασμένα στοιχεία σε

αλυσίδες. Αν ix j
′
y , jy j

′
z ∈ M, τότε οι ix , jy , jz φτιάχνουν αλυσίδα

κοκ.

Αταίριαστες κορυφές i ∈ P προστίθενται στην DM ως μονομελείς

αλυσίδες.
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Παράδειγμα ταιριάσματος

Ταίριασμα M = {13′, 24′, 35′}.
▶ Μπορούμε να «συνενώσουμε» τις δύο κόκκινες ακμές λόγω
των κορυφών 3 και 3′.
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Από το ταίριασμα στην αποσύνθεση

Ταίριασμα M = {13′, 24′, 35′}. Τρεις αλυσίδες στην DM .
▶ Μπορούμε να «συνενώσουμε» τις δύο κόκκινες ακμές λόγω
των κορυφών 3 και 3′.
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Από το ταίριασμα στην αποσύνθεση

Ταίριασμα M = {13′, 24′, 35′}.
Αποσύνθεση DM = { {1, 3, 5}, {2, 4}, {6} }.
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Συνέχεια της απόδειξης

Λήμμα

Για κάθε ταίριασμα M στο G υπάρχει αποσύνθεση DM έ. ώ.

|M|+ |DM | = n.

Από τις συνενώσεις προκύπτει η αποσύνθεση DM = {C1, . . . ,Cr}.

n =
r∑

j=1

|Cj | =
r∑

j=1

(|Cj | − 1) + |DM |.

▶ Κάθε μονοπάτι με l κορυφές έχει l − 1 ακμές.
▶ Για την αλυσίδα Cj , |Cj | − 1 είναι το πλήθος των ακμών που
συνενώθηκαν για να πάρουμε την αλυσίδα. ΄Ολες αυτές οι ακμές

συναποτελούν το ταίριασμα M.

n =
r∑

j=1

(|Cj | − 1) + |DM | = |M|+ |DM |.
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Συνέχεια της απόδειξης

Ομοίως αποδεικνύεται και το «αντίστροφο»:

Λήμμα

Για κάθε αποσύνθεση D του P υπάρχει ταίριασμα MD στο G
έ. ώ. |MD |+ |D| = n.

Αλγόριθμος:
1. Βρες μέγιστο ταίριασμα M∗

στο G .
2. Επέστρεψε την αποσύνθεση DM∗ .

Από το πρώτο Λήμμα |DM∗|=n − |M∗|.
Από το δεύτερο Λήμμα το μέγεθος της ελάχιστης αποσύνθεσης

είναι τουλάχιστον n − |M∗|. Άρα η DM∗ είναι ελάχιστη!

♡ Μέγιστο ταίριασμα M δίνει ελάχιστο |D|.
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Το Θεώρημα του Mirsky
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Το «δυϊκό» του Θεωρήματος του Dilworth ισχύει.

Θεώρημα (Mirsky, 1971)

Το μέγιστο μέγεθος αλυσίδας σε ένα πεπερασμένο μερικώς

διατεταγμένο σύνολο P ισούται με το ελάχιστο πλήθος ξένων
αντιαλυσίδων σε μια αποσύνθεση του P.

Συμβολίζουμε με z(P) το μέγιστο μέγεθος αλυσίδας και a(P) το
ελάχιστο πλήθος ξένων αντιαλυσίδων σε μια αποσύνθεση.

Θα δείξουμε ότι

1 z(P) ≤ a(P).
2 a(P) ≤ z(P).

Αν υπάρχει αποσύνθεση του P σε r αντιαλυσίδες A1, . . . ,Ar ,
οποιαδήποτε αλυσίδα C θα έχει μέγεθος το πολύ r , αφού η C
δεν μπορεί να περιέχει πάνω από ένα στοιχείο από κάθε

αντιαλυσίδα. Άρα z(P) ≤ a(P).

Η άλλη κατεύθυνση του θεωρήματος είναι ξανά η πιο

ενδιαφέρουσα.
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Πρόταση

Αν η μεγαλύτερη αλυσίδα C στο P έχει μέγεθος r , υπάρχει
αποσύνθεση του P που αποτελείται από το πολύ r αντιαλυσίδες.
Δηλ. a(P) ≤ z(P).

Αποδειξη: Για r = 1 ισχύει.Υπέθεσε ότι το θεώρημα ισχύει για
r − 1 ≥ 1, θα δείξουμε για r ≥ 2. ΄Ορισε M το σύνολο των
μεγιστικών στοιχείων στο P. Το M είναι αντιαλυσίδα. Αν το
P −M περιέχει αλυσίδα x1 ≺ x2 ≺ . . . ≺ xr αυτή ως μέγιστη στο
P θα ήταν και μεγιστική στο P, επομένως xr ∈ M, άτοπο.

Άρα η μέγιστη αλυσίδα στο P −M έχει το πολύ r − 1 στοιχεία.
Από την επαγωγική υπόθεση το P −M είναι ένωση το πολύ
r − 1 ξένων αντιαλυσίδων. Αυτές μαζί με την M δίνουν την
επιθυμητή αποσύνθεση του P σε το πολύ r αντιαλυσίδες.
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Η απόδειξη του Θεωρήματος του Mirsky υποδεικνύει έναν
άπληστο αλγόριθμο που βρίσκει αποσύνθεση σε ελάχιστο αριθμό

αντιαλυσίδων.

Η διατύπωση του αλγορίθμου και η τυπική απόδειξη της

ορθότητας του αφήνονται σαν άσκηση.
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Μελέτη της δομής (2S ,⊆)
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΄Εστω πεπερασμένο σύνολο S με |S | = n. Η δομή (2S ,⊆) ορίζει
μια σχέση μερικής διάταξης πάνω στα υποσύνολα του S .

Θα εξετάσουμε κάποιες ιδιότητες αυτής της δομής. Κυρίως

ερωτήματα της μορφής: πόσα υποσύνολα του S έχουν μια
δεδομένη ιδιότητα.

Θεώρημα

΄Εστω A μια συλλογή διακεκριμένων υποσυνόλων του S τ. ώ.
Ai ∩ Aj ̸= ∅, για κάθε Ai ,Aj ∈ A. Τότε |A| ≤ 2n−1.

Αποδειξη: Αν A ∈ A, για Ā = S − A, Ā ̸∈ A, αφού A ∩ Ā = ∅.
Επομένως |A| ≤ 2n−1.

Το άνω φράγμα δεν μπορεί να βελτιωθεί. Τα υποσύνολα του

{1, . . . , n} που περιέχουν το 1 έχουν πλήθος 2n−1.
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΄Εστω A μια συλλογή διακεκριμένων υποσυνόλων του S τ. ώ.
Ai ∩ Aj ̸= ∅, για κάθε Ai ,Aj ∈ A. Τότε |A| ≤ 2n−1.

Αποδειξη: Αν A ∈ A, για Ā = S − A, Ā ̸∈ A, αφού A ∩ Ā = ∅.
Επομένως |A| ≤ 2n−1.

Το άνω φράγμα δεν μπορεί να βελτιωθεί. Τα υποσύνολα του
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΄Εστω πεπερασμένο σύνολο S με |S | = n. Η δομή (2S ,⊆) ορίζει
μια σχέση μερικής διάταξης πάνω στα υποσύνολα του S .

Θεώρημα

΄Εστω A μια συλλογή διακεκριμένων υποσυνόλων του S τ. ώ.
Ai ∩ Aj ̸= ∅, για κάθε Ai ,Aj ∈ A. Τότε |A| ≤ 2n−1.

CHAPTER 8

Chains and Antichains

Partial ordered sets provide a common frame for many combinatorial configurations. Formally,
a partially ordered set (or poset, for short) is a set P together with a binary relation < between
its elements which is transitive and antysymmetric: if x < y and y < z then x < z, but x < y and
y < x cannot both hold. We write x ≤ y if x < y or x = y. Elements x and y are comparable if
either x ≤ y or y ≤ x (or both) hold.

A chain in a poset P is a subset C ⊆ P such that any two of its points are comparable.
Dually, an antichain is a subset A ⊆ P such that no two of its points are comparable. Observe
that |C ∩ A| ≤ 1, i.e., every chain C and every antichain A can have at most one element in
common (for two points in their intersection would be both comparable and incomparable).

Here are some frequently encountered examples of posets: a family of sets is partially ordered
by set inclusion; a set of positive integers is partially ordered by division; a set of vectors in Rn is
partially ordered by (a1, . . . , an) < (b1, . . . , bn) iff ai ≤ bi for all i, and ai < bi for at least one i.

Small posets may be visualized by drawings, known as Hasse diagrams: x is lower in the plane
than y whenever x < y and there is no other point z ∈ P for which both x < z and z < y. For
example:

{a,c} {a,b}

{b}{a} {c}

O

{b,c}

{a,b,c}

1

2
3

6
9

18

1. Decomposition in chains and antichains

A decomposition of a poset is its partition into mutually disjoint chains or antichains. Given
a poset P , our goal is to decompose it into as few chains (or antichains) as possible. One direction
is easy: if a poset P has a chain (antichain) of size r then it cannot be partitioned into fewer than
r antichains (chains). The reason here is simple: any two points of the same chain must lie in
different members of a partition into antichains.

Is this optimal? If P has no chain (or antichain) of size greater than r, is it then possible
to partition P into r antichains (or chains, respectively)? One direction is straightforward (see
Exercise ?? for an alternative proof):

Theorem 8.1. Suppose that the largest chain in the poset P has size r. Then P can be
partitioned into r antichains.

Proof. Let Ai be the set of points x ∈ P such that the longest chain, whose greatest element
is x, has i points (including x). Then, by the hypothesis, Ai = ∅ for i ≥ r + 1, and hence,
P = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ar is a partition of P into r mutually disjoint subsets (some of them may
be also empty). Moreover, each Ai is an antichain, since if x, y ∈ Ai and x < y, then the longest

77

Αποδειξη: Αν A ∈ A, για Ā = S − A, Ā ̸∈ A, αφού A ∩ Ā = ∅.
Επομένως |A| ≤ 2n−1.

Το άνω φράγμα δεν μπορεί να βελτιωθεί. Τα υποσύνολα του

{1, . . . , n} που περιέχουν το 1 έχουν πλήθος 2n−1.
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Θεώρημα

΄Εστω A μια συλλογή διακεκριμένων υποσυνόλων του S τ. ώ.
Ai ∩ Aj ̸= ∅, για κάθε Ai ,Aj ∈ A. Τότε |A| ≤ 2n−1.
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μια σχέση μερικής διάταξης πάνω στα υποσύνολα του S .

Θυμίζουμε πως αντιαλυσίδα καλείται ένα σύνολο A υποσυνόλων
του S τα οποία είναι μη συγκρίσιμα ως προς τη σχέση μερικής
διάταξης ⊆ . Δηλαδή, αν Ai ,Aj ∈ A, Ai ̸⊆ Aj .

CHAPTER 8
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Partial ordered sets provide a common frame for many combinatorial configurations. Formally,
a partially ordered set (or poset, for short) is a set P together with a binary relation < between
its elements which is transitive and antysymmetric: if x < y and y < z then x < z, but x < y and
y < x cannot both hold. We write x ≤ y if x < y or x = y. Elements x and y are comparable if
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A decomposition of a poset is its partition into mutually disjoint chains or antichains. Given
a poset P , our goal is to decompose it into as few chains (or antichains) as possible. One direction
is easy: if a poset P has a chain (antichain) of size r then it cannot be partitioned into fewer than
r antichains (chains). The reason here is simple: any two points of the same chain must lie in
different members of a partition into antichains.

Is this optimal? If P has no chain (or antichain) of size greater than r, is it then possible
to partition P into r antichains (or chains, respectively)? One direction is straightforward (see
Exercise ?? for an alternative proof):

Theorem 8.1. Suppose that the largest chain in the poset P has size r. Then P can be
partitioned into r antichains.
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΄Εστω πεπερασμένο σύνολο S με |S | = n. Η δομή (2S ,⊆) ορίζει
μια σχέση μερικής διάταξης πάνω στα υποσύνολα του S .

Θυμίζουμε πως αντιαλυσίδα καλείται ένα σύνολο A υποσυνόλων
του S τα οποία είναι μη συγκρίσιμα ως προς τη σχέση μερικής
διάταξης ⊆ . Δηλαδή, αν Ai ,Aj ∈ A, Ai ̸⊆ Aj .

Πόσο μεγάλη μπορεί να είναι μια αντιαλυσίδα; Η οικογένεια

όλων των υποσυνόλων του S με τον ίδιο πληθικό αριθμό k ,
k = 0, 1, . . . , n, είναι αντιαλυσίδα. Κάθε τέτοια αντιαλυσίδα
έχει

(n
k

)
στοιχεία.

Γνωρίζουμε πως maxk
(n
k

)
=

( n
⌊n/2⌋

)
(γιατί;). Υπάρχουν

αντιαλυσίδες με μέγεθος μεγαλύτερο από

( n
⌊n/2⌋

)
;
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CHAPTER 8

Chains and Antichains

Partial ordered sets provide a common frame for many combinatorial configurations. Formally,
a partially ordered set (or poset, for short) is a set P together with a binary relation < between
its elements which is transitive and antysymmetric: if x < y and y < z then x < z, but x < y and
y < x cannot both hold. We write x ≤ y if x < y or x = y. Elements x and y are comparable if
either x ≤ y or y ≤ x (or both) hold.

A chain in a poset P is a subset C ⊆ P such that any two of its points are comparable.
Dually, an antichain is a subset A ⊆ P such that no two of its points are comparable. Observe
that |C ∩ A| ≤ 1, i.e., every chain C and every antichain A can have at most one element in
common (for two points in their intersection would be both comparable and incomparable).

Here are some frequently encountered examples of posets: a family of sets is partially ordered
by set inclusion; a set of positive integers is partially ordered by division; a set of vectors in Rn is
partially ordered by (a1, . . . , an) < (b1, . . . , bn) iff ai ≤ bi for all i, and ai < bi for at least one i.

Small posets may be visualized by drawings, known as Hasse diagrams: x is lower in the plane
than y whenever x < y and there is no other point z ∈ P for which both x < z and z < y. For
example:

{a,c} {a,b}

{b}{a} {c}

O

{b,c}

{a,b,c}

1

2
3

6
9

18

1. Decomposition in chains and antichains

A decomposition of a poset is its partition into mutually disjoint chains or antichains. Given
a poset P , our goal is to decompose it into as few chains (or antichains) as possible. One direction
is easy: if a poset P has a chain (antichain) of size r then it cannot be partitioned into fewer than
r antichains (chains). The reason here is simple: any two points of the same chain must lie in
different members of a partition into antichains.

Is this optimal? If P has no chain (or antichain) of size greater than r, is it then possible
to partition P into r antichains (or chains, respectively)? One direction is straightforward (see
Exercise ?? for an alternative proof):

Theorem 8.1. Suppose that the largest chain in the poset P has size r. Then P can be
partitioned into r antichains.

Proof. Let Ai be the set of points x ∈ P such that the longest chain, whose greatest element
is x, has i points (including x). Then, by the hypothesis, Ai = ∅ for i ≥ r + 1, and hence,
P = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ar is a partition of P into r mutually disjoint subsets (some of them may
be also empty). Moreover, each Ai is an antichain, since if x, y ∈ Ai and x < y, then the longest

77

Παράδειγμα διατεταγμένου συνόλου 2S όπου |S | = 3.( n
⌊n/2⌋

)
=

(3
1

)
= 3, άρα υπάρχει αντιαλυσίδα μεγέθους 3.

{{a}, {b}, {c}}

είναι μια αντιαλυσίδα μεγέθους 3.
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Θεώρημα (Sperner, 1928)

΄Εστω A μια αντιαλυσίδα υποσυνόλων του S με |S | = n. Τότε

|A| ≤
(

n

⌊n/2⌋

)
.

Το Θεώρημα Sperner ισχύει μόνο για τη δομή (2S ,⊆), όχι για
οποιαδήποτε μερική διάταξη.

Αποδειξη: ΄Εστω A ⊆ S . Ο αριθμός των μεταθέσεων των
στοιχείων του S που ξεκινάνε με τα |A| στοιχεία του A είναι
|A|!(n − |A|)!. Μεταθέσεις που ξεκινάνε με δύο διαφορετικά
σύνολα από το A είναι διακεκριμένες (γιατί;). Επομένως∑

A∈A
|A|!(n − |A|)! ≤ n!.

pk := αριθμός στοιχείων του A μεγέθους k.∑
k

k!(n − k)!pk ≤ n! ⇒
∑
k

pk(n
k

) ≤ 1.

Άρα |A| =
∑

k pk =
( n
⌊n/2⌋

)∑
k

pk
( n
⌊n/2⌋)

≤
( n
⌊n/2⌋

)∑
k

pk
(nk)

≤
( n
⌊n/2⌋

)
.
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Άσκηση 1. Δώστε το καλύτερο κάτω φράγμα που μπορείτε στο

πλήθος των διακεκριμένων αντιαλυσίδων της δομής (2S ,⊆), όπου
|S | = n.

Άσκηση 2. Βρείτε το μέγιστο μέγεθος αλυσίδας της δομής

(2S ,⊆), όπου |S | = n.

Άσκηση 3. Δώστε το καλύτερο κάτω φράγμα που μπορείτε στο

πλήθος των διακεκριμένων αλυσίδων της δομής (2S ,⊆), όπου
|S | = n.
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