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�$&� � # �0!���0� #� 2�� 0�10!$)�0��  ����.� �2� 1#��$0�. ��. � �2�� 
��+11." 03.!�)�02.� 12�� .� � #��. 2&� .�.��&!�1���&� �$&� +120 �.
�0�2�&�0� � .�)/ 1� �0 2� $!�1� ���! 3 !�." .�) 2. 1#�3!.�)�0�.�
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þ .�.��+!�1�  ����2� �.� � .�.��+!�1�  ����." 0��.� #� 1*� �. ��."
0#!*20!�" �0!� $�" ��&12�" &" .�.��+!�1� �! 2*�&�� ü$ �2." /0/ ���.
2. $.!.�2�!�12��� �0���� � # �0!��!�3 #� 2�" �/�)2�20" 0�)" .�2��0���� #�
��. 1*12��. .�.��+!�1�" �! 2*�&� �$0� &" 1� �) �. .�.��&!�10� 2 
.�2��0��0� �0 ��1� 2�� �! �� *�0�� ��+1� 2 # ��. .#2)� þ �.2.1�0#� 0�)"
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0�)" � �2�� #� +120 �.2� ��� � 2!)� 2 � �2�� �. �.�.��0� 2��
.�2�12 �$�. �02.�* 2&� $.!.�2�!�12��+� �0�0�+� �.� 2&� ���10&� 2&�
.�2��0����&�� ü�. 2�2 � �!�2�!� 0�����1�" 0��.� � 0�.$�12 � ��1� 2 #
 ��� * 13���.2 " 0�2���1�"� �.2� 2 12�/� 2 # 0���$ #�  � �.!��02! � 2 #
� �2�� # 2! � � � *�2.� $!�1�� � �+�2." ��. 1*� � .�) /0/ ���.
/�.12.*!&1�" +120 �. 0��20#$�0� ��. �.�� �0���0#1� 2�" .�)/ 1�" 2 #
1#12��.2 "� 	. /0/ ���. /�.12.*!&1�" 1#���&" .� 20� *�2.� .�) ��.
1*� � .�) $.!.�2�!�12��� �0���� �.� ���10�" � # 0��.� /�.3 !02��� .�) 2.
/0/ ���. 0�����1�"� þ /�./��.1�. 2�" .�.��+!�1�" 0�20�0�2.� 12 12�/� 2�"
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�02.1$��.2��0� 12 $+! 2&� $.!.�2�!�12��+� �0�0�+�� �2 $+! 2&�
$.!.�2�!�12��+� �0�0�+� 2. /0/ ���. 1#����� �2.� �.� .�.�.!�12.�2.� �0
2�2 � .� 20�01�.2��) 2!)� � +120 2. .�2��0��0�. 2�" �/�." ���1�" �.
1#��0!�3�! �2.� �.!)� �. �.� 2. .�2��0��0�. .�) /�.3 !02���" ���10�" �.
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/�.�!�� �2.� �0���.!. �02.�* 2 #"� � 2.��� ��2�" �.����0� 2.
$.!.�2�!�12��� �0���� � # #� � ��12��.� .�) 2 � 0�.�&��.
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2.�!�.1�. �$�+� 0�20 #� � ��1� *" ���.� 3��0�." 12. $.!.�2�!�12����
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#��!$0� .�.�2�12 �$�. �02.�* 2&� 1#����+� 0�����1�" �.� 0���$ #� �  � �.
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12�� �0!��2&1� .#2� �� 2.�!�.12� �.����. 0��� ��&��."� ,. �!��0� �.
$!�1�� � ��1 #�0 0*!&120" 20$����" �.2� 2 1$0/�.1�) 2 # 1#12��.2 "
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��� / " 2�" 12!.2�����" .#2�" 0��.� � .��/0��� 2�"  ����." �0 .3.�!01�
3.1��2&� >�@� �0 2� ��� / .#2� 2. $.!.�2�!�12��� �0���� 0��.�
�0!�11)20! .�2��! 1&�0#2��� 2�" �.�.!�"  ����."� .3 * � 0��/!.1� 2 #
� !*� # �.2.12���02.�� ü��1�"� 0�� 2. $.!.�2�!�12��� �0���� 0��.� 2.
FHSVWUDO /�.�*1�.2.� � .3.�!01� 2�" ��1�" 2���" >�@ �! 1�.�0� �. .3.�!�10�
2�" 0��/!�10�" 2 # �.�.�� * /��/ 1�"� ù�)�� 12�� �.20*�#�1� .#2� ��� �2.�
�! 1���0�0" 0*!01�" �.�� *!�&� $.!.�2�!�12��+� �0�0�+� � # 0��.�
0*!&12. 12 �)!#� �.� 12�" 0��/!�10�" 2 # �.�.�� * ���. �.!�/0���. 0��.�
� �!.$�&" $!)� # 2! � � ������ 1#�3&��. >�@��

þ /0*20!� 12!.2����� 12 $0*0� 12� /��� #!��. 0�)" �� 0*!&12 #
2.��� ��2� .�2�12.���� �2." 2�" �.!.� !3+10�" 12 12�/� 2.���)��1�"�

�ù�ù�	þ�ÿ�	ÿ�ù

�ü+ü,þ

ù�ù+��ÿý��ü�þ
	ù�ÿ���þ	þ�

��ù�þ

ü�ù++üù�

�ù�ù�	þ�ÿ�

�	ÿ��

�ü+ü,�

ûüû��

�ü�ù
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�#���&" ��. 2�� �0!��!.3� 2&� $.!.�2�!�12��+� �0�0�+� #� �02 *�2.�
12.2�12���" �! 10���10�" �0 � �2��. ���.� 2�2&�� ù#2�" �.2.��� #� 12�
/��� #!��. 0*!&12�" .�2�12 �$�." .�) 2. /0/ ���. 0���$ # 12. /0/ ���.
0�����1�"� ��� / � )�&" 2 ���2�12 ���.� 2��) 3��2!�!�1�. �3UREDELOLVWLF
2SWLPXP )LOWHULQJ� >�@� 2 +�. #1�.�) � �2�� ù������" �*00� *DXVVLDQ
0L[WXUH 0RGHO� >�@� � �! 1.!� �� �0 �!#����. � �2��. 0DUNRY �+00�
+LGGHQ 0DUNRY 0RGHO� >�@ .��� #� 10 .#2� 2�� �.2�� !�.� �2 ���� �
0*!&120" �02!���" .�)12.1�"� )�&" 2 ,WDNXUD ��2! 3.1�.2���" /�.1� !�"
>�� ��@ �.� 2 ��2! �! � ��" >��@ .�.���02.� �.  /���1 #� 10 �0!�11)20! 
.�!��� 0��1��0�&1� 2&� /0/ ���&� 0���$ #�
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3. +�ù��ÿ�þ ���ú�ü�þ 	þ� ��ÿ�ÿù�

þ /�./��.1�. 0�.�&��" 2&� $.!.�2�!�12��+� �0�0�+� /�.�!0�2.� 10 /* 
��!�� �2 �!+2 03.!�)�02.� .���#1� �!.�����" �!)��0%�" �+�� 2�"
 ����." �.� �.!��02.� ��. 1*� � 1#�20�012+� �!)��0%�"� �2 /0*20! 
��! "  � 1#�20�012�" �!)��0%�" �02.1$��.2�� �2.� 10 /�.�*1�.2.
$.!.�2�!�12��+� �0�0�+�� �2 �03��.� .#2) �.! #1���02.� � � ����
1*�3&�. �0 2��  � �. $!�1�� � �0�2.� � .���#1� +�� /�� �2.� �0!���"
0!���0�0" �.� �.!.2��0�2.� 2. #� � ��12��� ���.2. 2�" .���#1�" +��

3.1 ù#2 �.���/! *�0� � �2�� 

�� �$ �  ����." �� ! *� �. 2.��� ��� *� 10 2!0�" /�.�!�2�"
�.2�� !�0"� 12 #" ��3&� #" �$ #"� 12 #" 2#!�+/0�" � �3&� #" �$ #" �.�
12 #" ��0�12 *" �� �!!�� #" �$ #"� þ �#�.2 � !3�  ����." 0��.� ��.
.� #12��) �*�. ��01�" � # �! �!$02.� .�) 0� *1�0" 3#1� � ����" ����10�"
.�.2 ���+� / �+�� )�&"  � 3&��2���" $ !/�"� � 3&��2���  /)"� � !�����
� ��)2�2.� � ��+11. �.� 2. $0��� >��� ��@� þ 3&��2���  /)" 1#���&"
� �20� � 0�2.� &" � 1#!!.3� .� � �)� !3&�� $&!�" .�+�0�0" �.�
�02.���2�" /�.2 ��" 1&���&�� � # .!$��0� .�) 2�" 3&��2���" $ !/�" �.�
20�0�+�0� 12. $0��� >��@� 	 �� ���. 2&� 3&��2��+� $ !/+� �.�0�2.�
��&22�/.� ü�3&� � �$ � )�&" �L� �.� �H� �.!�� �2.� ���� �2." 2 � .�!.
/�.��1 # 2�" ��&22�/."� þ 2�1� 2&� 3&��2��+� $ !/+� 2! � � �0�2.� �21�
+120 �. ���� �2.� �0 12.�0!� 2.���2&1� �.� 0� ���&" �. /�0�0�! #� 2�
3&��2���  /) �0 %0#/ �0!� /�� *" �.�� *" .�!.� �1 �0�.�*20!� 0��.� �
2�1�� 2)1 �� #%��)"  � #1��)" �$ " � � �.1��� 1#$�)2�2. 2�" 3&��"� ��
�3&� � �$ � �.!�� �2.� �!.2+�2." 0� *1�. 2�" 3&��2���" $ !/�" .� ��2�"�
1$��.2�� �2." 1*13��� �0 2� $!�1� 2 # .!�!&2� �.� ���� �2." 2 � .�!. �.
/����0� .�) 2� 1*13��� �0 .!�02� �0���� 2.$*2�2. +120 �. �.!.$�0� 2*!���
þ 3&��2���  /)" /�0�0�!02.� .�) ��. 0#!0�." �+��" ���� � !*� # �.2� 2��
�.!.�&�� 2&� �3&�&� �$&�� �� ��0�12 � �� �!!�� � �$ � �! �*�2 #� .�)
.*��1� 2�" ��01�" 2 # .�!. 12 12)�. �.� .�)2 �� .�0�0#��!&1� 2�"�

ü�. �!.����) � �2�� �.!.�&��" 2�"  ����." .�.�2*$���0 .�) 2 �
)DQW 12. 2��� 2�" /0�.02�." 2 # �� >��@� �*�3&�. �0 .#2)  ��&22�/��)"
�.��)"� � 3&��2���  /)" �.� � .�2�� �)��1� � �20� � � *�2.� 2 �.���.
�0$&!�12� &" �!.����� 3��2!.� ü�. ���!0" � �2�� �.!.�&��"  ����." 12 
$+! 2 # �02.1$��.2�1� * ] �.! #1���02.� 12 1$��. �� þ ���� 0��.� 0�20
%0#/ �0!� /��� .� � #��. �! #12��+� �.��+� ���. 2�� �0!��2&1� 2&�
��3&�&� �$&�� � ��. 2#$.�. .� � #��. � !*� # ���. 2�� �0!��2&1� 2&�
�3&�&� �$&��� �0 ��.� �.!�� �2. .� �.��" * ��. 2 � ��0�$ 2�" ��2.1�"
2�" /���0!1�"� þ 1#��!2�1� �02.3 !�" 9�]� ��. 2� 3&��2���  /) 1#1$02��0�
2�� 2.$*2�2. )�� # 12�� ���� �0 2�� 2.$*2�2. )�� # 12. $0���� ü��.� �0����
��. � �2�� � # �$0� �)� �)� #" ��. 2 #" �0!�11)20! #" �$ #" 2�"  ����."�
���0 �)� " 2 # 9�]� .�2�12 �$0� 10 ��. 3&� 1#�2 ��1�)� +�. 2 #" �!!�� #"
�.� 2 #" 2#!�+/0�" �$ #" � # .�.�2 *� �.� 1#�2 ��1� *" �.�
.�2�1#�2 ��1� *" �/��./� �.� �)� #" �.� ��/0������ 0��1�" �! 2�� *�0 ��.
� �2�� � # �$0� �)� �)� #" 0�0�/� � 0��/!.1� 0�)" ��/0��� * 12�
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1#��!2�1� �02.3 !�" �� !0� �. 0��20#$�0� 1#��0!��.���� �2."
�0!�11)20! #" �)� #" >��@� 	 � �2�� .�2�� �)��1�" 5�]� �0!��!�30� 2��
��01� 2 # .�!. 12. $0���� �  � �. �! 10����02.� .�) ��. �!+2�" 2���"
 ��1� /�.3 !�� � 1#�/#.1�)" 2 # ��&22�/�� * �.�� *� 2�" 3&��2���"  / *
�.� 2�" .�2�� �)��1�" /��0� ��. �)� 1#��!2�1� �02.3 !�" �0 �)� �)� #"
>�����@ � # /��02.� .�) 2� 1$�1�

H z G z V z R z
G

A z

G

a zi
i

i

p( ) ( ) ( ) ( )
( )

= = =
− −

=
∑1

1

(1)

�$��. �� 	 �!.����) � �2�� 3&��2���"  / * ��. 2�� �.!.�&��  ����."

�0 .#2� 2� 1#��!2�1� �02.3 !�" �.�!� #�0 ��. 0��1&1� /�.3 !+�
��. 2� 1*��01� 2&� /0����2&�  ����." 2�" � !3�"

s n a s n i Gu ni
i

p

( ) ( ) ( )= − +
=
∑

1

(2)

û��./� � �!)��0%� ��. 2 6�Q� �! 1/� !��02.� .�) 2 �!.����) 1#�/#.1�)
2&� �! �� *�0�&� S /0����2&�� ü21� 2 � �2�� �.!.�&��"  ����."
.�.3�!02.� �.� &" � �2�� �!.�����" �!)��0%�" �+�� � &"
.#2 �.���/! *�0� � �2�� �

+ü��þ	�ÿù

���
�	ÿ��

�ù��� 8�=�

+ü��þ	�ÿù

,��
ú�
 ��=�

���	ü��

ù�	ÿ��ú��

�ÿù� 5�]�

���	ü��

-�þ	ÿ�þ�

�û�
 9�]�

u(n)

S(z)

u(n)

G
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3.2 ù�.�.!�12.1� 2�" �����." �0 � �2�� 
û�.�)!3&1�"

þ 1#��!2�1� �02.3 !�" 12�� 0��1&1� ��� �� !0� �. �!.30� 12�
� !3�

H z
A z z z

r

z zi
i

i

p
i

i
i

i

p

( )
( )

= =
−

=
−−

=
−

=
∏ ∑1 1

1 11 1

(3)

)� # 2. ri .�2��! 1&�0* #� 2. #�)� ��. �.� 2. zi 2 #" �)� #" 2�" +�]�� ��

�)� � .�.�* �2.� &"

z e i pi i
j i= =σ ω , , ,..,1 2 (4)

)� # 2 ωi .�2�12 �$0� 12�� L� 12� �0�2!��� 1#$�)2�2.� 	. σ i .�.�.!�12 *�

2. ���2� 2&� �)�&� �.� � 2��� 2 #" .���0� 12 /��12��. ������ 	 0*! "
�+��" 2 # L� 12 * �)� #  !��02.� &" >��@

B
zi

i i

= =
1 1 1 1

π π σ
ln(

| |
) ln( ) (5)

ü� ���&" 2 � �2�� 2�" 3&��2���"  / * .�2�12 �$0� 12�� .�2�.2�
�! #12��� � # /��02.� .�) 2� 1$�1�

h n r z r ei i
n

i

p

i i
n j ni( ) = =

=
∑ ∑

1

σ ω (6)

�  � �. �0 2� 10�!� 2�" 0��.�  2*� " 2�"  � �0� *" �*1�" 2�" 0��1&1�" ����
�#�0�+" 2 1��.  ����." V�Q� 0��.� ��. 1��. � # .� 20�0�2.� .�)

� ���" 1#��12+10"� ü�3!��02.� &"  �!.����)" 1#�/#.1�)" 0��02��+�
1���2&� /�.� !3 ���&� �.2� ���2 " �.� �.2� 3�1�� � # �! 1/� !�� �2.�
.�) 2 .#2 �.���/! *�0� � �2�� � ù#2� 0��.� ��. 0�/��� �0!��2&1� 2 #
�0��� * � �2�� # /�.�)!3&1�" ��. 2��  ����.� 2  � � �.! #1���02.� 12�
>��@� +�. ���0 1#��12+1. 2 # 1��.2 "  ����." #��!$ #� 2!0�" �.!��02! �� 2.
ri , σ i �.� ωi � �� �.!��02! � ri �.� σ i  !�� #� 2 �.2� ���2 " /�.� !3&��� 

2���.� 0�+ 2. ωi 0��.�  � �.!��02! � ��. 2� /�.�)!3&1� �.2� 3�1�� �2.�

��." �)� " � # $.!.�2�!��02.� .�) 2�� ωi �!�1�02.� ���1� � 2 # � �./�.� #

�*�� # /��+�0� ��. 3&� 1#�2 ��1�) 12�� ωi �0 ��. 1$02��� ���!) 0*! "

�+��"�
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3.3 
� � ��12��� ,��.2.

�� 1#�20�012�" 2 # �! ����2� { }ai � # �0!��!�3 #� 2 

.#2 �.���/! *�0� � �2�� �!��0� �. #� � ��12 *� .�) 2 1��.  ����."�
��&" �  ����. 0��.� $! ���� �02.�.��)�0� 1��.� .3 * � � !3� 2�"
3&��2���"  / * .����0� �0 2 $!)� � ü21� 12�� �!��� ��. .�!���" 1*� � 
2&� 1#�20�012+� 2 # �! ����2� �.� !��02.� �! 1.!� 12��� ��. ���!�
$! ���� /�.12��.2. �2#����" 2���" ��PV &" ��PV�� 2.  � �.  � ��� �2.�
��.�1�.� �.2� 2� /��!�0�. 0�)" ��.�1� # #� ��2 #�0 )2� /0� �$ #�0 $! ����
�02.� ��� þ .� �.�� * 1#���&" .�� 0�2.� ��. �. �02*$ #�0
�.!.�02! � ��1� .�0��!2�2� 2�" ��2.1�" 2 # 1��.2 "�

þ ��� / " 2�" .#2 1#1$�2�1�" �.� � ��� / " 2�" /�.1� !�" 0��.�  �
/* 2#� � �����0" ��� / � 0���#1�" 2 # �! ����.2 " #� � ��1� * 2&�
1#�20�012+� 2 # �! ����2� >��� ��@� �.�  � /* �! 10���10�" �.1�� �2.�
12�� 0�.$�12 � ��1� 2�" ��1�" 202!.�&����" 2���" 2 # 13���.2 " H�Q� � #
/��02.� .�) 2� 1$�1�

e n s n a s n ii
i

p

( ) ( ) ( )= − −
=
∑

1

(7)

�� ��� / � /�.3�! #� &" �! " 2�" �0�2 ��!0�0" 2�" #� � ��1�"� þ
��� / " 2�" .#2 1#1$�2�1�" 0��.� #� � ��12��� �� .��� .�) 2� ��� / 
/�.1� !�" �.� .�2��02. .�) .#2� �0&!0� )2� )� �  � �)� � 2�" +�]� �!�1� �2.�
0�2)" 2 # � �./�.� # �*�� #�

�2� 1#��$0�. 0�02�� #�0 2� ��� / .#2 1#1$�2�1�"� ù" �0&!�1 #�0
)2� 2 ��1 202!.�&���) 13���. 0�.$�12 � �0�2.� 10 ��. ��.�1� � /0����2&�
�.� 0����� � )2� 2. /0���.2.  ����." 0��.� 0� 2.#2)2�2 " ��/�� 0�2)" 2 #
��.�1� # � # �." 0�/�.3�!0�� þ .#2 1#1$�2�1� 2 # 1��.2 " V�Q�  !��02.� &"

r k s n s n ki
n

N k

( ) ( ) ( )= +
−

− −

∑
0

1

(8)

ù� /0���*02.� 2)20 )2�  � 1#�20�012�" ai 2 # �! ����2� �! �*�2 #�

.�) 2�� 0���#1� 2&� �.!.��2& 0��1+10&�

r r r p

r r r p

r p r p r

a

a

a

r

r

r p

s s s

s s s

s s s p

s

s

s

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

0 1 1

1 0 2

1 2 0

1

2
1

2

�

�

� � � �

�

� �

−
−

− −





































=



















(9)

ù"  � ��1 #�0 RS 2 � pxp Toeplitz ���.�. .#2 1#1$�2�1�" 12 

.!�120!) ��� " 2�" ���� . 2 /���#1�. 2&� 1#�20�012+� 2 # �! ����2� �.�
rS 2 /���#1�. 2&� 1#�20�012+� .#2 1#1$�2�1�" 12 /0��) ��� " 2�" ����

	)20 � ��� �!�302.�
R a rS S= (10)
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�.� .�  RS 0��.� .�2�12!�%�� " �! �*�20� � �*1� 2�"

a R rS S= −1 (11)

ü�0�/�  ���.�." RS 0��.� 7RHSOLW]� � 0���#1� 2 # 1#12��.2 " �� !0�

�. ���0� �0 2 � .� / 2��) #� � ��12��� .��)!��� 2&� /HYLQVRQ � 'XUELQ >��@�
�2� 1#��$0�. .3 * �! 1/� !�1 #�0 2� 1#��!2�1� �02.3 !�" +�]�� 2 

���2 " 2�" .�)�!�1�" | ( )|H ejω .�.�.!�12� 2� 3.1�.2��� �0!����� #1. 2�"

 ����."�
þ �*1� � # �! �*�20� ��. 2�� ���! 3 !�. 2�" 3&��2���"  / * � #

�0!��$02.� 12�� +�]� �!��0� �. 0��.� 0*!&12� 0�20 �  ����. 0��.� �.�.!� 0�20
0��.� .�� �&���� .�) 2 �)!#� ���.� 2�" 0��/!�10�" 2 # �.�.�� *� �!��0�
/��./�  � 1#�20�012�" 2 # �! ����2� �. �.!.��� #� 0�20 .�02����2 � 0�20
�. �.! #1��� #� � �* ���!� �02.� �� )2.� �  ����. 0��.� .�� �&����� �.2�
1#���0�. 2. $.!.�2�!�12��� �0���� �. 0��.� 0*!&12.� �2� >��@ �.! #1���02.�
��. 1#��!�2��� �0��2� 2&� /�.3)!&� �0� / � ��+� ��. 2 � �! 1/� !�1�) 2&�
1#�20�012+� 2 # �! ����2� � # �.1��02.� 12�� 0�.$�12 � ��1� /�.3)!&�
.�2��0��0���+� 1#�.!2�10&�� ��!. 2&� 2#� � �����&� �0�)/&� +��� 2�"
.#2 1#1$�2�1�" �.� 2�" /�.1� !�" 0�02�� �2.� ��� / � � # �.1�� �2.� 12 
�!�2�!� 0��$�12�" .�)�#2�" 2���"� 12 �!�2�!� .�./! ���+� �.!+�
0�.$�12&� 202!.�+�&� �.� 2 �!�2�!�  ���+� 0�.$�12&� 202!.�+�&��
ú!����0 )2� � �.�*20!� ��� / " 0�.!2�2.� .�) 2 0�/ " 2 # #��!$ �2 "
� !*� # �.� 0� ���&" ��. �0���� .� /0�2� �*1� /0� 0��.� ��&12� >��@�

��. ���� �! 1���0�. .�.�.!�12.1�" 2 # 3�1�.2 "  ����."
1#��12.2.� 12�� .�)/ 1� �0�.�*20!�" ��3.1�" 10 0�0��0" 2�" 1#$�)2�20"
� # �.! #1��� #� �0�.�*20!� .� #12��� 0#.�1��1�.� ù#2� � �0+!�1� 0��.�
��&12� &" ù�1��2� +!.����� �!)��0%� �ù+�� >��@� 	 �!.��.2��) 3�1�.
2�"  ����." �� # �.����02.� .�) 2 ')7 2&� /0����2&� 2�"  ����."�
2! � � �0�2.� �0 ��1� 2�" .!$�" 2�" �!�1���" �+��" .� #12���" .�)�!#%�"
�.� 2�" ���1�" 0#.�1��1�." 2�" .��!+����" .� �" 12�" /�.3 !02���"
1#$�)2�20" >��@� 	 2! � � ����� 3�1�. �! 10����02.� .�) ��.
.#2 �.���/! *�0� � �2�� ��. �. #� � ��120� 2 +�]�� �� 2���"
.#2 1#1$�2�1�" �.���� �2.� .�) 2 � .�2�12! 3 ')7 2 # 2! � � ����� #
3�1�.2 "� �� 1#�20�012�" 2 # �! ����2� #� � ��� �2.� .�) 2�� 0���#1�
2�" 0��1&1�" ����� ü$0� /0�$�0� �!)13.2. )2� � 20$���� 2�" ù+� 0��.�
�0!�11)20! 0*!&12� 10 �0!��� �� 2.�!�.12� �0!����� �2. .�) )2� �
2#� � ������ ��� / " ��. .�.��+!�1�  ����." �0��� # �0��� �� #� �2��
�.! *1. 0!�.1�.� $!�1�� � � *�0 2�� 2#� � ������ ��� / 
.#2 1#1$�2�1�" +� ��. 2 � �! 1/� !�1�) 2&� 1#�20�012+� 2 # �! ����2��
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4. ü
��	þ CEPSTRAL ù�ù�
�þ

	 0�)�0� ���. 0��.� � �02.2! �� 2&� 1#�20�012+� 2 # �! ����2�
10 /�.�*1�.2. $.!.�2�!�12��+� �0�0�+�� �.!./0���.2. 2�2 �&�
/�.�#1��2&� �0!��.���� #� >��@ .#2 *" 2 #" �/� #" 2 #" 1#�20�012�" 2 #
�! ����2�� 2 #" FHSVWUDO 1#�20�012�" �.� 2�" �.!.�+� #" 2 #"� �0*��
3.1�.2��+� �!.��+� �/63�� 2 #" � ��!��� #" �)�&� �0!� $+� �/$5�� 2�"
1#�.!2�10�" �0!� $+� 2�" 3&��2���"  / * �.� 2�� �! #12��� .�)�!�1� K�Q�
2 # 3��2! # +�]�� 	. �0!�11)20!. .�) 2. �.!.���& /�.�*1�.2.
$.!.�2�!�12��+� �$ #� �.2� �.�! *" �0�02��0� /�0� /���� ü$0� �!0�0� )2�  �
FHSVWUDO 1#�20�012�" /�� #� 2. �.�*20!. .� 20��1�.2. >��@� ü��1�"  �
�.!��&� � 2&� FHSVWUDO 1#�20�012+� �0!��$ #� 2�� ���! 3 !�. 2�"  ����."
� # 0��.� �.1��� ��. 03.!� ��" 0�.!2+�0�0" .�) �0��0� � �!)13.2. �
$!�1�� � ��1� 2&� �0#�+� 3.1�.2��+� �!.��+� �3�10 #� 1$�10�" >��@�
�2�� �.! *1. 0!�.1�. � ��3.1� /��02.� 12. $.!.�2�!�12��� �0���� � #
1$02�� �2.� �0 2 FHSVWUXP� ��. 2. $.!.�2�!�12��� �0���� � # 1$02�� �2.� �0
FHSVWUXP �.���� �2.� �02� 2�� .���#1� +!.�����" �!)��0%�"� ü�.�!01�
.� 20�0� 2 PHO�ZDUSHG FHSVWUXP � # �.����02.� .�) .���#1� ��."
2!��0�." 3��2!&� >��@� �.� �.! #1���02.� 12�� ����

4.1 Cepstrum

ù" �0&!�1 #�0 ��. �)$� .�.!.�2�2. .�2�.2)� 1��. $�Q� 2 #  � � #  ]�
�02.1$��.2�1�)" ;�]� #��!$0� �.� �$0� �0!� $� 1*����1�" 12��  � �.
1#��0!��.����02.�  � �./�.� " �*�� "� ù" #� ��1 #�0 )2�  
C z X z( ) log ( )= .�.�2*1102.� 10 1#����� #1. /#�.� 10�!� 2�"  � �."

0��1�" � �0!� $� 1*����1�" �0!��.����0� 2 � �./�.� �*�� � 	 cepstrum
 !��02.� &"  .�2�12! 3 " ]��02.1$��.2�1�)" 2 # &�]� >��@� /��./�

C z c n zn

n

( ) ( )= −∑ (12)

ù" 1��0�&�0� )2� 2 F�Q� 0��1�" /0� 0��.� .�.!.�2�2. .�2�.2)�
�#�0$�� #�0 #� ��2 �2." )2�  ;�]� 0��.� ��. !�2� 1#��!2�1� 2 # ]� /��./�
�0!��!�302.� ���!&" .�) 2 #" �)� #"� 2. ��/0���� �.� 2�� .� �.��� 	)20
2 FHSVWUXP &�]� �$0� 2�" .�)� #�0" �/�)2�20"�
1. 	 /0���. F��� 0��.�  3#1��)" � ��!��� " 2�" .� �.��"�
2. �� �)� � �.� 2. ��/0���� 2 # ;�]� 0�2)" 2 # � �./�.� # �*�� #
1#�0�13�! #� �)� 12 .�2�.2) ��! " 2 # F�Q� � # .!$��0� .�) Q ��

3. �� �)� � �.� 2. ��/0���� 2 # ;�]� 0�2)" 2 # � �./�.� # �*�� #
1#�0�13�! #� �)� 12 �� .�2�.2) ��! " 2 # F�Q��

4. 	 FHSVWUXP 0��.� .�2�.2) .� �.� �)� .�  ;�]� 0��.� 0��$�12�" 3�1�"�
5. 	 FHSVWUXP 0��.� �� .�2�.2) .� �.� �)� .�  ;�]� 0��.� ����12�" 3�1�"�

6. 	 FHSVWUXP F�Q� .� 1�.��0� �0 !#��) 1
| |n )2.� 2 Q 20��0� 12 ∞ � − ∞ .

7. 	 FHSVWUXP �$0� ��0�!� /��!�0�. 0�20 2 $�Q� 0��.� �0�0!.1����" 0�20 0��.�
��0�!�" /��!�0�."�
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8. ù� 2 [�Q� 0��.� �!.��.2��)" .!���)"� 2)20 �.� 2 F�Q� 0��.� �!.��.2��)"
.!���)"�

" 0�/��� �0!��2&1� 2 # �� �0��� * ;�]� ." �0&!�1 #�0 2 3��2! 
+� +�]� � # 0��.� 0��$�12�" 3�1�"� �$0� /��./� �)� �)� #" �.� �! �*�20�
.�) 2� ��� / .#2 1#1$�2�1�"� û0/ ��� # )2� )� �  � �)� � z zi= 0��.� 0�2)"

2 # � �./�.� # �*�� # �.� � .� �.�� 0��.� �� 2 .�2�.2) FHSVWUXP +� c nlp ( )

2�" +�]� 0��.� >��� ��� ��@

c n n
z n

n
lp

i
n

i

p

( )
,

,
= >

≤






=
∑1

0

0 0
1

(13)

��. .�./! ���� 1$�1� �02.�* 2 # FHSVWUXP +� �.� 2&� 1#�20�012+�
2 # �! ����2� /��02.� .�) 2� 1$�1� >��@

c n a
i

n
c i alp n lp n i

i

n

( ) ( ) ( )= + −
=

−

∑
1

1

(14)

þ $!�1� .#2�" 2�" .�./! ����" 1$�1�" 0��2!��0� 2 � .� / 2��)
#� � ��1�) 2 # c nlp ( ) $&!�" 2� $!�1� �.�0�)" 0�/ #" � �#&�#����"

�.!.� �2 � ��1�"� ü3)1 � 2 c nlp ( ) 0��.� ��0�!�" /��!�0�."� 2 /���#1�.

$.!.�2�!�12��+� �0�0�+� /��12.1�" S .� 20�0�2.� .�) 2. 12 �$0�. clp ( )1

��$!� c plp ( ) � �� S .#2�" 2���" 0��.�  � �� 1��.�2���" �)�& 2�" .�)1�01�" 2�"

.� � #��." �0 2�� .*��1� 2 # Q� ü21� �.!)� � # /0 �.���� #�0 #�)%�
12 #" #� � ��1� *" 2. 0����� � 2&� S /0���.2.� � ��1� 202!.�&����
/�.3 !� �02.�* /* FHSVWUDO /�.�#1��2&� +� 0��.� �! 10���12��� �1� �0 2�
��1� 202!.�&���� /�.3 !� �02.�* 2 # � �.!����� * 3�1�.2 " 2&�
.�2�12 �$&� 3��2!&� +� � # �$ #� �)� �)� #" >��@� �#�0�+"�
0��2#�$�� #�0 ��. �.�) ��2! 2�" /�.3 !�" 12�� �0!����� #1. 2 #
3�1�.2 " 2&� ��.�1�&�  ����." .�) 2.  � �. 0��$��1.� 2. FHSVWUDO
/�.�*1�.2.�

4.2 Cepstral �.!��&� �

	 FHSVWUXP +� .�2��! 1&�0*0� 2�" 2 ����" 3.1�.2���" �/�)2�20" 0�)"
/0/ ��� # ��.�1� #  ����."� ��&" /0� $.!.�2�!��0� 2�" $! ����" �
�02.�.2���" ���! 3 !�0" 10 ��. .� � #��. ��.�1�&�  ����."� �0 03.!� ��"
1$02���" �0 �0��0� � )�&" � .�.��+!�1�  ����." �.� � 0�.!2+�0�� .�)
�0��0� .�.��+!�1�  ����2�� �$0� /�.��12&�0� �0�2�&���� .�)/ 1� �0 2��
0�1.�&�� 2&� FHSVWUDO �.!.�+�&� 12 $+! 2&� $.!.�2�!�12��+� �0�0�+��
�� .#2) ��.2�  � FHSVWUDO �.!��&� � 1#��.���� #� 2�" �02.�.2���"
���! 3 !�0" 2�"  ����."� þ �!+2� �.!��&� " 2 # FHSWUVXP ���&12� �.� &"
/��2. FHSWUVXP�  !��02.� &" >��@
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∂
∂

µ
c n t

t
c n t kc n t k

lp

lp lp
k K

K( , )
( , ) ( , )= ≈ +

=−
∑∆ (15)

)� # 2. c n tlp ( , ) 1#�� ��� #� 2 #" Q� 12 *" FHSVWUDO 1#�20�012�" +� 2�

$! ���� 12���� W� � 0��.� ��. �.2������ 12.�0!� �.� ��� � ��1�" �.� ��.���
0��.� 2 ���� " 2&� ��.�1�&� ��. 2.  � �. 0�20� *�2.�  � #� � ��1� �� 	 
FHSWUVXP +� �.� 2 /��2. FHSWUVXP �.�� �$ #� $!�1�� � ���0� ��. 2�
�0�2�&1� 2�" .�)/ 1�" 2�" .�.��+!�1�"  ����2� >��@�

4.3 Cepstral �2����1�

þ �.1��� �/�. 12��  � �. �.1��02.� � FHSVWUDO 12����1� 0��.� �
0����2!�1� 2�" 0#.�1��1�." 2&� $.���)20!�" 2���" FHSVWUDO 1#�20�012+�
12��  ���� 3.1�.2��� ���1� �.�+" �.� 2�" 0#.�1��1�." 2&� #%��)20!�"
2���" FHSVWUDO 1#�20�012+� 12 �)!#� >��@� þ 12����1� #� � �0�2.�
� ��.��.1��� �2." 2. c nlp ( ) �0 ��. �.!��#! Z�Q� �.� $!�1�� � �+�2." 2.

12.���1���. FHSVWUXP &" 2 /���#1�. 2&� $.!.�2�!�12��+� �0�0�+�� ù#2�
� /�./��.1�. .�)/ 1�" �.!+� 0��.� 0��1�" ��&12� �.� &" �0�.�1�� þ �!+2�
1#���0�. 2�" �0�.�1�" 0��.� � 0�.�&�� 0�)" /�.�*1�.2 " $.!.�2�!�12��+�
�0�0�+� �0�0!.1����" /��12.1�" .�) 2 c nlp ( ) � # 0��.� ��0�!�" /��!�0�."�

ü��1�" � �! 10�2��� 0��� �� 2 # Z�Q�  /��0� 10 0*!&12. .� 20��1�.2.�

��!$ #� /��3 !. 1$��.2. 12����1�" � # /�.3�! #� &" �! " 2 �

2*� 2 # $!�1�� � � *�0� # FHSVWUDO �.!.�*! #� 	 .�� *120! 0��.� 2 
 !� �+�� �.!��#! � # /��02.� .�) 2�� 1$�1�

w n
n L

( )
, , , ,

,
=

=



1 1 2

0

�

αλλου (16)

)� # / 0��.� 2 ���0� " 2 # �.!.�*! #� 	  !� �+�� �.!��#! /�.2�!0� 2.
�!+2. / /0���.2. � # 0��.� 2. �� 1��.�2��� �)�& 2�" 3��� #1." �/�)2�2."�
ù��0" � !3�" 2 # Z�Q� 0��.� � �!.����� 12����1� �� .���+" TXHIUHQF\
�0�.�1��� )� #

w n
n n L

( )
, , , ,

,
=

=



1 2

0

�

αλλου (17)

�.� � �&� �0!.2� �0�.�1� �ý��� >�����@ )� #

w n
L n

L
n L( ) sin( ) , , ,= + =





1

2
1 2

0

π

αλλου
� (18)

þ �!.����� 12����1� .� /�/0� &" ��! " 10 ���0 �0$&!�12) FHSVWUDO
)! 2 /0��2� 2 #� ü� ���&" #� �.����0� 2 !)� 2&� )!&� $.���)20!�"
2���"� þ ý�� 12.����0� ��. FHSVWUDO .� � #��. �0 ��. ���2 ���� 1#��!2�1��
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�21� +120 �. #� �.����02.�  !)� " 2&� )!&� $.���)20!�" �.� #%��)20!�"
2���"� ù" 1��0�&�0� )2� 2. 1$��.2. 12����1�" � # �0!��!�%.�0 0��.�
12.�0!� �0 2�� ��� �. )2� 2. ��!� 0��.� 1#��!2�1� �)� 2 # FHSVWUDO /0��2��
û0� �$ #� �.���. !�2� 0��!2�1� .�) 2�" 12����.�0" �02.� ��" 2 # FHSVWUXP�
 �  � �0" 0�1�� �2.� .�) /��3 !0" 1#����0" 2 # �0!����� �2 " �)�&"  
�)!#� " �.� � 0��/!.1� 2 # �.�.�� *��

4.4 ù3.�!01� 2�" Cepstral ��1�" 	���"

ü�. 1��.  ����." � # 0�����02.� ��1& 0�)" 2��03&��� * /��2* #
#3�12.2.� �!.����� �.!.�)!3&1� � #  30��02.� 12�� 0��/!.1� 2 #
�.�.�� *� ù#2) .��� 0�3!��02.� &" 7�]� 6�]�*�]�� )� #  )! " 6�]�
.�2�12 �$0� 12�� .!$��� �.�.!�  ����.�  )! " *�]� .�2�12 �$0� 12 
2��03&���) �.���� �.�  )! " 7�]� .�2�12 �$0� 12� 3��2!.!�1����  ����.�
� �.!����� �2." �.�!� #�0

log ( ) log ( ) log ( )T z S z G z= + (19)

ù" #� ��1 #�0 )2� 2 3�1�. 2�"  ����." �.� 2 # �.�.�� *
�! 10���� �2.� �.�� .�) � �2�� +� � # �$0� �)� �)� #"� 	)20 �
0��/!.1� 2 # �.�.�� * 12��  ����. �! �.�0� ��.� �! 1�02��) )! 12 
FHSVWUXP +� 2�" �.�.!�"  ����."� ù� #� ��1 #�0 )2� 2 FHSVWUXP +� 2�"
�.�.!�"  ����." 0��.� ��/��� 2)20 � 0�2���1� 2 # FHSVWUXP 2 # �.�.�� * 0��.�
.��� �.� �)� � ��1� 2��� FHSVWUXP +� 2�" 3��2!.!�1����"  ����." 7�]�� ü21�
��. �. .�2�12.���1 #�0 2�� 0��/!.1� 2 # �.�.�� * .!�0� �. .� �.�!*� #�0
2�� 0�2���1� 2 # .3.�!+�2." 2�� FHSVWUDO ��1� 2��� �&06� >�� ��� ��@� 	)20
2 /���#1�. $.!.�2�!�12��+� �0�0�+� �!�302.��

c n c n E c ncms lp lp( ) ( ) [ ( )]= − (20)

)� # � ��1� 2��� �.����02.� 10 ��. ���� " ��.�1�&�  ����." � # �$ #�
#� 120� 2�� 0��/!.1� 2 # �.�.�� *� ù" 1��0�&�0� )2� �$ #�0 1�&��!�
#� �02�10� 2��  !� �+��. 12����1� �1$�1� ����

þ .3.�!01� 2�" ��1�" 2���" �0�2�+�0� 1��.�2��� 2�� .�)/ 1� 0�)"
1#12��.2 " 12  � � � 0�����1� ���02.� #�)  !�1���0" 1#����0" ��. 2 
�.����� 0�+  ��0�$ " ��2& .�) ���0" /�.3 !02���" 1#����0"� 12)1 �
.�!��0�. 2�" .�.��+!�1�" #3�12.2.� 1��.�2���" .�+�0�0" )2.� � &06
$!�1�� � �0�2.� ��. 2�� .�.��+!�1�  ����2� 12�� �0!��2&1� � # �
0�����1� �.�  ��0�$ " ��� �2.� 12 �/� �.����� ù#2)  30��02.� 12��
#�)�01� )2� � .1#��2&2��� FHSVWUDO ��1� 2��� 2�" �.�.!�"  ����." 0��.�
��/0����� þ #�)�01� ����0 +120 2 3�1�. 2 # �.�.�� * �. .�.�.!�12.2.�
.�) 2�� .1#��2&2��� FHSVWUDO ��1� 2��� 2�"  ����." � # 0����0 .�) 2 
�.����� þ #�)�01� .#2� .���0*0� �)� )2.� 2 2���. 2�"  ����." 3&��2���
�1 !! �0�� /��./� 1#��0!��.����0� 2�� �/�. � 1)2�2. 0�3+�&�� .3+�&�
�.� ��0�12+� �� �!!��&� �$&�� ù#2) ��.2�  � 2! $��" 2&� FHSVWUDO
1#�20�012+� ��. /�.3 !02�� *" �$ #" .� ���� #� �02.�* 2 #" 1��.�2����
&12)1 1#��0!�3�! �2.� �.!)� �. �0 �$ #" 2�" �/�." �.2�� !�."� 	 
3.��)�0� �.!.2�!0�2.� 12 �$��. �� ���2&" �� ! *�0 �. #� � ��1 #�0
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.�!���120!. 2 FHSVWUXP 2 # �.�.�� *� 0�� � ��1� 2��� 2 # FHSVWUXP �  � �.
 30��02.� .� ��0�12��� 12�� �.�.!�  ����.� �� ! *10 �.2� ����12 � 1) �.
�0�&�0� �!�� .�) 2 1#��0!.1�) 2�"  ����." �0 2 �.�����

 
�$��. �� 	 FHSVWUDO /���#1�. �.� 2 # ��3&� # �$ # �.� ��� 2 # ��3&� #

�$ # �X� ��� 2 # �3&� # �$ # �VK� �.� �/� 2 # ��0�12 * �� �!!�� #
�$ # �S�

4.5 ù3.�!01� 2�" &HSVWUDO ��1�" 	���"
-��2!.!�1���&� �)�&�

þ �/�. 2�" .3.�!01�" 2�" FHSVWUDO ��1�" 2���" �.1��02.� 12�� #�)�01�
)2� ��. 0�2���1� 2 # �.�.�� * /��02.� .�) 2� ��1� 2��� ü>c nlp ( ) @� �� �)� � 2�"

+� �0 120�) 0*! " �+��" � # �!�1� �2.� ���1� � 2 # � �./�.� # �*�� #
1#���&" .�.�.!�12 *� 2 #" 3&� 1#�2 ��1� *" �.� 0��.� ���)20! 0#.�1��2 �
12�" 0��/!�10�" �.�.�� * �.� � !*� #� ü� ���&" .#2 �  � �)� � /0
1#�0�13�! #� 12�� 0�2���1� 2 # �.�.�� * 0�0�/� �0!��$ #� �0!�11)20!�
���! 3 !�.  ����."� ù�2��02.  � �0��� # 0*! #" �+��" �)� � � �20� � � *�
2� 3.1�.2��� ���%�� 2�� #� ��&22�/��� /�.�*�.�1� �.� 2�" 0��/!�10�" 2 #
�.�.�� *� ù#2 �  � �)� � �! 13�! #� ��. �.�*20!� 0�2���1� 2 # �.�.�� *�
��. �.�� *!�. �/�. ��&12� &" 3��2!�!�1�. �)�&� 2! � � �0� 2 #" �)� #"
2�" +� �21� +120 �. /�0#!*�0� 2 0*! " �+��" 2&� �)�&� 2&�
3&� 1#�2 ��1�+� >��@� þ /�0*!#�1� 2 # 0*! #" �+��" 0��2#�$��02.� �0 2��
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.�2����� �02.3 !� 2&� �)�&� 2&� 3&� 1#�2 ��1�+� �.�!�� .�) 2 
� �./�.� �*�� � þ 1#$�)2�2. 2&� �)�&� .3��02.� �����2�� 	 1$��. �
�.! #1���0� 2�� �/�. 2 # 3��2!.!�1�.2 " 2&� �)�&�� 	 FHSVWUXP � #

�$��. �� þ �/�. 2 # 3��2!.!�1�.2 " �)�&�

.�2�12 �$0� 10 .#2 *" 2 #" 3��2!.!�1��� #" �� 2! � � ����� #"� �)� #"
�1#�� ���02.� &" c nmlp ( ) � �$0� ���)20!� ���! 3 !�.  ����." �.� �0!�11)20!�

���! 3 !�. ��. 2 �.���� .�) )2� �$0� 2 c nlp ( ) � .�!��+" �)�& 2�"

#� �����1�" 2&� �)�&� 2&� 3&� 1#�2 ��1�+�� þ 0�2���1� 2 # �.�.�� *
/��02.� .�) 2�� ü>c nmlp ( ) @  �)20 2 /���#1�. $.!.�2�!�12��+� �0�0�+� 0��.�

c n c n E c npflcms lp mlp( ) ( ) [ ( )]= − (21)

ù" 1��0�&�0� )2� �$ #�0 1�&��!� #� �02�10� 2�� #�)�01� 2�"  !� �+��."
12����1�" �1$�1� ������

þ �.!.���& 20$���� 1$��.2�1� * 2 # /�.�*1�.2 " $.!.�2�!�12��+�
�0�0�+� 0��.� ��&12� &" .3.�!01� 2�" FHSVWUDO ��1�" 2���" 3��2!.!�1���&�
�)�&� �3)&06�� þ #� � ��1� 2�" �0!��.����0� 2. .�)� #�. ���.2.�

• ü��� �� 2�" .�2��." �.2&3�� # rth

• +�. ���0 ��.�1�  ����."

− 
� � ��1�)" �)�&� +� z i pi , , , ,∀ = 1 2�

− +�. ���0 �)� zi :
ü�� | |z ri th> � 2! � � ��1� zi �21� +120 2 ���2 " 2 # �. ���0�

rth �.� � 3�1� 2 # �. �.!.�0��0� .�02����2��

− 
� � ��1�)" c nmlp ( ) �.1�1���&� 12 #" 2! � � ����� #" �

3��2!.!�1��� #" �)� #"�

• 
� � ��1�)" 2�" 0�2���1�" �.�.�� * ü> c nmlp ( ) @ ��. )�. 2. ��.�1�.

 ����."�
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• 
� � ��1�)" c nplcms( )

ü$0� /0�$�0� )2� � 3)&06 #�0!�1$*0� 12. �0�!��.2. 2.#2 � ��1�"
 ����2� >��@� ù" 1��0�&�0� )2� .3 * � ü> c nmlp ( ) @ 0��.� ��. �.�� 0�2���1� 2 #

�.�.�� *� �� !0� �. �02.2!.�0� 10 ��. 3��2! �0 �)� �)� #" � #
.�.�.!�12� 2 �.����� ü� ���&" �� !0� �. �02.2!.�0� 10 ��. .�2�12! 3 
3��2! �0�0!.1����" �! #12���" .�)�!�1�" �),5�� �2.� .#2) 2 ),5 3��2! 
03.!�)�02.� 12��  ����.� �  ����. .�./0���*02.� �.�+" � 0��/!.1� 2 #
�.�.�� * .�.�*�02.�� ù#2� � .��/0��� 2�"  ����." �!�� .�) 2�� 0�.�&�� 2&�
$.!.�2�!�12��+� �0�0�+� �0�2�+�0� 2�� .�)/ 1� 2�" 2.#2 � ��1�" 2 #
 ����2� >��@� 	 1$��. � �.! #1���0� 2 ��� � /���!.��. 2�" /�./��.1�."�

�$��. �� ù�2�12! 3 3��2!�!�1�. 2�" 0��/!.1�" �.�.�� *

4.6 �! 1.!� 12��� �2����1� 2&� Cepstral �!&�

�� 20$����" 2�" &06 �.� 3)&06 0��.� �.!./0���.2. 20$���+�
0�0�0!�.1�." �02.�* ��.�1�&� �0 2�� ��� �. )2� ��. 2 � �! 1/� !�1�) 2 #
/�.�*1�.2 " $.!.�2�!�12��+� �0�0�+� $!�1�� � �0�2.� ���! 3 !�. .�)
�0!�11)20!. 2 # 0�)" ��.�1�.� �0 .#2�� �.� 2�� 0�)�0�� 0�)2�2.
�0!��!�3 �2.� /* 0�/ ��.�1�.��" ��� / �� /��./� ��� / � 12�"  � �0" �
���! 3 !�. �.����02.� �)� .�) 2 2!�$ � ��.�1� � þ �!+2� 0��.� ��&12�
&" �! 1.!� 12��� 12����1� )!&� (ACW) [30].

ù" �0&!�1 #�0 )2� � 1#��!2�1� �02.3 !�" +� þ�]�
�.!.�02! � �0�2.� .�) 2. #�)� ��. rk �.� 2 #" �)� #" zk �  �  � � � �0 2�

10�!� 2 #" �0!��!�3 �2.� .�) 2. σ k �.� ωk �1$�10�" ��� �.� ����� ü21�

�� ! *�0 �. �!�% #�0 2�� �! #12��� .�)�!�1� K�Q� &"
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�� 3&� 1#�2 ��1� � 2 # 1��.2 "  ����." 12.���� �2.� .�) 2.
#�)� ��. ri � ü$0� �.!.2�!��0� >��@ )2� 2. #�)� ��. �.! #1��� #� .��)� ��

/�.�*�.�1� )2.� �  ����. /��!$02.� .�) 2 �.����� ù#2) �1 /*�.�. 1��.��0�
)2� 2. ���2� rk 2&� /�.�!�2+� 2!)�&� 2 # � �2�� # /�.�)!3&1�" �0��1&1�

���� /�.2.!�11 �2.� .�) 2 �.���� �0!�11)20! .�) )�2� /�.2.!�11 �2.�  �
���0" /* �.!��02! � σ k �.� ωk � 	 $&: FHSVWUXP .� �.�!*�0� 2�"

/�.�#���10�" � # �! �.� *�2.� .�) 2� �02.���2)2�2. 2 # �.�.�� *
�.� ��� � �+�2." 2. #�)� ��.� ü21� /��02.� ��3.1� 12 #" )! #" 120��"
�+��" � # .�2�12 �$ *� 12 #" 3&� 1#�2 ��1� *" �.� �.2.12��� �2.�  � )! �
0#!0�." �+��"� �#�0�+" �.2.��� #�0 10 ��. 1#��!2�1� �02.3 !�" 2�"
� !3�"

H z
N z

A z z zacw
kk

p

( )
( )

( )
= =

− −
=

∑ 1

1 1
1

(23)

)� #

N z z zi
i k

p

k

p

( ) ( )= − −

= ≠=
∏∑ 1 1

11

(24)

� .!����2�" ��]� �� !0� �. �!.30� �.� &"

N z p b zk
k

p

( ) ( )= − −

=

−

∑1 1

1

1

(25)

ù� /0���*02.� )2� 2 1�]� 0��.� 0��$�12�" 3�1�" >��@� ü� ���&" 2 $&:
FHSWUXP 0��.� .�2�.2) �.� /��02.� .�) 2 c pacw( ) log0 = �.� 2� 1$�1�

c n c n c n nacw lp nn( ) ( ) ( )= − >για 0 (26)

)� #  � )! � c nnn( ) �� ! *� �. �!0� *� .�) ��. .�./! ���� 1$�1� � #

1#��0!��.����0� 2 #" 1#�20�012�" bk ��/� # 2*� # .�./! ���� 1$�1� )�&"

� 0��1&1� ���� ü����� �� .3 * 2. bk .��� 0�3!�� �2.� &" >��@

b
p k

p
a k pk k=

−
≤ ≤ −για 1 1 (27)

 #� � ��1�)" 2 # $&: VSHFWUXP 0��.� � �* .��)"� � )! " c nnn( )
.�2�12 �$0� 12�� 0�2���1� 2 # �.�.�� *� ù�2��02. .�) 2. &06 �.� 3)&06� �
��� / " 0��.� �! 1.!� 12��� 10 ��.�1� ��! "���.�1� ��1�� �2�� �!����
03.!�)�02.� �  !� �+��. 12����1� �21� +120 2 /���#1�. $.!.�2�!�12��+�
�0�0�+� �. .� 20�0�2.� .�) 2 #" )! #" 2 # c nacw( ) ��. Q � �&" S� þ

.�)/ 1� 2&� 1#12���2&� 2.#2 � ��1�"  ����2� 0��.�  �&1/�� 20
�.�*20!� .� $!�1�� � �0�2.� 2 $&: FHSVWUXP .�2� ��. 2�� .��� �0!��2&1�
2 # FHSVWUXP +� >��� ��@�
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4.7 �02.3��2!.!�1��� Cepstrum

þ �/�. 0�)" �02.3��2! # �SRVWILOWHU� 0�1�$�0� 12� >��@ ��. 2�� .��/0���
2�"  ����." )2.� 0��.� .�� �&���� �0 �)!#� � þ 3�� 1 3�. 2�" .���2#��"
0�)" �02.3��2! # �.1��02.� 12 �0� �)" )2�  �)!#� " �� !0� �. 0��.�
�0!�11)20! " .�0�2)" .�) 2�" .��!+���0" .�1��10�" )2.� �!�1�02.� 12�"
�0!� $�" 2&� 3&� 1#�2 ��1�+� �3.1�.2���" � !#3�"� �.� ���)20! .�0�2)"
)2.� �!�1�02.� 12�" 3.1�.2���" � ���/0"� 	 �02.3��2! �.����02.� .�) 2 
ù�]� �.� � 1#��!2�1� �02.3 !�" 2 # /��02.� .�) 2� 1$�1�

H z
A z

A z
opfl ( )

( / )

( / )
= < < ≤

β
α

β α 1 (28)

ü�� 2 ù�]� 0��.� 0��$�12�" 3�1�"� 2)20 2 H zpfl ( ) 0��.� 0��$�12�"

3�1�"� ü� ���&" 2 �02.3��2!.!�1��� FHSVWUXP �� # .�.3�!02.� 10
1#�2 ��. �.� &" 3)/ FHSVWUXP� >��@ 0��.� .�2�.2) �.� /��02.� .�) 2 cpfl ( )0 0=
�.� 2� 1$�1�

c n c n npfl lp
n n( ) ( )[ ]= − >α β για 0 (29)

	 3)/ FHSVWUXP 0��.� .��� ��. 12����1� � �0�.�1� 2 # FHSVWUXP +�
�.� 0��.� � �* 0*!&12 12�" 0��/!�10�" �.�.�� * �.� � !*� # >��@� ��&" �.�
12�" ���0" �0�)/ #" �0�.�1�" 2 # FHSVWUXP +�� /��./� 2�" �0�.�1�" �+��"
>��@� 2�" TXHIUHQ\ �0�.�1�" >��@ �.� 2�" .�2�12! 3�" �0�.�1�" /�.�#���10&�
>��@�  � FHSVWUDO 1#�20�012�" �0 2 #" ���!)20! #" /0��20" #� �.���� �2.��

�2�� �0!��2&1� � # . �� 2)20 c n c n c npfl lp
n

lp( ) ( ) ( )= − β � 
��!$0� /��./�

��." .3.�!02��)" )! " � # 0�#��!020� &" 0�2���1� �.�.�� * �.� � # 0��.�
�! 1.!� 12��)" 10 ��1� ��.�1� ��! "���.�1� � �2�� �!��� 03.!�)�02.�
 !� �+��. 12����1� �21� +120 2 /���#1�. $.!.�2�!�12��+� �0�0�+�
.� 20�0�2.� .�) 2 #" )! #" 2 # c npfl ( ) .�) Q � �&" S�

	 1$��. � �.! #1���0� 2�" .� �!�10�" ���2 #" 2&� +�]�� H zacw( ) �.�

H zpfl ( ) ��. ��. ��.�1� �.�.!�"  ����." �.� ��. 2 �/� ��.�1�  ����."

.�� �&��� .�) 2 &RQWLQHQW 0LG 9RLFH �&09� �.���� >��@� 	 &09 �.����
0��.� ��. 2#���) �&� �0!.2) �.���� � # 1#�.�2�2.� 12. 2��03&���� /��2#.�
�)�& 2�" 0��/!.1�" 2 # 3��2!.!�1�.2 " .�) 2 �.����� #��!$0� 1��.�2���
/�.3 !� 12 3�1�. 2 # ��ù�]�� )�&" .� �.�*�20� 2 1$��. ��.�� ù#2� �
/�.3 ! � ��1� .�.�*�02.� 1��.�2��� �0 2�� 0�1.�&�� 2&� H zacw( ) �.�

H zpfl ( ) � ��&" 3.��02.� �.� .�) 2. 1$��.2. ���� �.� ����� � /�.3 !� 12 

���2 " 2 # 3�1�.2 " ��. 2�" �0�)/ #" $&: �.� 3)/ �0�+�02.� &" �! " .#2)
2 # ��ù�]�� 	. $&: �.� 3)/ 3�1�.2. 0��.� �.!)� �. .3 * �.� 2. /* /�� #�
��3.1� 12�" � !#3�" 2&� 3&� 1#�2 ��1�+� � # 0��.� �� �!�1��0" ��. 2��
2.#2 � ��1�  ����2�� ü��1�" /0� #��!$0� 3.�0!� 3.1�.2��� ���1�� 12)1 
2 3)/ 3�1�. 0��.� 0#.�1��2 12�" �02.� ��" 2&� �.!.��2!&� . �.� ��
�0�&1� 2 # . �! �.�0� /�0*!#�1� 2 # 3&� 1#�2 ��1� *� 0�+  � �02.� ��"
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12 � 0��/! *� 12� 3.1�.2��� ���1�� �.�+" 2 � �0�+�02.�� � 3.1�.2���
���1� ���02.� �0!�11)20! 3.�0!��

�$��. �� ���2� /�.3)!&� 3.1��2&�  ����." .�� �&����" .�) 2 &09
�.���� ��.�.!�  ����. 1#�0$)�0�� �!.3��  ����. .�� �&���� .�)
2 �.���� 012������ �!.���� �.� ù�)�!�1� ���2 #" 2 # ��ù�]�� ���
ù�)�!�1� ���2 #" 2 # H zacw( ) ��� ù�)�!�1� ���2 #" 2 # H zpfl ( )

�. �� � ����

�$��. �� û��3 !. FHSVWUDO 3�1�.2.  ����." .�� �&����" .�) 2 &09 �.����
��.�.!�  ����. 1#�0$)�0�� �!.����  ����. .�� �&���� .�) 2 
�.���� 012������ �!.����� �.� FHSVWUXP +� Flp�Q� ��� $&: FHSVWUXP
cacw�Q�� ��� 3)/ FHSVWUXP Fpfl�Q� �. �� � ����

	 1$��. � /0�$�0� 2 #" .�2�12! 3 #" FHSVWUDO 1#�20�012�" 2&� c nlp ( ) ,

c nacw( ) �.� c npfl ( ) ��. ��. ��.�1� �.�.!�"  ����." �.� ��. 2 �/� ��.�1� 

 ����." .�� �&��� .�) 2 &09 �.���� >��@� 
��!$0� � �* ���)20! ��
2.�!�.1�. 12. c nacw( ) �.� c npfl ( ) 10 1*��!�1� �0 2 c nlp ( ) .
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4.8 Mel-warped Cepstrum

	 PHO�ZDUSHG FHSVWUXP /�.3�!0� .�) 2 FHSVWUXP +� 12 )2� 2 PHO�
ZDUSHG FHSVWUXP #� � ���02.� �0 2� $!�1� 2!��0�." 3��2!&� 12��  � �. 2 
1*� � 2&� 3��2!&� �$0� 2 �/� 0*! " �+��" &" �! " 2� PHO ����.�.
1#$� 2�2&��

þ .��!+���� .�2���%� 2&� 1#$� 2�2&� 2&� �$&� /0� .� � #�0�
�!.����� ����.�.� ù�2��02.� 0��.� �! 10���12��� �!.����� �0 � �.!������
1#$�)2�2. ���& .�) 2. ����+]� �#��0�!����. � �!�1��� �+�� 0��.� 12.�0!�
)2.� � � �.!������ 1#$�)2�2. 0��.� ��2& .�) 2. ����þ] �.� �!.����� &"
�! " 2� � �.!������ 1#$�)2�2. ��!. 2&� ����+]� þ �!�1��� �+��
.�.3�!02.� 0�2)" 2 # 0*! #" �+��" 12  � �  � #� �0��0����" .� �!�10�"�
)�&" � .� #12)2�2.� �.!.��� #� 12.�0!�" ��$!� 2 0*! " �+��" 2 #
� !*� # �. #�0!�0� 2 0*! " 2�" �!�1���" �+��"� þ ����.�. PHO  !��02.�
�.2� 2�2 � 2!)� +120 2. ����+] 12 $+! 2�" �!.�����" 1#$�)2�2." �.
0��.� ����PHOV� �� #�)� ��0" 2���" �.���� �2.� �0 2�� 2! � � ��1� 2�"
1#$�)2�2." 0�)" 2)� # �21� +120 � .��!+���. .�2����2� 1#$�)2�2. �. 0��.�
� ��1� � � /����1�. 2�" .�2����2�" 1#$�)2�2." 0�)" 1��0� # .�.3 !�" �0
��&12� 1#$�)2�2. PHO� 	 3�1�. 2�" ����.�." PHO �! 1 �R�+�02.� �0 2�
$!�1� 2!��0�." 3��2!&�  � �)� !3. �.2.�0�����&� 12�� ����.�. PHO�
)� # � 0��!�0�. 0�)/ # .�) ���0 �+�� 3��2! # �! 10����0� 2 
2! � � ����� 3�1�.� ü�� 1#�� ��1 #�0 2�� 0��!�0�. 0�)/ # 2 # ��12 *

3��2! # �0
~
Sk � 2 PHO�ZDUSHG FHSVWUXP c nmel( ) �.����02.� .�) 2 �

 ��1����� /�.�!�2) �02.1$��.2�1�) 1#����2)� # �'&7� 2 # 3�1�.2 " 2�"
����.�." PHO�

c n S n k
Kmel k

k

K

( ) log(
~

) cos( ( . ) )= −
=

∑ 05
1

π
(30)

4.9 ù��0" ü*!&120" Cepstral 	0$����"

	. 20�0#2.�. $!)��. �$ #� �! 2.�0� ��� / � )�&" 2. ���!)3&�.
.�*!&1�" � !*� #�  � �! 0�0�0!�.12�" �.2.12 ��" � !*� # �.� �
01&20!��� 2! � � ��1� 2&� .�� !���&� 0�0�0!�.1�." +120 !�2� �.
.�2�12.���� #� 2�� .�� �&1� 2 # 1��.2 " �.� �. �0�+� #� 2 �)!#� 12��
.� #12��� �0!� $��

þ �.2.12 �� 2 # � !*� # >��@ �0 2� $!�1� 3.1�.2���"
�.� ��� � ��1�" .�./0���*0� 2�� .� #12��� � �)2�2. 2�"  ����."� 12)1 �
1����. �0�2�+�0� 2�� .�)/ 1� 0�)" 1#12��.2 " .�.��+!�1�"� 	 $50$
� �2�� � # $!�1�� � �0�2.� ��. 2�� 0*!&12� 0�2���1� 2 # �!.���� *
�! ����2� �.����0� #�)%� 2�� 0��/!.1� .1#1$�2�12 # �! 1�02�� *
� !*� # �.� �! 1��20� ��/0���� 12 � �2�� 2�" 3&��2���"  / *� ��&" /0�
0��.� #� � ��1�� ��.2� � #� � ��12��� � �#�� �)2�2. 2 # 0��.� �0���� �.� �
�*1� /0� 0��.� 0��#���� )2� 1#�����0� 12  ���) 0��$�12 2�" �1$#!� ��
�!.�����" 1#��!2�1�" �)12 #"�

þ 20$���� 1$02�� * 3�1�.2 " �5$67$� >��@ ��0 �0�20� 0�.�2�." 2 #
�0� �)2 " )2�  !#��)" �02.� ��" 2&� �� ��&11��+� )!&� 12��  ����.
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1#$�� �!�1�02.� 0�2)" 2 # 2#��� * !#�� * �02.� ��" 2 # 1$��.2 " 2�"
3&��2���"  / *� ü� ���&"� �.2.12��0� 2 #" 3.1�.2�� *" )! #" � #
�02.���� �2.� �0!�11)20! .!�� � �0!�11)20! �!�� !. .�) 2 � 2#���)
!#��) �02.� ��" 2�"  ����."� þ 5$67$ �! 1����1� �� !0� �. 1#�/#.120�
�0 2�� ��� / 2�" ù�1��2�" +!.�����" �!)��0%�" ��. �. /+1 #� 2�
1#��!2�1� �02.3 !�" +� +�]� >��@� 	 3�1�. 2�" �!�1���" �+��" 2�"  ����."
�!�1�02.� .�!��+" )�&" 12� ��� / ù�1��2�" +!.�����" �!)��0%�"� ��
2! $��" 12 $!)� 2&� 3.1�.2��+� )!&� 3��2!�! �2.� +120 �. �.2.12.� *�
 � �� ��&11�� � )! � 12 3�1�.� 	 3��2!.!�1��� 3�1�. �! 10����02.� .�)
��. .#2 �.���/! *�0� � �2�� � ü$0� /0�$�0� )2� 2 /��2. FHSVWUXP� 2  � � 
0��1�" .�2.�.��� 2�" 3.1�.2���" �02.� ��"� 0��.� ��. 0�/��� �0!��2&1� 2�"
5$67$ 0�0�0!�.1�." >��@� ü��1�"� .�2��02. .�) 2�� .3.�!01� 2�" FHSVWUDO
��1�" 2���" �  � �. .� �.�!*�0� 2� 1#�0$� 1#��12+1. 2 # � �.!����� *
3�1�.2 "� � 0�0�0!�.1�. 5$67$ 0��/!� 12 3�1�. 2�"  ����." �0 ��. �� 
1*��02 2!)� �.� /��0� ��3.1� 12�" 3.1�.2���" �02.��10�"� þ $!�1� 2�"
0�0�0!�.1�." 5$67$ �0�2�+�0� 2�� .�)/ 1� 2�" .�.��+!�1�"  ����." 10 ��
2.�!�.12�" 1#����0" >��@�

ü�.��.�2���� � 0�0�0!�.1�. 5$67$ �� !0� �. 03.!� 120� �.20#�0�.�
12 #" FHSVWUDO 1#�20�012�" 2�" 1#��!2�1�" �02.3 !�" +� � # #� � ���02.�
�0 2� 1#��.2��� ��� / .#2 1#1$�2�1�"� ü�. �&� �0!.2) 3��2! 2�"
� !3�" >��@

B z
a a z a z a z

b z z
( )

( )
=

+ + +
−

− − −

− −
0 1

1
3

3
4

4

1
1 41

(31)

03.!�)�02.� 12 #" FHSVWUDO 1#�20�012�"� ù#2) 2 �&� �0!.2) 3��2! �
1#�/#.�)�0� �0 %3/ 3��2!�!�1�.� �$0� /0�$�0� )2� �0�2�+�0� 2�� .�)/ 1�
.�.��+!�1�"  ����2� ��2& .�) �� 2.�!�.12�" 1#����0" >��@�

�2�" >�� ��� ��@ �� ! *� �. �!0� *� �.� ���0" 20$����" � # 0��$0�! *�
2�� 01&20!��� 2! � � ��1� 2&� .�� !���&� ��. �. �! 1.!�)1 #� 2 
� �2�� 2 #" .�) ��. �0!����� � $&!�" �)!#� 12�" .����0" 0�)"
�0!����� �2 " �0 �)!#� �
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5. ûÿ��,�þ �ù�ù���-�þ� �ü 	þ ��þ�þ
AFFINE �ü	ù��þ�ù	ÿ���

�2.� 2 1��.  ����." �.!.� !3+�02.� .�) 2 �.���� �02�/ 1�" �
.�� �+�02.� .�) 2 �)!#� � .� /0���*02.� )2� 2. FHSVWUDO /�.�*1�.2.
�0!�12!�3 �2.�� �02.3�! �2.� �.��� .���� #� ����.�.� ù#2) 3.��02.� 12 
1$��. ��

�$��. �� þ .��.�� ����.�."� � �0!�12! 3� �.� � �02.3 !� 2&� FHSVWUDO
/�.�#1��2&� �)�& 2&� 0��/!�10&� 2 # � !*� # �.� 2 # �.�.�� *�
�.� þ �.2.� �� 12 $+! 2&� �.�.!+� FHSVWUDO /�.�#1��2&� ��� þ
�.2.� �� 12 $+! 2&� FHSVWUDO /�.�#1��2&� 2�"  ����." �0
�)!#� �.�� � �.!.�)!3&1��

ü$0� �!0�0� )2� 12�� �!���� � .3.�!01� 2�" FHSVWUDO ��1�" 2���"� �
FHSVWUDO �0�.�1� �.�  � ���0" 20$����" � # .�.�*1.�0 12 �! �� *�0� 
�03��.� �! 13�! #� 0#!&12�. 12. 1#12��.2. .�.��+!�1�"  ����2��
�#��0�!����.� 0�� �0&!�1 #�0 2�� 03.!� �� 2�" &06 ��. 2��
�.� ��� � ��1� 2 # �.�.�� * �.� 2�" FHSVWUDO �0�.�1�" ��. 2� �0�&1� 2�"
0��/!.1�" 2 # � !*� #� 2)20  � /� !�&��� � FHSVWUDO 1#�20�012�" �ci

�� ! *� �. .�.�.!.12.� *� &"

�c w c c1 1 1 1= ′ − * (32)

)� # 2. ′ci 0��.�  � FHSVWUDO 1#�20�012�" 2�" �.�.!�"  ����."� þ �0���0#1� 2�"

0��1&1�" ���� .� 20�0� ��. 1#1$02�1��� �DIILQH� �02.1$��.2�1�) � #
/��02.� .�) 2� 1$�1�

′ = +c Ac b (33)

)� # F¶ 0��.� 2 FHSVWUXP 2�" #� �.���1����"  ����." �.� F 0��.� 2 FHSVWUXP
2�" .!$���" �.�.!�"  ����."� �2.�  ���.�." ù 0��.� /�.�+�� " �.� 2 
/���#1�. E ��/0���)� � 1$�1� ���� .� 20�0� ��. �02.1$��.2�1�)  � �)2�2."�

þ �/�. 2�" $!�1�" 0�)" DIILQH �02.1$��.2�1� * ��. 2� /�)!�&1� 2&�
�.!.� !3+10&� 2&� FHSVWUDO 1#�20�012+� � #  30�� �2.� 12�" 0��/!�10�"
2 # �.�.�� * �.� 2 # � !*� # �! 20��02.� 12�� >��@� þ �.1��� �/�. 0��.� )2�  �
1#�20�012�" 2 # �! ����2� #3�12.�2.� 1#1$02�1��� �DIILQH�
�02.1$��.2�1�)� )2.� 2 1��.  ����." .�� �+�02.� .�) �0!��.�� �2 � ����"
.��.��"� ù� 2��01�. 2 # �02.1$��.2�1� * .#2 * 0��.�  1#1$02�1��� "
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�DIILQH� �02.1$��.2�1�)" 2&� FHSVWUDO 1#�20�012+�� �� �02.1$��.2�1� �
0�.!2+�2.� .�) 2�" 3.1�.2���" �/�)2�20" 2&� �$&�� ü21� ��. 3.1�.2���
�.!)� � 1*� � FHSVWUDO /�.�#1��2&� #3�12.2.� 2 � �/� �02.1$��.2�1�)�

�2� 1#��$0�. �.! #1��� #�0 10 1#�2 ��. 2�� .���#1� 2�" �0�)/ #
�.� 0�02�� #�0 2�" 0��/!�10�" 2 # �! 1�02�� * � !*� # �.� 2 # �!.���� *
�.�.�� * �0$&!�12�� +�. 2�� .���#1� $!�1�� � � *�0 2� �*1� 2&�
1#�20�012+� 2 # �! ����2� � # �! �*�20� .�) 2�� 03.!� �� 2�" �0�)/ #

2�" .#2 1#1$�2�1�" �.� /��02.� .�) 2� 1$�1� a R rS S= −1 .

5.1 �! 1�02��)" �)!#� "

� 2#$.� " �)!#� " � # �! �!$02.� .�) 2 #�)�.�! �.�  �
/�.�#���10�" 2 # �.�.�� * �02�/ 1�" #� ��2 #�0 �0���� )2� .��� #� 12��
�.2�� !�. 2 # �! 1�02�� * �0#� * � !*� # �$:1�� ü21� � �.!.2�!�1� 2 #
.!$�� * 1��.2 "  ����." � # �$0� .�� �&�0� .�) 2 �)!#� /��02.� .�) 2�
1$�1�

′ = +s n s n q n( ) ( ) ( ) (34)

� �)!#� " T�Q� 0��.� 2�2 � " +120

E q n[ ( )] = 0 �.� E q n[ ( )]2 2= σ (35)

ù� /0���*02.� >��@ )2�  � 1#�20�012�" 2 # �! ����2� 2�"  ����." � # �$0�
.�� �&�0� .�) �)!#� � 1*�3&�. �0 2�� 0��1&1� ���� 0��.�

a R r R I r R I R aS S S S S S' ( ) ( )' '= = + = +− − −1 2 1 2 1σ σ (36)

�#��!�� �2." �0 2�� 0��1&1� ���� 1#��0!.�� #�0 )2� � �!)1�01� 2 #
�0#� * � !*� # 12��  ����. 0��.� �1 /*�.�� �0 2 �!.����) �02.1$��.2�1�)
2&� 1#�20�012+� 2 # �! ����2�� � �!.����)" �02.1$��.2�1�)" 0�.!2�2.�
.�) 2�� .#2 1#1$�2�1� 2�"  ����."� ü� ���&" 10 ��. 3.1�.2��) � �2�� �
)� �  � 3.1�.2��� �.!)� � � �! ����20" .�2�12 �$ *� 10 ��. �.!)� � 
�!.����) �02.1$��.2�1�)�

	 0�)�0� ���. 0��.� � 69' .���#1� 2 # �02.1$��.2�1� * 2�"
0��1&1�" ����� þ .���#1� .#2� �." 0��2!��0� �. 0��.�*� #�0 �.� �.
�.2.��� #�0 �.�*20!. 2�� .����0��/!.1� 2 # � !*� # �.� 2&�
1#�20�012+� 2 # �! ����2�� ù" #� ��1 #�0 )2�  7RHSOLW] ���.�."
.#2 1#1$�2�1�" 2 # .!$�� * 1��.2 "  ����." RS .�.�*02.� �0 69' 12�

� !3�

R U US = Λ Τ (37)

)� # 8 0��.� ��." � �./�.� " ���.�." �.� � 0��.� ��." /�.�+�� " ���.�." 2 #
 � � # 2. /�.�+��. 12 �$0�. 0��.�  � �/� 2���" 2 # ���.�. RS � ù� /0��*02.�

>��@ 2)20 )2� � 0��1&1� ���� �!�302.� 12� � !3�
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+

+
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−Λ Λ Λσ σ

λ
λ σ

λ
λ σ

λ
λ σ

2 1 2

1
2

1
2 2

2
2

2
2 2

2

2 2

38

�

ù�) 2�� 0��1&1� .#2� /�.��12+� #�0 )2� � �)!�. 2&� 1#�20�012+�
2 # �! ����2� �0�+�02.� )2.� �  ����. /�.2.!�1102.� .�) �0#�) �)!#� �
�#�0�+" )2.� �  ����. .�� �+�02.� .�) �! 1�02��) �0#�) �)!#� � 2 
/���#1�. 1#�20�012+� 2 # �! ����2� /�.2�!0� 2 �0���) 2 #
�! 1.�.2 ��1�) .��� #3�12.2.� 1#!!���&1� � # 2 �02.���0� ���1��120!.
12�� .!$� 2&� .�)�&��

5.2 +!.����) �.����

�2.� ��. .� � #��. /0����2&� 6�Q� /��!$02.� .�) ��. 1#��0!.12��)
�.���� �0 �! #12��� .�)�!�1� S�Q�� 2 1��. � # �.����02.� 12�� �� / 2 #
�.�.�� * 0��.�  1#��0!.1�)"

s n p n s n' ( ) ( ) ( )= ⊗ (39)

ù� 2 3�1�. �1$* " 2&� 1���2&� V�Q� �.� V¶�Q� 1#�� ���02.� �0 SS( )ω �.�

SS' ( )ω .�2�12 �$.� 2)20 �1$*0�

S P SS S' ( ) | ( )| ( )ω ω ω= 2 (40)

�02.2!�� �2." 2�� �! �� *�0�� 0��1&1� 12 �0/� 2 # $!)� # �$ #�0

r k p n p n r k r k r kS S p S' ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )= ⊗ − ⊗ = ⊗ (41)

)� # r kS( ) �.� r kS' ( ) 0��.� � .#2 1#1$�2�1� 2 # 1��.2 " 0�1)/ # �.� 2 #

1��.2 " 0�)/ #� .�2�12 �$. �.� ⊗  1#��0!.12��)" 20�012�"� �0 2� $!�1�

.#2+� 2&� 1$�10&�� .� /0���*02.� )2�  � 1#�20�012�" 2 # �! ����2� 2 #
1��.2 " 0�)/ # V¶�Q� /�� �2. >��@ .�) 2� 1$�1�

a AaS' = (42)

ü� ���&"  � 1#�20�012�" 2 # �! ����2� 2 # 1��.2 "  ����." � #
3��2!�!02.� .�) ��. 1#��0!.12��) �.���� �.���� �2.� .�) ��. �!.����)
�02.1$��.2�1�) 2&� 1#�20�012+� 2 # �! ����2� 2 # 1��.2 "  ����."
0�1)/ #� �.!.2�! *�0 )2� /0� �! �*�20� �.���. �02.3 !� 2&� 1#�20�012+�
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2 # �! ����2�� 	�� " 1��0�+� #�0 )2�  �02.1$��.2�1�)" 12�� 0��1&1�
���� 0�.!2�2.� .�) 2��  ����.� �.�+"  � 0�2���10�" 2&� �����&�
.#2 1#1$�2�1�" #� ��2 #� 12.2��)2�2.�

5.3 ü�/ �.�.���� �.!0�� ��

þ 0�/ �.�.���� �.!0�� �� � #  30��02.� 10 ��. /0*20!  ����2�
�� !0� 0��1�" �. 0!���0#�0� &" ��." 1#1$02�1��� " �02.1$��.2�1�)"� �2��
�0!��2&1� .#2� 2�" �.!0�� ��" 0�)" ��� #  ����2� � # ���� 12 �/� 
�.����� 2 �.!.2�! *�0� 1��. sT 0��.�

s s sT = +1 2 (43)

)� # s s1 2, 2. /* 1��.2.  ����."� �.2� 1#���0�.

R R R Rs s s s sT
= + +

1 1 2 2
2 (44)

�.�

r r r rs s s s sT
= + +

1 1 2 2
2 (45)

ü� ���&"  � 1#�20�012�" �!.�����" �!)��0%�" ��. 2 1��. sT 0��.�

a R r

R R R R R r r r

Aa b

s s

s s s s s s s s s s

T T

T T

=
= + + + +
= +

−

− −

1

1 1

1

2 2
1 2 2 1 1 1 2 2

( ) ( ) (46)

)� #

A R R R Rs s s s s= + + −( )
1 1 2 2 1

2 1 (47)

�.�

b R R R R r rs s s s s s s s= + + +−( ) ( )
1 1 2 2 1 1 2 2

2 21 (48)

����� � 0�/ �.�.���� �.!0�� ��  /��0� 10 1#1$02�1��� �02.1$��.2�1�)
2&� 1#�20�012+� 2 # �! ����2��

	. �.!.���& .� 20��1�.2. /0�$� #� )2�  � �� 2.�!�.12�" 1#����0"
� #  30�� �2.� 10 .�� �&1� .�) �! 1�02��) �)!#� � 10 /���0#1� .�)
�!.����) �.���� �.� 10 0�/ �.�.���� �.!0�� �� 0��.� 2 �.���. 0�20 ��."
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