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PerÐlhyh Parousi�zoume mÐa mèjodo gia to prìblhma tou upologi-
smoÔ tou qwrÐou, mèsa sto opoÐo mporeÐ na kinhjeÐ èna shmeÐo elègqou
ètsi ¸ste h antÐstoiqh epÐpedh parametrik  kampÔlh na diathreÐ to prìsh-
mo thc kampulìthtac se èna parametrikì di�sthma. Aut  h prosèggish
perikleÐei ìlec tic anaparast�seic kampul¸n oi opoÐec uiojetoÔn to mo-
ntèlo twn shmeÐwn elègqou (control-point paradigm).
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1 Eisagwg 

H an�lush kai diaqeÐrhsh thc morf c apoteleÐ basik  apaÐthsh poll¸n, an ìqi twn
perissìterwn, efarmog¸n se perioqèc ìpwc h gewmetrik  montelopoÐhsh   h yhfi-
ak  tupografÐa. H an�lush qarakthristik¸n thc morf c (brìqoi (loops), akmèc
(cusps), shmeÐa kamp c (inflection points) melet�tai se èna pl joc ergasi¸n,
p.q. [5], [4]. 'Ena diaforetikì pl joc ergasi¸n, oi opoÐec eÐnai qr simec ektìc apì
thn an�lush kai sthn dhmiourgÐa   tropopoÐhsh kampul¸n, meletoÔn thn ex�rthsh
thc morf c apì mÐa eleÔjerh metablht  thc kampÔlhc, p.q. èna shmeÐo elègqou
mÐac Bézier. Oi perissìterec apì autèc sundèontai me mia sugkekrimènh kl�sh
kampul¸n, p.q., poluwnumikèc, rhtèc poluwnumikèc [6], g-kampÔlec (C-curves)
[11], k.a., kai me sugkekrimèna mèlh aut¸n twn kl�sewn ìpwc kubikèc [2], [10] kai
rhtèc kubikèc [9]. Sthn [8] qrhsimopoieÐtai mÐa kajar� gewmetrik  prosèggish, h
opoÐa mporeÐ na efarmosteÐ se rhtèc kampÔlec opoioud pote bajmoÔ.

Sthn paroÔsa ergasÐa melet�me to prìblhma tou upologismoÔ tou gewmetrikoÔ
tìpou enìc shmeÐou elègqou ètsi ¸ste h antÐstoiqh epÐpedh kampÔlh na eÐnai
kanonik  kai na èqei stajerì prìshmo kampulìthtac se èna upodi�sthma tou
parametrikoÔ pedÐou orismoÔ thc. H prosèggish h opoÐa akoloujeÐtai perilamb�nei
ìlec tic kampÔlec twn opoÐwn h parametrik  anapar�stash uiojeteÐ to montèlo
twn shmeÐwn elègqou, dhlad  kampÔlec, ac tic sumbolÐzoume me c(t), oi opoÐec
orÐzontai wc

c(t) =
∑

ρ∈J

dρNρ(t), (1)
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ìpou dρ eÐnai ta legìmena shmeÐa elègqou kai {Nρ(t)}ρ∈J eÐnai èna kat�llhlo
sÔnolo sunart sewn, orismènec sto kleistì [a, b], en¸ to J dhl¸nei èna pepera-
smèno sÔnolo deikt¸n ρ. E�n, gia par�deigma, jewr soume wc sÔnolo sunart -
sewn ta polu¸numa Bernstein bajmoÔ n, dhlad  Nρ(t) =

(
n
ρ

)
tρ(1 − t)n−ρ, me

t ∈ [0, 1], ρ ∈ J = {0, .., n}, lamb�noume tic kampÔlec Bézier bajmoÔ n. Ta
shmeÐa elègqou èqoun gewmetrik  shmasÐa gia thn antÐstoiqh kampÔlh Bézier,
diìti kat� k�poio trìpo h morf  thc kampÔlhc akoloujeÐ thn morf  thc polu-
gwnik c gramm c h opoÐa en¸nei ta shmeÐa elègqou. 'Allec diadedomènec kl�seic
kampul¸n oi opoÐec uiojetoÔn to montèlo twn shmeÐwn elègqou eÐnai oi kampÔlec
B-splines, NURBS, k.a. To genikì plaÐsio to opoÐo jètei h (1) uiojeteÐtai kai
sthn [3] gia thn anÐqneush qarakthristik¸n thc morf c kampul¸n.

To upìloipo thc paroÔsac ergasÐac domeÐtai se tèsseric paragr�fouc. H
Par�grafoc 2 parèqei prokatarktikoÔc orismoÔc kai apotelèsmata ta opoÐa mac
epitrèpoun na diatup¸soume to arqikì prìblhma wc prìblhma eÔreshc thc to-
m c mÐac monoparametrik c oikogèneiac hmiepipèdwn. Oi Par�grafoi 3 kai 4 è-
qoun proparaskeuastikì qarakt ra: sthn §3 ereunoÔme tic topikèc idiìthtec thc
perib�llousac mÐac genik c monoparametrik c oikogèneiac epÐpedwn eujei¸n, kai
sth sunèqeia, qrhsimopoi¸ntac ta paragìmena apotelèsmata, sunjètoume mÐa mè-
jodo eÔreshc thc tom c mÐac genik c monoparametrik c oikogèneiac hmiepipèdwn
(§4). Sthn Par�grafo 5 efarmìzoume ta apotelèsmata thc §4 gia thn sugke-
krimènh oikogèneia hmiepipèdwn pou emfanÐsthke sthn §2 kai parousi�zoume thn
anaptuqjeÐsa mejodologÐa gia mÐa kampÔlh B-spline pèmptou bajmoÔ.

KleÐnontac aut n thn par�grafo, parajètoume k�poiouc orismoÔc oi opoÐoi
eÐnai qr simoi gia ta epìmena.

KaloÔme mÐa kampÔlh γ kanonik  (regular) kai k forèc diaforÐsimh e�n epidè-
qetai mia kanonik  kai k forèc diaforÐsimh paramètrish, me parametrikèc exis¸seic
x = f1(t), y = f2(t), ìpou f1 kai f2 eÐnai dÔo k forèc diaforÐsimec sunart seic
oi opoÐec ikanopoioÔn thn sunj kh (ḟ1)2 + (ḟ2)2 6= 0, ìpou h teleÐa dhl¸nei
parag¸gish wc proc t. Gi� k = 1, h kampÔlh lègetai leÐa (smooth).

H kampulìthta (curvature) mÐac kanonik c kampÔlhc γ dÐnetai apì thn sqèsh

k(t) =
ḟ1(t)f̈2(t)− f̈1(t)ḟ2(t)

(ḟ1
2
(t) + ḟ2

2
(t))3/2

.

'Estw γ mÐa kampÔlh, kai P èna shmeÐo thc. To P kaleÐtai kanonikì shmeÐo
(ordinary point) e�n h kampÔlh epidèqetai mÐa leÐa paramètrish sthn geitoni� tou.
E�n den up�rqei tètoia paramètrish, tìte to shmeÐo lègetai idi�zon (singular point).

H perib�llousa (envelope   discriminant) miac oikogèneiac epÐpedwn ka-
mpul¸n eÐnai mia kanonik  kampÔlh h opoÐa eÐnai pantoÔ efaptìmenh se èna mèloc
thc oikogèneiac qwrÐc na eÐnai h Ðdia mèloc thc.

2 DiatÔpwsh tou Probl matoc kai Prokatarktik�
Apotelèsmata

'Estw ìti mÐa oikogèneia epÐpedwn parametrik¸n kampul¸n dÐnetai apì thn sqèsh

F (d; t) = d ·N(t) + s(t), (2)



h opoÐa antistoiqÐzei se k�je d ∈ IR2 mÐa epÐpedh kampÔlh me par�metro t, ìpou
N : I → IR kai s : I → IR2 dÔo epark¸c diaforÐsimec sunart seic kai I ⊂ IR
di�sthma. To prìblhma to opoÐo ja melet soume eÐnai poi� mèlh thc F (d; t) eÐnai
kanonikèc kampÔlec stajeroÔ pros mou kampulìthtac. To Ðdio prìblhma mporeÐ
na diatupwjeÐ ¸c ex c: Poiìc eÐnai o gewmetrikìc tìpoc tou shmeÐou d ètsi ¸ste h
kampÔlh d ·N(t)+s(t) na eÐnai kanonik  kai na èqei stajerì prìshmo kampulìth-
tac. Oikogèneiec epÐpedwn kampul¸n ìpwc h parap�nw mporoÔn na prokÔyoun
apì kampÔlec twn opoÐwn h parametrik  anapar�stash uiojeteÐ to montèlo twn
shmeÐwn elègqou (1), diathr¸ntac ìla ta shmeÐa elègqou stajer� ektìc apì èna,
èstw d, to opoÐo ja kaloÔme eleÔjero shmeÐo elègqou. ArqÐzoume me ènan orismì.

Orismìc 1. To qwrÐo jetik c (  arnhtik c) kampulìthtac Dk+(t0) (  Dk−(t0))
mÐac oikogèneiac epÐpedwn parametrik¸n kampul¸n F (d; t), wc proc èna t0 ∈ I,
apoteleÐtai apì ìlec tic pijanèc jèseic tou d gia tic opoÐec to F (d; t0) eÐnai èna
kanonikì shmeÐo jetik c (  arnhtik c) kampulìthtac.

'Estw d = (x, y), F = (F1, F2) kai s = (s1, s2). UpenjumÐzoume ìti to prìshmo
thc kampulìthtac se èna shmeÐo gia to opoÐo isqÔei Ḟ 6= 0 tautÐzetai me autì thc

ht(x, y) = Ḟ1F̈2 − F̈1Ḟ2, (3)

ìpou h teleÐa dhl¸nei parag¸gish wc proc t. Jètontac

A(t) =
∣∣∣∣
Ṅ(t) N̈(t)
ṡ2(t) s̈2(t)

∣∣∣∣ , B(t) =
∣∣∣∣
ṡ1(t) s̈1(t)
Ṅ(t) N̈(t)

∣∣∣∣ , C(t) =
∣∣∣∣
ṡ1(t) s̈1(t)
ṡ2(t) s̈2(t)

∣∣∣∣ , (4)

h sqèsh (3) mporeÐ na grafeÐ ¸c ex c

ht(x, y) = A(t)x + B(t)y + C(t). (5)

Prìtash 1. 'Estw t0 ∈ I tètoio ¸ste (A(t0), B(t0)) 6= 0. Tìte to qwrÐo
jetik c kampulìthtac Dk+(t0) kai to qwrÐo arnhtik c kampulìthtac Dk−(t0)
wc proc to t0 eÐnai ta dÔo anoiqt� hmiepÐpeda ta opoÐa orÐzontai apì thn eujeÐa
` : A(t0)x + B(t0)y + C(t0) = 0.

Apìdeixh. ParagwgÐzontac thn (2) ¸c proc t èqoume ìti

Ḟ (d; t) = d · Ṅ(t) + ṡ(t). (6)

DiakrÐnoume dÔo peript¸seic. E�n Ṅ(t0) = 0, tote Ḟ (d; t0) = (ṡ1(t0), ṡ2(t0)) 6= 0
gia k�je d, afoÔ (A(t0), B(t0)) 6= 0. Epomènwc o tÔpoc (5) kajorÐzei to prìshmo
thc kampulìthtac gia k�je d. 'Estw t¸ra ìti Ṅ(t0) 6= 0. Tìte Ḟ (d; t0) 6= 0
gia k�je d ∈ IR2\{d∗}, d∗ = −ṡ(t0)/Ṅ(t0) ∈ `, ìpwc eÔkola prokÔptei apì tic
sqèseic (3) kai (6). Autì shmaÐnei ìti kai se aut  thn perÐptwsh o tÔpoc (5)
kajorÐzei to prìshmo thc kampulìthtac gia k�je d diaforetikì tou d∗. IdiaÐtera
gia to d∗ èqoume ìti Ḟ (d∗; t0) = 0 kai F̈ (d∗; t0) = (1/Ṅ)(−B(t0), A(t0)) 6= 0
kai �ra apì èna basikì apotèlesma qarakthrismoÔ idiazìntwn shmeÐwn ([7], kef.
VIII, §3) sumperaÐnoume ìti to F (d∗; t0) eÐnai akm  (cusp). Sunep¸c kai stic dÔo
peript¸seic to zhtoÔmeno èpetai.



Parat rhsh 1. E�n se antÐjesh me thn upìjesh thc Prìtashc 1, (A(t0), B(t0))
= 0, tìte mporeÐ na deiqjeÐ ìti:

(i) An Ṅ(t0) 6= 0 tìte to Dκ+(t0) eÐnai eÐte kenì, eÐte perièqei akrib¸c èna
stoiqeÐo.

(ii) An Ṅ(t0) = 0 kai ṡ(t0) 6= 0 tìte Dκ+(t0) = ∅   Dκ+(t0) = IR2.
(iii) An Ṅ(t0) = 0 kai ṡ(t0) = 0, tìte gia na broÔme to Dκ+(t0), ja prèpei na

upologÐsoume parag ģouc an¸terhc t�xhc aut¸n twn posot twn.

An�loga apotelèsmata isqÔoun gia to Dκ−(t0).

QwrÐc bl�bh thc genikìthtac, melet�me to prìblhma thc eÔreshc tou qwrÐou
ètsi ¸ste to prìshmo thc kampulìthtac na diathreÐtai jetikì se èna di�sthma
I. EpekteÐnontac ton Orismì 1 sumbolÐzoume me Dk+(I) to qwrÐo jetik c ka-
mpulìthtac miac oikogèneiac epÐpedwn kampul¸n F (d; t), t ∈ I, dhlad  to sÔnolo
ìlwn twn dunat¸n jèsewn enìc shmeÐou d gia to opoÐo h kampÔlh F (d; t) èqei
jetik  kampulìthta sto I. JewroÔme mia oikogèneia kampul¸n ìpwc h (2). Tìte
mporoÔme na grayoume thn sqèsh:

Dκ+(I) = ∩
t∈I

Dκ+(t) = K ∩ L, (7)

ìpou
K = ∩

t∈I
(A,B)6=0

Dκ+(t), L = ∩
t∈I

(A,B)=0

Dκ+(t)

kai A,B eÐnai oi sunart seic oi opoÐec dÐnontai sthn sqèsh (4). Apì thn Prìtash 1
èqoume ìti

K = {(x, y) ∈ IR2 : A(t)x + B(t)y + C(t) > 0, t ∈ I, (A(t), B(t)) 6= 0} (8)

kai �ra to K eÐnai kurtì, wc tom  mÐac monoparametrik c oikogèneiac hmiepipèdwn.
Gia na broÔme mia pl rh anapar�stash tou Dk+(I) ja prospaj soume na ekfr�-
soume to sÔnolo K wc tom  kurt¸n sunìlwn, perissìtero polÔplokwn apì ta
hmiepÐpeda, to pl joc, ìmwc, twn opoÐwn ja eÐnai peperasmèno. Shmei¸noume ìti to
sÔnolo L, mporeÐ na upologisteÐ, sun jwc eÔkola, sÔmfwna me thn Parat rhsh
1.

3 Melèth thc Perib�llousac miac Monoparametrik c
Oikogèneiac Eujei¸n

'Opwc anafèrjhke sto tèloc thc prohgoÔmenhc paragr�fou anazhtoÔme mia dia-
foretik , eukolìtera upologÐsimh, anapar�stash thc tom c miac suneqoÔc mono-
parametrik c oikogèneiac hmiepipèdwn. Se aut n kai thn epìmenh par�grafo jew-
roÔme autì to prìblhma se èna genikìtero plaÐsio. 'Estw C = {x ∈ IR2 : a·x+p >
0, t ∈ I}, ìpou a = (a1, a2) : I → IR2 kai p : I → IR. 'Opwc ja diafaneÐ sthn
§4, to C qarakthrÐzetai pl rwc apì thn perib�llousa thc antÐstoiqhc monopara-
metrik c oikogèneiac eujei¸n,

a(t) · x + p(t) = 0, (9)



oi topikèc idiìthtec thc opoÐac meletoÔntai sthn paroÔsa par�grafo. EÐnai gnw-
stì ([1], kef. 5, §5.3) ìti h perib�llousa thc (9) dÐnetai lÔnontac to sÔsthma:

a · x + p = 0, ȧ · x + ṗ = 0. (10)

SumbolÐzoume thn lÔsh tou (10) me e = (e1, e2). MporeÐ eÔkola na deiqjeÐ ìti
oi eujeÐec thc oikogèneiac (9) eÐnai efaptìmenec sthn perib�llousa e. Epiplèon,
jètoume tic posìthtec

δ(t) =
∣∣∣∣
a1 ȧ1

a2 ȧ2

∣∣∣∣ , ω(t) =

∣∣∣∣∣∣

a1 ȧ1 ä1

a2 ȧ2 ä2

p ṗ p̈

∣∣∣∣∣∣
. (11)

oi opoÐec ja qrhsimopoihjoÔn gia thn posotikopoÐhsh thc topik c sumperifor�c
thc e.

L mma 1. E�n δω 6= 0 tìte h perib�llousa e eÐnai kanonik  kampÔlh kai h
kampulìthta thc κ dÐnetai apì thn sqèsh κ = δ3/(|ω|‖a‖3).
Apìdeixh. MporoÔme eÔkola na elègxoume ìti h par�gwgoc thc e dÐnetai apì thn
sqèsh

ė =
ω

δ2
(a2,−a1). (12)

Epeid  δω 6= 0, h e eÐnai kanonik . T¸ra upologÐzoume thn kampulìthta thc e,
κ = (ė1ë2− ë1ė2)/‖ė‖3. Gia ton arijmht  èqoume ìti ė1ë2− ë1ė2 = (ω/δ2)2(a1ȧ2−
ȧ1a2) = (ω/δ2)2δ. O paronomast c isoÔtai me |ω/δ2|3‖a‖3 kai �ra èqoume ton
zhtoÔmeno tÔpo gia thn kampulìthta.

L mma 2. E�n δω 6= 0, tìte to diatetegmèno zeÔgoc {ė, a} eÐnai mia orjog¸nia
b�sh ston IR2. E�n ω > (<)0 tìte h {ė, a} eÐnai mÐa jetik  (arnhtik ) b�sh.

Apìdeixh. AfoÔ δ 6= 0 kai ω 6= 0, apì thn (12) èqoume ìti h {ė, a} eÐnai mÐa
orjog¸nia b�sh ston IR2. EpÐshc, h orÐzousa tou pÐnaka allag c b�shc dÐnetai
apì thn sqèsh ∣∣∣∣

ė1 a1

ė2 a2

∣∣∣∣ = ė1a2 − ė2a1 = (1/δ2)ω‖a‖2.

Sunep¸c, an h ω eÐnai jetik  (arnhtik ) tìte h {ė, a} eÐnai jetik  (arnhtik ) b�sh.

Prìtash 2. 'Estw ìti δω 6= 0 gia t ∈ J ⊂ I. Tìte, gia ìla ta t ∈ J , h
perib�llousa e eÐnai kanonik  kai èqei stajerì prìshmo kampulìthtac. Epiplèon,
to di�nusma a kai to k�jeto n sthn perib�llousa eÐnai eÐte ommìrropa eÐte antÐr-
ropa.

Apìdeixh. Oi δ kai ω èqoun stajerì prìshmo sto J afoÔ eÐnai suneqeÐc sunart -
seic tou t kai apì thn upìjesh δω 6= 0. Apì to L mma 1 èpetai ìti h kampulìthta
thc e èqei stajerì prìshmo, to opoÐo shmaÐnei ìti h {ė, n} eÐnai jetik    arnhtik 
b�sh gia ìla ta t ∈ J . 'Omwc, apì to L mma 2 to Ðdio isqÔei kai gia thn {ė, a}.
Epeid  to di�nusma ė eÐnai k�jeto sto a kai sto n, sunep�getai ìti ta dianÔsmata
a kai n èqoun eÐte thn Ðdia eÐte antÐjeth for� gia ìla ta t ∈ J .



Ed¸, exet�zoume tic topikèc idiìthtec thc perib�llousac ìtan oi δ kai ω teÐnoun
sto mhdèn. Apì ed¸ kai sto ex c ja upojèsoume ìti oi mhdenismoÐ twn δ kai ω
eÐnai memonwmèna shmeÐa.

Prìtash 3. 'Estw ìti δ 6= 0 gia t ∈ J kai t0 ∈ J tètoio ¸ste ω(t0) = 0 en¸
ω 6= 0 gia t ∈ J\{t0}. E�n h ω all�zei prìshmo sto t0 tìte to e(t0) eÐnai akm ,
diaforetik� to e(t0) eÐnai èna kanonikì shmeÐo.

Apìdeixh. Apì thn sqèsh (12) èqoume ìti to monadiaÐo di�nusma thc perib�l-
lousac dÐnetai apì thn sqèsh

ė

‖ė‖ =
ω

|ω|
1
‖a‖ (a2,−a1).

E�n to ω all�zei prìshmo sto t0 tìte c0 = lim
t→t−0

ė
‖ė‖ = − lim

t→t+0

ė
‖ė‖ , to opoÐo

shmaÐnei ìti to lim
t→t0

ė
‖ė‖ den up�rqei kai epomènwc to e(t0) eÐnai akm . Epiplèon,

parathroÔme ìti to c0 · a(t0) = 0 kai �ra h eujeÐa a(t0) · x + p(t0) = 0 eÐnai
efaptìmenh sthn perib�llousa sto t0. E�n h ω den all�zei prìshmo, tìte to
lim
t→t0

ė
‖ė‖ up�rqei kai �ra to e(t0) eÐnai kanonikì shmeÐo.

'Otan δ(t0) = 0 gia k�poio t0 ∈ J , perÐptwsh sthn opoÐa h perib�llousa e den
orÐzetai ìpwc faÐnetai apì tic sqèseic (10) kai (11), mporoÔn na emfanistoÔn
di�forec sumperiforèc thc e(t) sthn geitoni� tou t = t0 oi opoÐec exart¸ntai apì
tic idiìthtec twn ω(t) kai a(t) sthn geitoni� tou t = t0. SuneqÐzoume perigr�-
fontac autèc tic sumperiforèc:

(A) 'Estw δ(t0) = 0 kai a(t0) 6= 0. Tìte:
(i) E�n ω(t0) 6= 0, tìte toul�qiston mÐa apì tic akìloujec orÐzousec eÐnai

mh mhdenik  gia t = t0:
∣∣∣∣
−p −ṗ
a2 ȧ2

∣∣∣∣ kai
∣∣∣∣
−p −ṗ
a1 ȧ1

∣∣∣∣ .

Epomènwc, lim e
t→t0

= ∞. Se aut n thn perÐptwsh, kaj¸c to t teÐnei sto t0,

oi efaptomènec proseggÐzoun thn eujeÐa a(t0) ·x+p(t0) = 0 h opoÐa eÐnai
asÔmptwth sthn perib�llousa e.

(ii) E�n ω(t0) = 0 kai lim e
t→t0

= e0 ∈ IR2, diakrÐnoume dÔo dunatìthtec:

1. h ω diathreÐ to prìshmo sto t = t0. Se aut n thn perÐptwsh to e(t0)
eÐnai kanonikì shmeÐo. E�n h δ all�zei prìshmo sto t0, tìte to e(t0)
eÐnai shmeÐo kamp c me efaptomènh thn a(t0) · x + p(t0) = 0.

2. h ω all�zei prìshmo sto t = t0. Se aut n thn perÐptwsh, to e(t0)
eÐnai akm . To prìshmo thc δ kajorÐzei e�n h akm  eÐnai pr¸tou  
deÔterou eÐdouc.

(iii) E�n ω(t0) = 0 kai lim e
t→t0

= ∞, tìte h eujeÐa a(t0) · x + p(t0) = 0 eÐnai
asÔmptwth sthn perib�llousa e.



(B) E�n δ(t0) = 0 kai a(t0) = 0 me a0 = lim
t→t0

a
‖a‖ kai p0 = lim

t→t0

p
‖a‖ , tìte mporoÔme

na k�noume thn Ðdia an�lush me thn (A) qrhsimopoi¸ntac wc efaptomènh sto
t = t0 thn eujeÐa a0 · x + p0 = 0. An, antÐjeta, toul�qiston èna apì aut� ta
ìria den up�rqei, tìte ja prèpei na exet�soume thn topik  sumperifor� thc
kampÔlhc e xeqwrist� se k�je perÐptwsh.

4 Melèth thc Tom c mÐac Monoparametrik c
Oikogèneiac Hmiepipèdwn

Se aut n thn par�grafo, axiopoi¸ntac ta apotelèsmata thc §3, proqwroÔme sthn
eÔresh mÐac mejìdou upologismoÔ tou sunìlou C = {x ∈ IR2 : a · x + p > 0,
t ∈ I} lamb�nontac thn tom  enìc peperasmènou pl jouc eÔkola upologÐsimwn
kurt¸n sunìlwn. Upojètoume ìti a 6= 0 gia k�je t ∈ I, ìpou I kleistì di�sthma.
Arqik�, ac upojèsoume ìti h perib�llousa e thc antÐstoiqhc oikogèneiac eujei¸n
a · x + p = 0, eÐnai kurt  kampÔlh, sÔmfwna me ton akìloujo orismì:

Orismìc 2. MÐa kanonik , epÐpedh kampÔlh r : [a, b] → IR2 kaleÐtai kurt  e�n,
gia ìla ta t ∈ [a, b], to Ðqnoc r([a, b]) thc r brÐsketai ex� olokl rou sthn mÐa
pleur� tou kleistoÔ hmiepipèdou to opoÐo orÐzetai apì thn efaptomènh sto t.

Upojètontac ìti ta ìria thc e sta �kra tou I up�rqoun, diakrÐnoume dÔo peri-
pt¸seic:

PerÐptwsh 1. To k�jeto sthn e di�nusma n eÐnai ommìrropo me to a, gia ìla ta t ∈ I.
Tìte to sÔnoro tou C apoteleÐtai apì to Ðqnoc thc e kai tic dÔo hmieujeÐec
  eujÔgramma tm mata ta opoÐa perièqontai stic efaptomènec sta �kra
thc e.

PerÐptwsh 2. To k�jeto sthn e di�nusma n eÐnai antÐrropo me to a, gia ìla ta t ∈ I.
An oi efaptomènec gÐnoun par�llhlec, se k�poia t1, t2 ∈ I, t1 6= t2, tìte
to sÔnolo C eÐnai kenì. Diaforetik� to C eÐnai h tom  twn hmiepipèdwn
ta opoÐa orÐzontai apì tic efaptomènec eujeÐec sta �kra thc e.

An, antÐjeta, ta ìria sta �kra teÐnoun sto �peiro, p�li, èqoume tic parap�nw
peript¸seic, all� t¸ra sthn pr¸th perÐptwsh, to sÔnoro C apoteleÐtai mìno
apì to Ðqnoc thc e kai sthn deÔterh perÐptwsh, to C eÐnai h tom  twn hmiepipèdwn
ta opoÐa orÐzontai apì tic asÔmptwtec.

Sthn genik  perÐptwsh, h mèjodoc upologismoÔ tou C apoteleÐtai apì ta
akìlouja b mata. Katarq n, aposunjètoume thn perib�llousa e se kanonik�
tm mata stajeroÔ pros mou kampulìthtac ètsi ¸ste, gia k�je tm ma, to k�je-
to di�nusma n na eÐnai eÐte antÐrropo eÐte ommìrropo me to a. SÔmfwna me thn
Prìtash 2, aut  h aposÔnjesh mporeÐ na epiteuqjeÐ me thn eÔresh twn riz¸n ti
thc exÐswshc δ(t)ω(t) = 0. 'Ola ta tm mata gia ta opoÐa δ(t)ω(t) < 0 (ta n,
a eÐnai antÐrropa) par�goun èna kurtì polÔedro   to kenì sÔnolo sÔmfwna me
thn PerÐptwsh 2. Sthn sunèqeia, aposunjètoume peraitèrw k�je tm ma gia to
opoÐo δ(t)ω(t) > 0 (ta eÐnai n, a ommìrropa) se kurt� tm mata ta opoÐa sÔmfwna
me thn PerÐptwsh 1, par�goun kurt� sÔnola. H aposÔnjesh mporeÐ na gÐnei me



èna kat�llhlo algìrijmo (p.q. algìrijmoi aposÔnjeshc se monìtona tm mata).
Telik�, paÐrnontac thn tom  ìlwn twn kurt¸n sunìlwn ta opoÐa proèkuyan apì
ta parap�nw b mata lamb�noume to sÔnolo C.

5 Upologismìc tou QwrÐou Jetik c Kampulìthtac

Ta apotelèsmata twn Paragr�fwn 3 kai 4 mporoÔn �mesa na efarmostoÔn gia
ton upologismì tou kurtoÔ sunìlou K (sqèsh (8)), to opoÐo eÐnai to basikì b ma
gia thn apìkthsh tou qwrÐou jetik c, Dκ+(I) (sqèsh (7)),   arnhtik c, Dκ−(I),
kampulìthtac. Sundu�zontac tic ekfr�seic (4) kai (5) me tic (10) kai (11) èqoume
ìti

e = − ṡ

Ṅ
, δ = ṄM, ω = M2 me M =

∣∣∣∣∣∣
Ṅ N̈

...
N

ṡ1 s̈1
...
s1

ṡ2 s̈2
...
s2

∣∣∣∣∣∣
. (13)

'Estw ìti (A,B) 6= 0 gia ìla ta t ∈ I. MporeÐ na deiqjeÐ ìti h kampÔlh
F (d∗; t) (sqèsh (2)) èqei akm  e�n kai mìno e�n to d∗ an kei sthn e. Pr�gmati,
an to F (d∗; t∗), gia k�poio t∗ ∈ I, eÐnai akm  tìte Ḟ (d∗; t∗) = 0   isodÔnama
Ṅd∗ + ṡ = 0. Epeid  (A,B) 6= 0 èpetai ìti Ṅ 6= 0 kai �ra

d∗ = − ṡ(t∗)
Ṅ(t∗)

.

AntÐstrofa, an to d∗ an kei sthn e gia k�poio t̃ ∈ I, tìte isqÔei ìti Ḟ (d∗; t̃) = 0
kai F̈ (d∗; t̃) 6= 0. Efarmìzontac , p�li, to je¸rhma to opoÐo qrhsimopoi same
sthn apìdeixh thc Prìtashc 1, èqoume ìti to F (d∗; t̃) eÐnai idi�zon shmeÐo.

Sundu�zontac thn (13) me ta apotelèsmata thc §3, mporoÔme na exet�soume
thn topik  sumperifor� thc e sthn geitoni� twn mhdenism¸n thc δ. AfoÔ h ω den
all�zei prìshmo (bl. trÐth apì tic ekfr�seic (13)), apì thn Prìtash 3 paÐrnoume
ìti h e den èqei akmèc. An Ṅ(t0) 6= 0 kai M(t0) = 0, gia k�poio t0 ∈ I, tìte apì
thn pr¸th apì tic (13) èqoume ìti to lim

t→t0
e up�rqei kai epomènwc an h M all�zei

prìshmo sto t0, tìte to e(t0) eÐnai shmeÐo kamp c (bl. A.ii.1 sthn §3). Tèloc, an
Ṅ(t0) = 0, tìte p�li apì thn (13) mporeÐ na deiqjeÐ ìti lim

t→t0
e = ∞ kai sÔmfwna

me thn A.iii sthn §3 h eujeÐa A(t0)x + B(t0)y + C(t0) = 0 eÐnai asÔmptwth sthn
e.

T¸ra ja parousi�soume thn mejodologÐa h opoÐa anaptÔqjhke sta prohgoÔ-
mena gia ton upologismì tou qwrÐou arnhtik c kampulìthtac, Dκ−(I) gia mÐ-
a kampÔlh B-spline pèmptou bajmoÔ, me okt¸ shmeÐa elègqou, kombodi�nusma
J:=[0, 0, 0, 0, 0, 0, 1/4, 1/2, 1, 1, 1, 1, 1, 1], eleÔjero shmeÐo elègqou to trÐto
(d = d2) kai I=[0, 1]. Ta upìloipa shmeÐa elègqou eÐnai ta ex c: d0 = (−12, 3),
d1 = (−7, 16), d3 = (7, 15), d4 = (17, 18), d5 = (13, 5), d6 = (1, 1), d7 = (8, 8).
Sta Sq mata 2 kai 3 (arister�) apeikonÐzetai h parap�nw kampÔlh gia dÔo jèseic
tou shmeÐou d2.

XekinoÔme thn efarmog  thc mejodologÐac upologÐzontac to sÔnolo L. EÐnai
eÔkolo na epibebaiwjeÐ ìti to (A(t), B(t)) mhdenÐzetai mìno gia t = 1, kai epomè-
nwc L = IR2. Sunep¸c to Dκ−(I) isoÔtai me to K, to opoÐo upologÐzoume akolou-
j¸ntac ta b mata ta opoÐa parousi�sthkan sthn §4. Sto Sq.1(a) h perib�llousa



èqei aposuntejeÐ se S+ (diakekommènh gramm )   S− (suneq c gramm ) tm mata
(mporoÔme na elègxoume ìti eÐnai kurt�) sÔmfwna me tic sqèseic δω > 0   δω < 0,
antÐstoiqa. Ed¸, oi δ kai ω upologÐzontai sÔmfwna me tic posìthtec (−a,−p)
antÐ twn (a, p), giatÐ anazhtoÔme to qwrÐo arnhtik c kampulìthtac.

Sq ma 1. Kataskeu  tou Dκ−(I)

Sq ma 2. To eleÔjero shmeÐo elègqou an kei sto Dκ−(I).

Gia ta dÔo S+ tm mata ta opoÐa kataskeu�same, sÔmfwna me thn PerÐptwsh
1 thc §4, ta antÐstoiqa kurt� sÔnola eÐnai to C1 kai C2 (anoiqtì gkrÐ) kai h
tom  touc C12 (skoÔro gkrÐ) sto Sq. 1(a). Gia ta S− tm mata, sÔmfwna me thn
PerÐptwsh 2, paÐrnoume to kurtì polÔedro ABC ìpwc faÐnetai sto Sq. 1(b)
(skoÔro gkrÐ) to opoÐo sumbaÐnei na eÐnai h tom  ìlwn twn kurt¸n sunìlwn ta



opoÐa proèkuyan sta prohgoÔmena b mata thc mejìdou. Sunep¸c to zhtoÔmeno
Dκ−(I) tautÐzetai me to ABC. Sta Sq mata 2 kai 3 (dexi�) parathroÔme to
gr�fhma thc kampulìthtac gia dÔo diaforetikèc jèseic tou eleÔjerou shmeÐou
elègqou, mÐa na an kei sto ABC kai mÐa na mhn an kei.

Sq ma 3. To eleÔjero shmeÐo elègqou den an kei sto Dκ−(I).
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